
1
Introducción

El Procesamiento Digital de Señales (PDS) es actualmente una de las tecnologías más po-
derosas, y seguramente dará forma a la ciencia y a la ingeniería en el siglo XXI. Ya ha
producido cambios revolucionarios en una gran variedad de campos, como comunica-
ciones, medicina, radar y sonar, reproducción de música de alta fidelidad, prospección
petrolera, etc. por citar algunos. Cada una de estas áreas ha desarrollado una tecnología
específica para PDS, con sus propios algoritmos, herramientas matemáticas y técnicas es-
pecializadas. Esta combinación de amplitud y profundidad hace imposible que una sola
persona sea capaz de dominar toda la tecnología de PDS desarrollada hasta ahora.

1.1. Orígenes del procesamiento digital de señales

El Procesamiento Digital de Señales se distingue de otras ramas de la ciencia por el tipo de
datos con que trabaja: las señales. En la mayoría de los casos, estas señales tienen origen
en elementos del mundo real: vibraciones sísmicas, imágenes, ondas de sonido, etc. El
PDS comprende la matemática, los algoritmos, y las técnicas utilizadas para manipular
estas señales después de que han sido convertidas a un formato digital. Los objetivos
que se persiguen pueden ser variados: mejora de imágenes visuales, reconocimiento y
generación de voz, compresión de datos para almacenamiento y transmisión, etc.

La importancia de las señales digitales se hizo evidente en 1948 con la invención de los
códigos de corrección de errores. Sin embargo, los orígenes del procesamiento digital
de señales se remontan hacia 1960 y 1970 cuando estuvieron disponibles las primeras
computadoras digitales. En esta época las computadoras eran muy costosas, y el PDS
estuvo limitado a solamente unas pocas aplicaciones críticas. Los esfuerzos pioneros tu-
vieron lugar en cuatro áreas fundamentales: radar y sonar, por intereses militares y de
seguridad; prospección petrolera, donde con pequeñas mejoras se pueden obtener enormes
ganancias; exploración espacial, aplicación en la que no pueden perderse datos; y medicina,
particularmente el tratamiento de imágenes, donde hay vidas en riesgo.

La revolución de las computadoras personales en 1980 y 1990 permitió que el PDS fuese
accesible para nuevas aplicaciones. Uno de los primeros productos para el público consu-
midor fue un juguete (“Speak and Spell”, para ayudar a los niños a aprender a deletrear)
desarrollado por Texas Instruments en 1978, que utilizaba un procesador digital de seña-
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Tabla 1.1: Algunas aplicaciones del procesamiento digital de señales.

Espaciales


mejora de fotografías
compresión de datos
análisis de datos de sondas espaciales

Medicinales


diagnóstico por imágenes
análisis de electrocardiogramas
almacenamiento y recuperación de información

Comerciales


compresión de imagen y sonido
efectos especiales en cine
videoconferencias

Telefónicas


compresión de voz y datos
reducción de eco
multiplexado de señales

Militares


radar, sonar
comunicaciones seguras
procesamiento de imágenes

Industriales


prospección petrolera y minera
monitoreo y control de procesos
ensayos no destructivos

Científicas


procesamiento de señales sísmicas
adquisición de datos
análisis espectral

les para sintetizar voz. Los reproductores de compact-disc (CD), desarrollados por Phi-
lips Electronics a partir de 1979 fueron los primeros productos de consumo masivo que
se aprovecharon de la tecnología de procesamiento digital de señales. Repentinamente el
PDS estuvo regido por las leyes del mercado más que por motivaciones militares o guber-
namentales. Según el IEEE, en 1985 había tres nichos comerciales para los procesadores
digitales de señales (DSP): codificación de voz, compresión de video y módems, repre-
sentando un mercado de 50 millones de dólares. En la actualidad los DSP están presentes
en todos las ramas de la electrónica, y el crecimiento proviene del desarrollo de productos
nuevos e innovadores; la Tabla 1.1 muestra apenas algunas de estas variadas aplicacio-
nes. El mercado mundial es de alrededor de 27200 millones de dólares, y la mitad de
este volumen está representado por integrados donde el DSP está vinvulado a funcio-
nes específicas (aceleradores de video, módems, procesadores de audio, controladores de
motores de CA, etc.), como se muestra en la Fig. 1.1.

La revolución tecnológica tuvo lugar de arriba hacia abajo. A comienzos de 1980, el PDS
se enseñaba a nivel de posgrado en Ingeniería Eléctrica. Diez años más tarde, el PDS se
enseña a nivel de grado. Hoy el PDS es una necesidad básica de científicos e ingenieros
en muchos campos.
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Fig. 1.1. Volumen mundial de ventas de DSPs en el año 2008.

1.2. ¿Porqué estudiar PDS?

Gran cantidad de dispositivos electrónicos y software que afectan muchas facetas de
nuestra vida cotidiana están basados en aplicaciones del PDS, como reproductores mul-
timedia, de DVD, de MP3, codificadores de voz en los modems de los teléfonos celulares,
procesadores de imágenes en cámaras digitales, navegadores GPS, etc. El PDS permite la
transmisión de información utilizando la infraestructura de la red telefónica y de comu-
nicaciones, la medición y el control en equipamiento médico (audífonos, marcapasos),
y en la formación y análisis de imágenes médicas, terrestres y planetarias. La lista de
aplicaciones es interminable.

La tecnología del PDS es una sinergia de la teoría de señales y sistemas, algoritmos de
cálculo, y arquitecturas de hardware y software. El avance continuo en estas áreas y en
otras afines ha permitido que el DSP vaya más allá de reemplazar sistemas de procesa-
miento analógico tradicional, desarrollando aplicaciones que no se podrían haber cons-
truido o siquiera imaginado con tecnología analógica. En años recientes, los avances en
herramientas de diseño (herramientas de desarrollo, compiladores para lenguajes de alto
nivel, simuladores, etc.) han facilitado el diseño, desarrollo y prueba de tales sistemas,
haciéndolos accesibles a mayor cantidad de usuarios.

1.3. Algunas aplicaciones del PDS

A continuación se ilustran algunas áreas clásicas donde el PDS ha producido cambios
revolucionarios: telecomunicaciones, audio profesional, detección ecos en señales de so-
nar, radar y sísmicas, y procesamiento de imágenes. Se han preferido las aplicaciones que
dieron desarrollo a algunas de las técnicas que se estudiarán en el curso, dejado de lado
las más recientes (y complejas) donde la intervención del PDS es más evidente. A me-
dida que se avance en cada aplicación, se notará que el PDS es muy interdisciplinario,
basándose en el trabajo técnico de muchos campos adyacentes. Contrariamente a lo que
sugiere la Fig. 1.2, las fronteras entre PDS y otras disciplinas técnicas no son definidas y
abruptas, sino borrosas y solapadas.
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Fig. 1.2. El PDS se relaciona con otras áreas de la ciencia, la ingeniería y las matemáticas.

1.3.1. Telecomunicaciones

Las telecomunicaciones tratan de la transferencia de información de un lugar a otro: con-
versaciones telefónicas, señales de televisión, archivos de computadoras, y otros tipos de
datos. Para transferir la información es necesario contar con un canal entre el emisor y
el receptor. Este canal puede ser un par de cables, una señal de radio, una fibra óptica,
etc. Las compañías de telecomunicaciones cobran por transferir la información de sus
clientes, y deben pagar para establecer y mantener el canal. De modo que cuanto más
información se pueda transferir por el canal tanto más rentable será la empresa. El PDS
ha revolucionado la industria de telecomunicaciones en muchas áreas: generación y de-
tección de tonos de señalización, desplazamiento de bandas de frecuencias, filtrado para
eliminar el ruido de línea, etc.

A continuación se discutirán cuatro ejemplos específicos de la red telefónica: multiplexa-
do, compresión, control de eco, y cancelamiento de ruido ambiente.

Multiplexado de señales

Según los últimos datos, existen alrededor de mil millones de teléfonos fijos en el mundo.
Presionando algunos pocos botones, las redes de conmutación permiten conectar entre
sí dos aparatos en unos pocos segundos. La magnitud de este prodigio es apabullante:
hasta principios de 1960 para efectuar una conexión era necesario que las señales de voz
(analógicas) sortearan llaves mecánicas y amplificadores vinculados por un par de cables.
En comparación, el PDS convierte señales de audio en un flujo serial de datos digitales. El
cable y los conmutadores mecánicos son caros; las compuertas lógicas digitales son muy
baratas. Como los bits pueden entremezclarse (Fig. 1.3) y posteriormente separarse, por
un mismo canal pueden transmitirse muchas conversaciones telefónicas. Por ejemplo, el
estándar telefónico conocido como sistema T-Carrier permite transmitir simultáneamente
24 señales de voz. Cada canal de voz es muestreado a razón de 8000 veces por segundo,
utilizando un conversor analógico-digital especial de 8 bits, denominado compander, que
comprime logarítmicamente la amplitud de la señal. Cada señal de voz se transmite a
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Fig. 1.3. Multiplexado en tiempo o “time-sharing”. La señal que se muestra en (c) se ha obtenido
mutiplexando las señales (a) y (b).

64000 bits/s, y todos los canales de audio están contenidos en un único canal de datos de
1.544 megabits/s. Esta señal puede transmitirse a 2000 metros (que es una distancia de
interconexión típica) usando el cable telefónico común.

Compresión

Cuando una señal vocal se digitaliza a 8000 muestras por segundo, gran parte de la in-
formación es redundante: el valor representado por una muestra está prácticamente du-
plicado en las muestras vecinas. Se han desarrollado docenas de técnicas para convertir
señales vocales digitalizadas en un flujo de datos de menor cantidad de bits/s que se
agrupan bajo el nombre de algoritmos de compresión de datos. Los algoritmos de descom-
presión permiten recuperar la señal original. En general, a mayor nivel de compresión
peor es la calidad del audio: la reducción de la tasa de datos de 64 kilobits/s a 32 kilo-
bits/s no resulta en una pérdida apreciable de la calidad de la señal, que sí se percibe
cuando se lleva a 8 kilobits/s. La compresión más alta que se puede obtener (de alrede-
dor de 2 kilobits/s) desmejora la calidad de manera tan apreciable que sólo se emplea
para aplicaciones militares y comunicaciones submarinas.

Control de eco

El eco es un problema serio en las conexiones telefónicas de larga distancia. Al hablar
en el microteléfono la señal que representa la voz viaja hasta el receptor, donde una par-
te de la misma retorna como un eco. Si la distancia de interconexión es de unos pocos
kilómetros, la demora de la señal es de algunos milisegundos; el oído humano está acos-
tumbrado a estos pequeños retardos de tiempo, y no se perciben efectos anormales. Sin
embargo, a medida que crece la distancia el eco se hace cada vez más notorio y molesto.
En enlaces intercontinentales el retardo puede alcanzar varias centenas de milisegundos
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Fig. 1.4. Diagrama de un circuito telefónico simplificado.

Fig. 1.5. Cancelamiento de eco en redes telefónicas de larga distancia.

e imposibilitar una comunicación fluida.

En la Fig. 1.4 se muestra un esquema simplificado de un circuito telefónico de larga dis-
tancia. El transformador híbrido en los extremos de la red convierte el circuito de dos
hilos en el lado del abonado a un circuito de cuatro hilos, generando caminos separa-
dos para cada dirección de transmisión. Este cambio de 2 a 4 hilos se basa en razones
económicas, por ejemplo para permitir la amplificación de la señal, el multiplexado o la
transmisión simultánea de varios llamados, etc. Idealmente, la señal de voz que se origi-
na en A viaja por el camino 1-3 hasta el híbrido en la derecha, y de ahí hasta el receptor
B, mientras que la señal de B viaja por el camino 4-2 hacia A. La red híbrida en cada ex-
tremo de la red debe asegurar que la señal de voz se acopla al camino apropiado, y que
ningún vestigio de la misma retorne hacia el receptor. Sin embargo, pequeñas diferencias
de impedancia causan que algunas de las señales entrantes vuelvan al interlocutor en la
forma de eco (líneas de puntos en la Fig. 1.4).

El PDS ataca este problema midiendo la señal de retorno, y generando una antiseñal apro-
piada de modo de cancelar el eco. En cada extremo del canal de comunicación (Fig. 1.5),
la señal entrante se aplica simultáneamente al híbrido y a un filtro adaptivo, el que estima
el eco que produciría la línea y lo resta de la señal original. El filtro adaptivo es un sistema
realimentado que calcula un modelo de la línea de manera que el sistema puede cancelar
el eco casi para cualquier tipo de conexión o distancia entre los abonados.
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Fig. 1.6. Detalle del parlante “generador de ruido”.

Fig. 1.7. Detalle del parlante cancelador.

Cancelamiento de ruido

Esta misma técnica se puede utilizar para reducir el ruido ambiente, cancelándolo me-
diante una señal de “antirruido”. Un sistema activo elemental se compone de un dis-
positivo electroacústico que cancela la señal no deseada generando una señal de igual
amplitud y fase opuesta. La señal original y el “antirruido” se combinan de modo de
cancelar ambos sonidos. Aunque la idea no es nueva, ya que fue propuesta por Lueg en
1936, sólo en los últimos años la tecnología se ha desarrollado lo suficiente para poder
aplicarla satisfactoriamente.

En el Laboratorio de Procesamiento de Señales y Circuitos (LaPSyC) de la UNS (Nieto et
al, 2001; Gonzalez et al, 2002) se ha construido un equipo experimental para ensayar estas
técnicas constituido por un par de parlantes montados sobre un tubo de PVC de 20 cm
de diámetro. El tubo consta de dos secciones a 90 grados, la primera con una longitud
de 5.5 m, y la segunda de 1.5 m, según se aprecia en las Figs. 1.6 y 1.7. El “generador de
ruido” y el “cancelador” son un par de parlantes, el primero montado en un extremo del
segmento de mayor longitud, y el segundo en la sección de longitud menor, sobre una
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Fig. 1.8. Diagrama del prototipo experimental.

“T”. Los transductores están ubicados dentro de cajas acústicas para evitar la radiación de
ruido al exterior, y los micrófonos de referencia y error fueron colocados sobre el tubo. Un
diagrama esquemático del sistema, junto con las dimensiones más relevantes, se muestra
en la Fig. 1.8.

En las Fig. 1.9(a) se observan los resultados de cancelamiento de ruido ante una excitación
compuesta por tonos puros, y en la Fig. 1.9(b) la atenuación obtenida para una excitación
tipo ruido blanco.

Televisión digital

El Comité Consultivo Internacional de Radiocomunicaciones (CCIR) definió en 1982 la
norma para codificar señales de video analógica entrelazadas (como las que se usan en
la TV común), que se conoce como ITU-R BT.601 (ITU 1983). De acuerdo a esta norma, el
flujo de datos de una señal de video común es de 166 Mb por segundo, que es demasiado
elevada para los canales de transmisión o los dispositivos de almacenamiento usuales.

Entre los procesos necesarios para llevar la señales desde la fuente (una cámara, un estu-
dio de TV) hasta su destino (una pantalla) se destacan los de compresión y descompresión.
El primero reduce la señal de video con una tasa de 166 Mb/s a 20 Mb/s (o menos), y
el segundo se encarga de reconstruir la señal para visualizarla. En los últimos años se

Fig. 1.9. Resultados de cancelamiento: (a) tonos puros; (b) ruido de banda ancha.
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Fig. 1.10. Diagrama bloque de un sistema de compresión de video.

han propuesto varios esquemas de codificación para imagen y video, tales como JPEG
para imágenes, H.263 para video con bajas tasas de transmisión, MPEG-1 para almace-
namiento, MPEG-2 para transmisión y aplicaciones generales de alta calidad, MPEG-4
para aplicaciones multimedia interactivas, y H.264 para altas tasas de compresión. Aun-
que tienen diferentes especificaciones, el principio de funcionamiento de todos ellos es
similar. Un bloque común es el de compresión, que se representa esquemáticamente en
la Fig. 1.10.

El sistema de la figura puede trabajar en dos modos diferentes: intra en el que se explota
solamente la redundancia espacial en la imagen, o inter, donde se aprovecha la redundan-
cia temporal entre imágenes vecinas. Módulos de análisis de mayor jerarquía que éste se
encargan de seleccionar automáticamente uno u otro modo de operación de acuerdo a
las características de las imágenes.

Se analizará brevemente el funcionamiento del modo intra. Este es el modo usado, por
ejemplo, para la primera imagen de una secuencia de video. En primer lugar, se realiza
una transformación para decorrelar la información. La imagen se particiona en bloques de
8× 8 bits, y a cada uno de ellos se aplica una transformada discreta coseno (DCT), que
es similar a una transformada discreta de Fourier, pero que enfatiza las bajas frecuen-
cias. Cada uno de los bloques se representa en un formato numérico apropiado teniendo
en cuenta las peculiaridades del sistema visual humano. Este proceso que se denomina
cuantización, y en general introduce algún grado de distorsión, que hace que la imagen
decodificada sea distinta a la señal original. Los coeficientes cuantizados se codifican se-
gún su entropía1, lo que asegura una transmisión eficiente.

Los datos cuantizados se utilizan localmente para proveer al codificador con la misma in-
formación que estará disponible en el decodificador. En otras palabras, en el codificador
también se encuentra incluido un decodificador, que a través de la cuantización inversa y
la transformación inversa permite obtener una réplica de la imagen decodificada, que se
almancena en la memoria de cuadro, y que será utilizada en la codificación de los cuadros

1Los coeficientes más frecuentes se codifican usando símbolos más cortos. La longitud de cada símbolo
es aproximadamente proporcional a menos el logartimo de su probabilidad.
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314      

this motion field is part of the new, more compact representation of the 
video sequence and, therefore, it is entropy encoded and transmitted. 4

Based on this motion field and on the previous decoded frame, the 
Motion Compensation block produces an estimate of the current image 

( , , )I i j n . This estimated image has been obtained applying motion 
information to a reference image and, thus, it is commonly known as the 
motion-compensated image at time instant n. In this chapter, motion 
compensated images are denoted by the symbol “~”.

The system then subtracts the motion-compensated image from the 
original image, both at time n. The result is the so-called motion-
compensated error image and contains all the information from the current 
image that has not been correctly estimated using the information in the 
previous decoded image. These concepts are illustrated in Fig. 9.2.  

Fig. 9.2 (a) Original frame #12 of the Stefan sequence, (b) original frame #10 of the 
sequence Stefan, (c) motion field estimated between the previous images. For 
visualization purposes, only a motion vector for each 16 × 16 pixels area is 
represented. (d) estimation of frame #12 obtained as motion compensation of image 
#10 using the previous motion field, (e) motion-compensated error image at frame 
#12. For visualization purposes, an offset of 128 has been added to the error image 
pixels, which have been conveniently scaled afterwards   

                                                     
4 As it will be discussed in Section 9.1.2, this information typically does not 

require quantization. 

F. Marqués, M. Menezes, J. Ruiz-Hidalgo 

(a) (b)

(c) (d) (e)

Fig. 1.11. Codificación de imágenes: Imagen número 12 (a) y número 10 (b) de la sucesión
original. Campo de movimiento estimado a partir de las imágenes previas (c); sólo
se muestra un vector por cada bloque de 16× 16 pixels. Estimación del cuadro 12 a
partir del cuadro 10 y la información de compensación del movimiento (d). Imagen
error entre el cuadro 12 y la imagen compensada en movimiento (e). A fines de
visualización se agregó un corrimiento de 128 a los pixeles de la imagen de error, y
se escalaron los valores resultantes entre 0 (negro) y 255 (blanco).

que siguen. Esta imagen se representa como Î(i, j, n− 1), donde i, j, son índices que in-
dican la posición espacial del pixel, y n la posición temporal. El sombrero “·̂” representa
que no es el cuadro original, sino uno decodificado. Como durante todo este tiempo el
sistema ya ha comenzado a codificar el cuadro siguiente en la sucesión, la imagen deco-
dificada se almancena como perteneciente al instante temporal n − 1, y este retardo se
representa como ∆ en la figura.

El primer paso es explotar la redundacia temporal entre las imagenes decodificadas an-
teriormente y la reciente. Por simplicidad, se supondrá que sólo se utiliza la imagen an-
terior, pero en un sistema real la memoria de cuadro puede contener varias imágenes
decodificadas para utilizar en este paso.

La imagen Î(i, j, n− 1) decodificada previamente se utiliza para estimar la imagen actual
utilizando el bloque estimador de movimiento que calcula el desplazamiento entre una es-
cena y otra, asignándole a cada pixel un vector de movimiento (dx, dy). La información
de movimiento es parte de una representación más compacta de la sucesión de video,
que nuevamente se codifica de acuerdo a su entropía y se transmite.

Basado en este campo de movimiento y en la imagen decodificada almacenada en la
memoria de cuadro, el bloque compensación de movimiento produce una estimación de
la imagen actual Ī(i, j, n), denominada imagen compensada por movimiento en el instante
temporal n. El sistema hace la diferencia entre la imagen compensada por movimiento
Ī(i, j, n) y la imagen original I(i, j, n) en el instante n y obtiene la imagen de error, que
contiene toda la información de la imagen actual que no fue estimada correctamente
utilizando la información disponible a partir de la imagen Î(i, j, n − 1). Las diferencias
entre las distintas imágenes se ilustran en la Fig. 1.11.
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Fig. 1.12. Esquema del decodificador asociado al codificador de la Fig. 1.10

La imagen de error se trata como una imagen original en el modo intra, es decir, se de-
correlaciona (transformada directa) utilizando la DCT por bloques, se cuantiza, los coefi-
cientes se codifican según su entropía y se transmiten.

La Fig. 1.12 muestra el diagrama bloque del decodificador. Las imagenes Î(i, j, n− 1) de-
codificadas previamente se almacenan en la memoria de cuadro, y se compensan por
movimiento utilizando la información que se transmite al codificar los cuadros siguien-
tes. Esto explica la necesidad de contar con una réplica de las imagenes decodificadas
Î(i, j, n) en el codificador, ya que en caso contrario el codificador y el decodificador es-
tarían utilizando diferente información en el proceso de estimación del movimiento: el
codificador estimaría el movimiento utilizando la información original I(i, j, n), mien-
tras que el decodificador estaría aplicando esta información sobre la señal decodificada
Î(i, j, n).

1.3.2. Procesamiento de audio

Probablemente, la vista y el oído son los sentidos humanos más relevantes para las re-
laciones entre las personas. En consecuencia, gran parte de las aplicaciones del PDS está
vinculado con el tratamiento de señales de audio y video.

Música

El camino que va desde el músico al oyente (o bien desde el micrófono al parlante) es
significativamente largo, como se sugiere en la Fig. 1.13. La representación digital de los
datos permite prevenir la degradación de la señal asociada al almacenamiento y ma-
nipulación analógicas, efecto que resulta familiar a cualquiera que haya comparado la
superior calidad musical de los discos compactos frente a la de los cassettes o vinilos
(aunque algunos puristas y audiófilos sostienen lo contrario).

La pieza musical se graba en un estudio de sonido en múltiples canales o pistas. En algu-
nos casos, algunos instrumentos y las voces se graban en canales separados. Esto permite
que el ingeniero de sonido y de mezcla tenga mayor libertad y flexibilidad para crear
el producto final. El complejo proceso de combinar las pistas individuales en un par de
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Fig. 1.13. El camino de la señal analógica puede ser particularmente largo... o no!

pistas –los canales izquierdo y derecho– o en “5+1” –izquierda y derecha delanteros, iz-
quierda y derecha traseros, y un canal central de graves– se denomina mix down, o mezcla.
El PDS puede proveer muchas funciones fundamentales de la mezcla, como el filtrado,
suma y resta de señales, edición, etc.

Otra de las aplicaciones musicales del PDS es la creación de reverberación artificial. Si
los distintos canales de audio simplemente se suman, la pieza de sonido suena opaca,
pues el contenido de ecos o de reverberaciones de la música –minimizados al grabar
en estudio– influyen favorablemente sobre los oyentes. El PDS permite agregar ecos y
reverberaciones artificiales durante el proceso de mezcla, de modo de simular ambientes
ideales de audición. Los ecos de pocas centenas de milisegundos de duración dan la
impresión de un ambiente de gran tamaño, mientras que retardos de 10 a 20 milisegundos
provocan en el oyente la ilusión de un ambiente de audición más reducido.

El disco compacto (CD)

Las personas de mayor edad recuerdan los sonidos desagradables que acompañaban la
reproducción de los discos de vinilo (LP), sobre todo cuando había rayones, polvo, o has-
ta ¡huellas de dedos! en su superficie. El sistema de discos compactos (CD) evita todos
los inconvenientes del LP, y brinda ventajas adicionales. La Tabla 1.2 compara las carac-
terísticas técnicas de los dos sistemas.

La información en el CD se almacena digitalmente en una pista espiralada, con una su-
cesión de “marcas” (Fig. 1.14). Cada bit grabado en la superficie del CD ocupa un área de
solamente 1 µm2, por lo que la densidad de información muy alta (106 bits por milímetro
cuadrado), aunque no tanto como en un DVD.

En la Fig. 1.15 se muestra un diagrama bloque del procesamiento de señales de audio
para la grabación del CD. La señal analógica de cada uno de los canales de audio se
muestrea a 44.1 kHz, y se digitaliza. Cada muestra se representa por una palabra de 16
bits, que permite abarcar un rango dinámico de 90 dB. En cada instante de muestreo se
obtienen 32 bits (16 por cada canal), que se codifican utilizando la técnica Reed-Solomon
de dos niveles, para detectar y corregir (o cancelar) los errores durante la reproducción.
Se agregan bits adicionales de control y para almacenar información complementaria. El
flujo de datos resultante se transforma en un formato apropiado para grabar en el disco,
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Tabla 1.2: Características de los vinilos (LP) y discos compactos (CD).

Característica LP CD

Respuesta en frecuencia 30 Hz a 20 kHz 20 Hz a 20 kHz
Rango dinámico 70 dB (a 1 kHz) > 90 dB
Relación señal a ruido 60 dB > 90 dB
Distorsión armónica 1-2 % 0.004 %
Separación de canales 25-30 dB >90 dB
Wow y flutter 0.03 % no detectable
Efecto de polvo, rayones, etc. causa ruido se puede corregir
Durabilidad se degrada con el uso semipermanente
Vida de la “púa” 500 a 600 hs semipermanente
Capacidad 40 a 45 minutos 50 a 75 minutos

utilizando una modulación EFM (modulación 8 a 14) transforma cada byte en un código
de 14 bits. Después de un procesamiento adicional, este flujo de bits se envía al láser, que
graba la información digital en una película sensible depositada sobre un disco de vidrio.
Para generar los patrones de las marcas se utiliza un proceso fotográfico, y de esta forma
se obtiene el disco “maestro” a partir del cual se generan las copias que podrán disfrutar
los oyentes.

Durante la reproducción (Fig. 1.16) las pistas se leen ópticamente a una velocidad tangen-
cial constante de 1.2 m s−1, mientras el disco gira a una velocidad de entre 8 rev s−1 y 3.5
rev s−1. La señal digital se demodula, se detecta cualquier error en el flujo de datos y, si es
posible, se corrige. Los errores pueden tener origen en fallas en el proceso de fabricación
(la creación de la copia a partir del disco maestro), daños en la superficie del CD, polvo,
etc. Si no son corregibles, su efecto se reduce reemplazando la muestra dañada por el pro-
medio de las muestras adyacentes, o, si hay más de una muestra errónea, asignándoles
un valor nulo (muting).

Después de la corrección o cancelación de los errores, los datos están formados por una
serie de palabras de 16 bits, cada una de las cuales representa una muestra de señal de au-

Fig. 1.14. Marcas del láser en la superficie de un CD. Cada marca tiene 0,5× 10−6m de ancho,
0,8 a 3,5× 10−6m de longitud, y una profundidad de 0,11× 10−6m. La distancia
entre pistas es de 1,6× 10−6m. (Reproducido de Philips Technical Review, 40 (6),
1982).
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Fig. 1.15. Procesamiento de una señal de audio para la grabación de un CD.

dio. Estas muestras podrían aplicarse directamente a un conversor D/A, pero impondría
restricciones muy severas sobre el filtro reconstructor. En particular, el nivel de las seña-
les por encima de 20 kHz deben reducirse al menos en 50 dB relativos a la máxima señal
de audio, y para evitar distorsiones el filtro debe tener una característica de fase lineal
en toda la banda de audio. Por este motivo se prefiere un procesamiento digital adicio-
nal: las señales se filtran con un filtro digital que trabaja a 4 veces o más la frecuencia de
muestreo (oversampling) para lograr que la salida del DAC sea más suave, y simplificar
de esta forma los requerimientos del filtro reconstructor analógico. Además con este pro-
ceso se logra una relación señal a ruido equivalente a la de un conversor D/A de 16 bits
utilizando un conversor de sólo 14 bits. El filtro digital tiene la respuesta de fase lineal
requerida lo que reduce la posibilidad de intermodulación, y su característica varía con
la frecuencia de reloj, haciéndolo insensible a las variaciones de la velocidad de rotación
del disco.

Codificación MP3

MP3 es una abreviatura de MPEG 1/2-Layer 3, el mecanismo de codificación de audio di-
señado por el Motion Picture Experts Group (MPEG), un grupo de estudio de la Interna-
tional Standards Organization (ISO), cuyo nombre formal es ISO/IEC JTC1/SC29/WG11.
Este comité fue creado en 1988 para desarrollar normas genéricas para la codificación de

Fig. 1.16. Reproducción de la señal de audio en un CD.
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Fig. 1.17. Un codificador MPEG Layer-3 (MP3).

películas y audio; desde entonces, se ha encargado de la normalización de las técnicas
de compresión para video y audio. La norma MPEG-1 Layer 3 fue definida en 1991; el
“layer 3” es un modo de operación de mayor complejidad y mejor desempeño, diseñado
para proveer la mejor calidad de sonido a bajas tasas de transferencia, de alrededor de
128 kbit/s para una señal de audio estéro (Brandenburg y Popp, 2000).

Desde entonces, los avances en la investigación en codificación perceptual de audio han
permitido desarrollar nuevos métodos de codificiación. El MPEG-2, cuya normalización
se produjo en 1994, introdujo menores frecuencias de muestreo (16 kHz, 22.05 kHz y 24
kHz) que se suman a las frecuencias de 32 kHz, 44.1 kHz y 48 kHz definidas en MPEG-1.
En 1997 se finalizó la definición de la norma MPEG-2 Advances Audio Coding (AAC),
que define nuevos esquemas de codificación (no son compatibles con MPEG1-Layer 3)
para el tratamiento de señales estéreo y multicanales, con soporte para frecuencias de
muestreo entre 8 kHz y 96 kHz, y entre 1 a 48 canales de audio. Paralelamente, se han
diseñado otros sistemas propietarios que supuestamente permiten codificar con mayor
calidad o mayor compresión.

El formato no tiene una tasa de compresión fija, y para el Layer 3 la norma define un
rango que va desde 8 kbit/s a 320 kbit/s; la tasa de compresión se puede cambiar entre
uno y otro bloque de datos de audio.

La especificación de la mayoría de las etapas del decodificador se definen por ecuaciones;
el cumplimiento con la norma se verifica por la máxima desviación de la señal decodifica-
da respecto a una señal de referencia. Esto permite construir decodificadores que corran
sobre arquitecturas de punto fijo o punto flotante; dependiendo de la habilidad de los im-
plementadores, es posible lograr decodificadores que cumplan con la norma utilizando
un ancho de palabras de 20 bits, sin necesidad de utilizar operaciones en doble precisión.

La codificación de MPEG Audio queda librada al implementador de la norma. Los están-
dares ISO incluyen algunos ejemplos de decodificadores, pero es necesario una enorme
experiencia y gran cantidad de conocimientos para implementar codificadores MPEG de
buena calidad; por ello el número de implementaciones independientes se ha mantenido
relativamente bajo.

El principio de funcionamiento de un codificador MP3 es el siguiente (Fig. 1.17). La señal
de audio muestreada es filtrada por una cascada de dos tipos de filtros diferentes. El
primero es un banco de 32 filtros pasabandas polifásico (el banco de filtros principal),
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Fig. 1.18. Amplificador clase D: esquema circuital (a) y formas de ondas relevantes (b).

seguido de una transformada coseno modificada de 576 muestras. Esta división de cada
una de las 32 bandas en 18 sub-bandas aumenta la posibilidad de eliminar redundancias,
lo que permite una codificación más eficiente.

El modelo perceptual determina la calidad de la implementación del codificador. Pude
ser implementado utilizando un banco de filtros, o combinando el cálculo de los valores
de energía que se utilizarán para definir el umbral de enmascaramiento con el banco de
filtros principal. La salida del modelo perceptual son los valores del umbral de enma-
swcaramiento para cada sub-banda de frecuencias. Los coeficientes de la transformada
coseno que sean menores que el umbral se descartan. En el Layer-3, estas bandas de fre-
cuencia son aproximadamente equivalentes a las bandas críticas del oído humando. Si el
ruido de cuantización se mantiene por debajo del umbral de enmascaramiento, la señal
comprimida resulta indistinguible de la señal original.

Amplificadores de potencia

Los amplificadores de audio de potencia tradicionales solían ser de clase B o AB, pues
permiten conseguir baja distorsión con un diseño sencillo. Su eficiencia de potencia es
moderada, y su rendimiento máximo teórico es ligeramente inferior al 80 %. En los úl-
timos años se han incrementado los esfuerzos por desarrollar técnicas de amplificación
más eficientes. Una de las premisas básicas del diseño electrónico actual es reducir al
mínimo el consumo de potencia del propio dispositivo, objetivo que se puede alcanzar
trabajando los semiconductores al corte y la saturación, donde su consumo de energía es
mínimo. Esta es la idea detrás de los amplificadores conmutados (o clase D), que pueden
alcanzar un rendimiento máximo teórico cercano al 100 %.

Este principio de funcionamiento requiere modular la señal a convertir o amplificar, de
modo de convertirla en una señal binaria, del tipo “0-1” o “apagado-prendido”. Una de
las técnicas de modulación binaria más utilizadas es la modulación por ancho de pulsos
(MAP), que se.obtiene comparando la señal a modular con una señal portadora con forma
de rampa o triángulo de frecuencia mayor como se muestra en la Fig. 1.18(a). Este tipo de
modulación se denomina MAP natural. La señal de salida es una onda cuadrada con ciclo
de trabajo variable que depende de la amplitud de la señal moduladora. En la Fig. 1.18(b)
se muestran la formas de onda relevantes de la MAP.

La determinación analítica del espectro en frecuencia de una señal MAP no es trivial. Los
primeros trabajos, de alrededor de 1950, sólo calculan el espectro para el caso particu-
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Fig. 1.19. Espectro de una señal PWM natural (a) y una señal “click”modulada (b).

lar en que la señal moduladora es sinusoidal; recién en 2003 se publicaron los primeros
trabajos que explicitaban el espectro de una señal PWM modulada por una forma de on-
da arbitraria. El espectro de una señal MAP natural está compuesta por el espectro de
la señal moduladora, junto con réplicas moduladas en fase centradas en cada armónica
de la portadora, como se representa en la Fig. 1.19(a). Por lo tanto, para que los nive-
les de distorsión sean pequeños es necesario que la frecuencia de la portadora (la onda
triangular o diente de sierra) sea varias veces superior a la frecuencia máxima de la señal
moduladora.

Una técnica de modulación distinta es la “modulación click”, cuya característica prin-
cipal es que la señal modulada tiene distorsión nula en banda base y además se puede
especificar una banda de guarda libre de productos de intermodulación, desplazando el
ruido a un rango de frecuencias por encima de la banda de interés, como se muestra en
la Fig. 1.19(b).

El inconveniente es que el proceso de modulación es suficientemente complejo como para
permitir una implementación sencilla, como se muestra en la Fig. 1.20. Los bloques crí-
ticos son el transformador de Hilbert (con respuesta impulsiva (πt)−1) y el modulador
exponencial analítico (MEA); además es necesario determinar con muy buena precisión
los instantes en que la onda cuadrada de salida cambia de signo. Estos problemas hacen
que la implementación “en línea” sea difícil (Stefanazzi, 2008). Sin embargo, la compa-
ración de los espectros de las Figs. 1.19(a) y (b) justifica que en la actualidad se sigan
investigando nuevas técnicas de modulación para atenuar los niveles de distorsión con
implementaciones más sencillas que la modulación “click”. Todas estas alternativas em-

Fig. 1.20. Esquema de un modulador “click”.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



18 1. Introducción

Fig. 1.21. Arreglo de parlantes en un cine con sonido envolvente.

plean distintas técnicas de procesamiento digital de señales (Chierchie, 2010), algunas de
las cuales serán estudiadas en este curso.

Otras aplicaciones de audio

El PDS se aplica en otros equipos de uso masivo, tales como televisores, grabadores de
video, videocámaras, equipos profesionales como los empleados en estudios de graba-
ción, transmisión y distribución de programas de TV, etc. Otras aplicaciones de PDS en
audio son:

Creación y uso de efectos de sonido (disparos, pasos, aplausos, ruido de automó-
viles que se alejan, etc.) en comerciales de TV y películas para mejorar la ilusión de
realidad o aumentar la credibilidad de una escena: los sistema Dolby o DTS para
generar sonido “tridimensional” en el cine (Fig. 1.21), el procesamiento de audio de
los sistemas de “home theater”, etc.

Mejora del ámbito de audición y aumento de la riqueza del sonido mediante filtros
digitales sencillos que simulan ecos, reverberaciones y efectos corales.

Síntesis de sonidos que imitan instrumentos musicales, y otros que no se pueden
generar con ningún instrumento convencional.

Empleo de técnicas avanzadas en la codificación, detección, y corrección de errores,
eliminación del wow y flutter (variaciones de velocidad de baja y alta frecuencia,
respectivamente), asegurando que la calidad del material de audio no dependa del
soporte (magnético u óptico), etc.

Mejora de registros sonoros de materiales de archivo.
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Síntesis de voz

El reconocimiento y la síntesis de voz permiten la comunicación entre humanos y máqui-
nas. Para la generación de voz artificial se han popularizado dos tecnologías diferentes:
grabación digital y simulación del tracto vocal. La primera se basa en digitalizar la voz de un
locutor humano (Fig. 1.22) y almacenarla, usualmente de forma comprimida. Para la re-
producción se descomprimen los datos, y se convierten nuevamente a formato analógico.
Una hora de voz grabada requiere aproximadamente 3 megabytes de almacenamiento,
lo que está dentro de las capacidades de sistemas de cómputo pequeños. Esta es la forma
de generación de voz sintética más utilizada hoy en día.

Los simuladores del tracto vocal son más complicados, y tratan de reproducir los meca-
nismos físicos por los cuales los seres humanos generan la voz. El tracto vocal (Fig. 1.23)
es una cavidad acústica con frecuencias de resonancia determinadas por el tamaño y la
forma de las distintas cámaras. Los fonemas se generan de dos maneras diferentes, que
dan origen a los sonidos vocales y fricativos. Los primeros ocurren por la vibración de las
cuerdas vocales ante el paso del flujo de aire y son ondas de naturaleza periódica (es el
caso de las vocales). Los sonidos fricativos se originan por la turbulencia del aire ante res-
tricciones tales como dientes y labios (por ejemplo, el sonido de la “t”, de la “b”, etc.). Los
simuladores del tracto vocal operan generando señales eléctricas que reproducen este ti-
po de excitación (Fig. 1.24), y sus características se simulan filtrando la señal de excitación
con un filtro digital con similares frecuencias de resonancia.

Estas técnicas se aplican también en los sistemas de telecomunicaciones. En la telefonía
celular, el módulo encargado de convertir una versión digital de la señal de voz en una
sucesión de bits, estima cada 20 ms un conjunto de parámetros de la señal vocal y el
receptor se encarga de convertir este conjunto de parámetros nuevamente en una señal
de voz: cada celular resuelve un sistema de 10 ecuaciones lineales en 10 incógnitas 50 veces por
segundo. La telefonía moderna no sería posible sin los mecanismos de análisis y síntesis
de voz.

Reconocimiento de voz

El reconocimiento automático de la voz humana es inmensamente más difícil que la sín-
tesis. El PDS enfoca el problema de reconocimiento en dos etapas: extracción de característi-
cas, y comparación de patrones (“matching”). El esquema básico se representa en la Fig. 1.25.
Cada palabra de la señal de audio se aísla y se analiza para identificar el tipo de excitación
y las frecuencias de resonancia. Estos parámetros se comparan luego con una base de da-
tos formada por ejemplos de palabras, de modo de identificar cuál de los elementos de la
base de datos es más parecido a la señal de entrada. Estos sistemas suelen estar limitados

Fig. 1.22. Ejemplo de una señal vocal (“algorithms and devices”).
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Fig. 1.23. Corte esquemático del tracto vocal.

Fig. 1.24. Sistema de generación de voz artificial.

a una centena de palabras, sólo aceptan oraciones con palabras separadas por espacios
de tiempo bien definidos, y para tener buen desempeño conviene que sean entrenados
para cada sujeto que los utilice. Aunque resultan apropiados para muchas aplicaciones
comerciales, las limitaciones son humillantes en comparación con las habilidades de la
audición humana. Éste es un área de trabajo que aún hoy requiere gran desarrollo, y que
se estima será de importancia creciente en el futuro.

Fig. 1.25. Diagrama bloque de un sistema de reconocimiento de voz.
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Fig. 1.26. Sistema básico de compresión de pulsos de radar usando un receptor digital y una
convolución con transformada de Fourier discreta (convolución rápida).

1.3.3. Detección de ecos

Una forma de obtener información sobre un objeto remoto es haciendo rebotar en él una
onda: el radar transmite pulsos de ondas de radio, y examina la señal recibida para de-
tectar ecos provenientes del móvil. El sonar transmite ondas sonoras a través del agua
para detectar submarinos y otros objetos sumergidos. La geofísica trata de determinar la
estructura de la corteza terrestre produciendo explosiones y escuchando los ecos prove-
nientes de las capas de rocas subterráneas. Aunque estas aplicaciones tienen un objetivo
común (la detección de los ecos recibidos) cada una de ellas tiene sus problemas especí-
ficos y sus necesidades; el PDS ha producido cambios dramáticos en cada una de ellas.

Radar

Radar es el acrónimo de RAdio Detection And Ranging. En los sistemas más sencillos, un
transmisor produce un pulso de energía de radiofrecuencia de unos pocos microsegun-
dos de duración, que se emite por una antena altamente direccional. Las aeronaves que
crucen el haz de esta onda reflejarán una pequeña parte de la energía hacia una antena
receptora, situada cerca del lugar de transmisión. La distancia al objeto (el rango) se cal-
cula en base al tiempo que transcurre entre la emisión del pulso y la recepción del eco. La
dirección del objeto se determina por la posición de la antena direccional.

El rango operativo de un sistema radar está determinado por dos parámetros: la canti-
dad de energía contenida en el pulso inicial, y el nivel de ruido del receptor. En general, el
aumento de la energía del pulso reduce la precisión y la exactitud de la medición del
tiempo transcurrido, lo que resulta en un conflicto entre dos parámetros importantes: la
habilidad para detectar objetos lejanos, y determinar su distancia con exactitud.

El PDS ha mejorado el radar en tres aspectos, todos relacionados al problema básico: (i)
comprimiendo el pulso apenas se recibe, lo que mejora la determinación de la distancia
sin reducir el rango de operación (Fig. 1.26); (ii) filtrando la señal para disminuir su nivel

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



22 1. Introducción

Fig. 1.27. Esquema de un sonar lineal remolcado.

de ruido, con lo que se incrementa el rango sin degradar la determinación de distancia.
(iii) generando rápidamente pulsos de distinta longitud y forma, que pueden optimizarse
para un problema de detección en particular. Desde el punto de vista de la implementa-
ción, mucho de este procesamiento se realiza a una velocidad de muestreo comparable
a la de la radiofrecuencia utilizada, de varios cientos de MHz. Para poder trabajar a esta
velocidad, tanto el hardware como los algoritmos utilizados son importantes.

Sonar

Sonar es el acrónimo de SOund Navigation And Ranging (Fig. 1.27). Existen dos tipos de
sonares: activos y pasivos. En el sonar activo, se transmiten pulsos de sonido de entre 2
kHz y 40 kHz, y se detectan y analizan los ecos resultantes. Los empleos del sonar activo
incluyen detección y localización de cuerpos submarinos, navegación, comunicación y
relevamiento de mapas del lecho oceánico. El rango de operación máximo está entre los
19 km y los 100 km. En cambio, el sonar pasivo sólo “escucha” sonidos submarinos, como
las turbulencias naturales, sonidos generados por la vida marina, y ruidos mecánicos de
submarinos y barcos de superficie. La aplicación más importante del sonar pasivo es
en sistemas de patrullaje militares para detectar y seguir submarinos, y en aplicaciones
pesqueras para detectar y localizar cardúmenes. El sonar pasivo generalmente trabaja
con frecuencias más bajas que el sonar activo, porque se propagan por el agua con menor
atenuación. Los rangos de detección pueden ser de miles de kilómetros.

El PDS ha revolucionado el sonar en tantas áreas como el radar: la generación de los pul-
sos, la compresión de los mismos, y el filtrado de las señales detectadas. En el sonar el
hardware es más sencillo que el del radar porque las señales de interés son de más baja
frecuencia, pero los algoritmos son más complicados pues el ambiente es mucho menos
estable y uniforme. Además, los sonares suelen utilizar conjuntos de elementos trans-
misores y receptores (denominados arreglos) en lugar de un único elemento transmisor
y/o receptor. Controlando y mezclando apropiadamente las señales del arreglo el siste-
ma sonar puede direccionar el pulso emitido hacia la dirección deseada, y determinar la
dirección de los ecos recogidos; en estos casos, la potencia computacional necesaria es
similar a la del radar.
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Fig. 1.28. Componentes de la aceleración de la corteza terrestre medida a pocos kilómetros del
epicentro de un terremoto.

Sismología de reflexión

Alrededor de 1920 los geofísicos advirtieron que la estructura interna de la tierra podía
estudiarse mediante el sonido (Fig. 1.28), generando una explosión controlada y graban-
do los ecos generados por las superficies que separan medios de distinta densidad a
más de 10 km de la superficie. Los sismogramas de eco se interpretaban a simple vis-
ta (Fig. 1.29) para generar un mapa de la corteza terrestre. Este método rápidamente se
convirtió en el medio preferido para localizar petróleo y depósitos minerales, y así sigue
siendo en la actualidad.

Fig. 1.29. Esquema de las capas de la corteza terrestre obtenido por un sismógrafo de reflexión.
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Fig. 1.30. Procesamiento de imágenes médicas: detección de bordes en una muestra de glóbulos
rojos.

En el caso ideal, un pulso de sonido enviado hacia el interior de la corteza terrestre pro-
duce un único eco por cada capa atravesada por el pulso. Cada eco, al retornar hacia la
superficie, debe atravesar todas las capas que están por encima de la que le dio origen.
Esto puede dar lugar a un rebote del eco entre capas, lo que en la superficie se refleja
como un conjunto de “ecos de ecos”. Los ecos secundarios hacen que la señal detectada
sea muy complicada y difícil de interpretar. El PDS ha sido utilizado desde 1960 para
aislar los ecos primarios de los secundarios. Los primeros geofísicos, sin el auxilio de es-
ta herramienta, podían interpretar los resultados de lugares “sencillos”, mientras que la
ayuda del PDS permite hacer prospección de lugares acústicamente complejos, como por
ejemplo debajo del océano.

1.3.4. Procesamiento de imágenes

Las imágenes son señales con características especiales. En primer lugar, son la medida
de un parámetro sobre un espacio (distancia), mientras que la mayoría de las señales son
la medida de un parámetro en función del tiempo. En segundo lugar, contienen una gran
cantidad de información: son necesarios más de 10 megabytes para almacenar un segun-
do de señal de video de TV. Esto es más de mil veces mayor que la cantidad de memoria
necesaria para almacenar una señal vocal de longitud similar. En tercer lugar, la calidad
frecuentemente se evalúa subjetivamente (por un ser humano), en lugar de emplear cri-
terios objetivos. Estas características especiales hacen que el procesamiento de imágenes
sea un subgrupo diferente del PDS (Fig. 1.30).

Imágenes médicas

Wilhelm C. Röntgen descubrió en 1895 que los rayos X podían atravesar ciertos materia-
les, y la posibilidad de “ver” dentro del cuerpo humano revolucionó la medicina. En el
lapso de muy pocos años, los sistemas médicos de rayos X se esparcieron por el mundo.
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Fig. 1.31. Esquema de un sistema de tomografía axial computada.

A pesar de este éxito, hasta el advenimiento del PDS alrededor de 1970 la imaginería
médica de rayos X sufría de cuatro limitaciones fundamentales:

1. No se podían observar todas las estructuras del cuerpo, ya que algunas ocluían la
visión de otras: partes del corazón no son visibles porque están obstruidas por las
costillas.

2. Muchas veces resulta imposible distinguir entre tejidos similares: aunque es sencillo
distinguir el hueso de los tejidos blandos, no siempre es posible distinguir un tumor
en el hígado del resto del órgano.

3. Los rayos X permiten observar la anatomía del cuerpo (su estructura), pero no su
fisiología (su funcionamiento), al menos de manera segura.

4. La exposición prolongada a los rayos X puede producir cáncer, lo que impone que
sean utilizados moderadamente y con la justificación adecuada.

Tomografía axial computada El problema ocasionado por el solapamiento de estructu-
ras fue resuelto en 1977 con la introducción de los primeros tomógrafos (tomografía axial
computada, o CAT por sus siglas en inglés). La tomografía computada es un ejemplo clá-
sico de PDS. El cuerpo del paciente es atravesado por rayos X provenientes de distintas
direcciones; las señales se digitalizan y se almacenan en una computadora (Fig. 1.31). Con
esta información se calculan imágenes que simulan “rebanadas” del cuerpo, mostrando
mucho mayor nivel de detalle y mejorando el diagnóstico y el tratamiento. El impacto de
la tomografía computada fue tan grande como el descubrimiento de los rayos X. En un
lapso de pocos años, casi todos los hospitales importantes del mundo tenían acceso a un
tomógrafo. En 1979 sus inventores Godfrey N. Hounsfield (ingeniero electricista) y Allan
M. Cormack (físico) recibieron el premio Nobel de medicina.

Los últimos tres problemas de la técnica de rayos X han sido resueltos mediante el empleo
de rayos más penetrantes, como ondas sonoras y ondas de radio. El PDS juega un papel
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fundamental en todas estas tecnologías. Por ejemplo, la Resonancia Magnética Nuclear
(o Medical Resonace Imaging, MRI) utiliza campos magnéticos junto con ondas de radio
para examinar el interior del cuerpo humano. Ajustando la magnitud y la frecuencia
de los campos se logra que los núcleos atómicos de una región particular del cuerpo
resuenen entre estados cuánticos de energía. Esta resonancia produce la emisión de una
onda de radio secundaria que se detecta con una antena ubicada cerca del cuerpo. La
magnitud y otras características de la señal detectada proveen información acerca de la
región que está en resonancia. El ajuste del campo magnético permite desplazar la región
de interés, relevando un mapa de la estructura interna del cuerpo. Esta información se
presenta en forma de imágenes como en la tomografía computada. Además de brindar
excelente discriminación entre distintos tipos de tejidos blandos, la resonancia magnética
permite obtener información acerca de la fisiología del cuerpo (por ejemplo, observar
el flujo de sangre por las arterias). La resonancia magnética depende absolutamente del
PDS, y no hubiese sido posible sin él.

Imágenes por ultrasonido Los equipos de ultrasonido modernos (Fig. 1.32) usan téc-
nicas de procesamiento de señales que permiten obtener imágenes con una resolución y
definición impensada hace algunos años atrás. Utilizan sistemas multicanales, con múl-
tiples emisores y receptores que retardan, escalan y suman inteligentemente la energía
de los ecos recibidos. La posibilidad de retardar y escalar la señal de los distintos canales
de un arreglo de receptores permiten focalizar la recepción, como si se contara con un
único sensor cuyo patron de recepción se puede modificar a voluntad. Este proceso se
denomina “beamforming”.

Al iniciar una exploración se genera y transmite un pulso por cada uno de los 8 a 512
elementos del transductor. Los pulsos se generan usando circuitos integrados específi-
cos para la aplicación (ASICs), o lógica programable (FPGAs). La separación temporal y
la amplitud de los pulsos se ajustan de manera de “ilumninar” regiones específicas del
cuerpo. Luego de la transmisión, los transductores se conmutan al modo recepción. El
pulso, ahora en foma de energía mecánica, se propaga por el cuerpo como ondas sonoras
de alta frecuencia, generalmente en el rango entre 1 MHz y 15 MHz. La señal se debilita
rápidamente, en función del cuadrado de la distancia recorrida. A medida que la señal
se propaga, parte de la energía del frente de onda se refleja. Estas reflexiones son los
“ecos” que deben ser detectados por la electrónica de recepción. Las señales que rebotan
inmediatamente serán muy intensas, pues están muy cerca de la superficie, mientras que
las que ocurren tiempo después de emitido el pulso de transmisión serán muy débiles,
reflejandose en los órganos internos del cuerpo.

Debido a limitaciones en la cantidad de energía que puede aplicarse sobre el cuerpo hu-
mano, la industria ha desarrollado una electrónica de recepción extremadamente sensi-
ble. Los ecos debidos a reflexiones próximas a la superficie casi no requieren amplifica-
ción, mientras que los ecos de puntos focales dentro del cuerpo son muco más débiles,
y deben ser amplificados 1000 o más veces. La relación entre estas dos señales define el
rango dinámico del sistema.

El filtro pasabajos entre el amplificador controlado por tensión y el conversor A/D eli-
mina las réplicas que puede causar el proceso de discretización temporal, y para limitar
el ancho de banda del ruido. Se suelen utilizar topologías con 2 a 5 polos, y fase lineal.
Los conversores A/D son de 10 o 12 bits. La relación señal a ruido y el consumo de cada
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Fig. 1.32. Diagrama bloque de un sistema de diagnóstico por imágenes ultrasónicas.

canal es importante, porque puede haber muchos de ellos (hasta 512).

El beamformer del receptor se encarga de escalar y retardar las señales detectadas por
cada uno de los canales del transductor, para crear el efecto de focalización sobre la zo-
na del cuerpo que se desea estudiar. Las señales recibidas, adecuadamente escaladas y
retardadas, se suman y se aplican al DSP. Éste se utiliza para el procesamiento Doppler,
la generación de imágenes bidimensionales y tridimensionales, además de numerosas
operaciones de postprocesamiento que permiten incrementar la funcionalidad y el de-
sempeño. Los requerimientos clave son gran ancho de banda y considerable capacidad
de cálculo. Se utilizan DSPs que corren a 1GHz o más, para manejar apropiadamente el
gran flujo de datos.

Magnetoencefalografía Posiblemente, el campo más novedoso de procesamiento de
señales médicas son los sistemas de magnetoencefalografía (Fig. 1.33). La idea es medir
el campo magnético generado por la circulación de corriente en las neuronas. Si bien las
primera experiencias se hicieron en 1968, los extremadamente débiles campos magnéticos
generados eran muy difíciles de distinguir del ruido magnético generado por el campo
terrestre y los distintos dispositivos eléctricos cotidianos.

Un cambio significativo ocurrió con la invención de los SQUIDs (superconductor quan-
tum interference device, dispositivo superconductor de interferencia cuántica) que permite
detectar campos magnéticos extremadamente débiles generados por corrientes de muy
pequeña amplitud.

En los primeros sistemas, un único detector SQUID se utilizaba para medir sucesivamen-
te el campo magnético en distintos puntos de la cabeza. En 1980 aparecieron los primeros
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Fig. 1.33. Esquema de un sistema de magnetoencefalografía (a). Arreglo de SQUIDs sobre el
casco (b). Fotografía de un aparato comercial (c).

arreglos de receptores. En la acualidad, se utilizan arreglos de alrededor de 300 sensores
arreglados en forma de anillo sobre un casco.

El campo magnético generado por las neuronas tiene una intensidad de alrededor de 10
fT (femto = 10−12), y 1000 fT para las ondas cerebrales alfa. El ruido magnético debido al
campo terrestre es de 108 fT, es decir, 100000 veces más intenso. De aquí que el problema
esencial de esta tecnología es la debilidad de la señal a detectar relativa a la sensibilidad
de los detectores, y al fuerte ruido magnético ambiental.

Para evitar la influencia del ruido, al principio se utilizaron ambientes magnéticamente
aislados. En general estaban compuestos por tres capas, cada una de ellas formadas por
una pared de aluminio, y otra de un material de alta permeabilidad magnética, como
el molibdeno. Varias capas se intercalan, y para asegurar el buen contacto eléctrico en-
tre ellas frecuentemente es necesaria electroplatearlas con plata u oro. El costo de estos
recientos muchas veces supera al de toda la electrónica de detección.

Otro enfoque más reciente es el de cancelamiento activo de ruido, similar al detallado
para el ducto acústico, con la salvedad que en este caso debe ser tridimensional. Un
arreglo de sensores se encarga de medir el campo magnético cerca de los receptores,
y se implementan técnicas de cancelamiento activo para disminuir el ruido a cerca de
2− 3 fT/Hz0,5.
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Fig. 1.34. Reconocimiento del iris a pesar del recorte producido por los párpados y la perturba-
ción de las pestañas.

Fig. 1.35. Seguimiento de la posición del iris evitando el parpadeo.

Otras aplicaciones En las aplicaciones mencionadas más arriba, el fin último de todo el
procesamiento de las señales es la obtención o mejora de otras señales (frecuentemente
imágenes) que faciliten el diagnóstico. Pero no menos importantes son las aplicaciones
donde el procesamiento de imágenes permite determinar otras variables de interés. Por
ejemplo, los sistemas de seguimiento de los globos oculares sirven tanto de apoyo para
personas minusválidas para facilitar su comunicación con el medio (mediante el despla-
zamiento de un cursor sobre una pantalla, etc.) pero también para fines de diagnóstico.
Un estudio sobre el movimiento de los ojos durante la lectura de un párrafo puede servir
como indicador precoz de problemas cogntivos (Kintsch y Van Dijk 1978). Pequeñas fa-
llas de la memoria producen un descenso en la eficiencia de las actividades relacionadas
con la lecto-escritura, que se traducen en un aumento de los tiempos de lectura y en un
incremento de la cantidad de movimientos del ojo.

Un sistema de procesamiento de imágenes que permita seguir los movimientos del ojo
(Orazi, 2010) debe ser capaz no sólo de determinar la posición de la pupila o el iris,
direfenciándola de las perturbaciones introducidas por las pestañas o la posición del ojo
(Fig. 1.34) sino también de reconocer y evitar situaciones tales como el parpadeo que no
está asociado a problema de lectura (Fig. 1.35). En muchas aplicaciones no es necesario
que el procesamiento ocurra en tiempo real, pero sí es necesario que la velocidad de la
cámara sea suficientemente rápida para no perder ninguno de los movimientos del ojo.
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sistema de lectura
de los CCDs

cámara de energía oscura
arreglo de 62 CCDs

Fig. 1.36. Detalle de una cámara para energía oscura instalada en el telescopio Blanco, en cerro
Tololo, Chile a fines de 2010.

Exploración espacial

El PDS permite mejorar la claridad de las imágenes captadas bajo condiciones muy des-
favorables. Se pueden mejorar el brillo, el contraste, efectuar detección de bordes, reducir
el nivel de ruido, ajustar el foco, eliminar los efectos del movimiento de la cámara (corre-
gir fotografías “movidas”), etc. En el caso de la exploración espacial, las imágenes de los
distintos planetas están distorsionadas pues se está mapeando un objeto curvo (el pla-
neta) sobre una superficie plana (la fotografía). El PDS permite corregir este defecto de
manera de obtener una representación correcta. Muchas imágenes de diferente natura-
leza pueden combinarse en una base de datos para representar información de maneras
únicas, como por ejemplo generar una secuencia de imágenes que simule el vuelo aéreo
sobre la superficie de un planeta distante.

Búsqueda de la materia oscura del universo En cosmología física y astronomía, la ener-
gía oscura es una forma hipotética de energía que permea el espacio y tiende a incremen-
tar la tasa de expansión del universo. Es la manera más popular de explicar observaciones
recientes que indican que el universo se expande aceleradamente. En el modelo conven-
cional, la energía oscura representa el 74 % de la masa-energía total del universo. Se ne-
cesitan mediciones muy precisas para comprender cómo cambia la tasa de expansión a
lo largo del tiempo.

Una manera de detectar materia oscura de baja masa es utilizando sensores conocidos
como cámara de energía oscura, construidos en base a CCDs (charged coupled devices,
o dispositivos de acoplamiento por cargas). Un CCD es un registro de desplazamien-
to analógico que posibilita el transporte de senales analógicas representadas por cargas
eléctricas a traves de una serie de etapas controlados por una señal de reloj. Pueden fun-
cionar como una memora para retrasar muestras de señales analógicas, actuando como
una línea de retardo. Sin embargo, hoy en día la aplicación principal es para serializar
arreglos de sensores fotoeléctricos, y obtener información serial de una imagen. El tér-
mino “CCD” identifica la forma en que la imagen es leída del chip. Bajo control de un
circuito externo, cada capacitor puede transferir su carga eléctria a alguno de sus veci-
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( )a

( )b ( )c

Fig. 1.37. Ruido en CCDs: señal directa (a); ruido de alta (negro) y baja (rojo) frecuencia (b);
ruido residual en función del intervalo de integración (c).

nos. Los CCD se utilizan también en fotografía digital, astronomía, sensores, microscopía
electrónica, etc.

El elemento sensor para detección de materia oscura está formado por 8 detectores CCD
ubicados a 100 metros bajo tierra (para evitar rayos cósmicos) en Cerro Tololo, Chile
(Fig. 1.36). La característica principal del tipo de partículas que se buscan es su baja inter-
acción con la materia, en este caso particular con el silicio del CCD. En consecuencia, la
energía que liberan al atravesar el detector es muy pequeña y puede resultar totalmente
imperceptible por el ruido de lectura del CCD. De aquí la importancia vital de técnicas
de lectura con una alta relación señal a ruido.

En la Fig. 1.37(a) se muestra una sucesión pixeles contaminados por ruidos leída direc-
tamente desde el CCD. La información de interés es la diferencia entre los “escalones‘”
pares e impares, y para determinar esta diferencia con precisión hay que eliminar el rui-
do de cada “escalón”. En la Fig. 1.37(b) se representa el ruido de alta frecuencia (en color
negro) y el ruido de baja frecuencia (en rojo) que varía lentamente entre pixel y pixel. La
señal “limpia” (que no se muestra) se integra durante un lapso de tiempo variable. La
duración del intervalo de integración tiene un óptimo para el cual el nivel de ruido es
mínimo, como se grafica en la Fig. 1.37(c) (Fernández Moroni, 2010).

Productos comerciales de procesamiento de imágenes

La gran cantidad de información contenida en la imágenes constituye un problema pa-
ra sistemas de venta masiva. Los sistemas comerciales deben ser económicos, y esto en
general es incompatible con memorias de gran capacidad, y velocidades de transmisión
elevada. Una respuesta a este problema está dada por los algoritmos de compresión de
imágenes. Al igual que las señales de voz, las imágenes contienen gran cantidad de in-
formación redundante, y en consecuencia pueden comprimirse significativamente. Las
imágenes de televisión y de cine son especialmente adecuadas para compresión, ya que
la imagen cambia muy poco de un cuadro al otro. Esta tecnología es el corazón de la
televisión digital, los DVD, etc.
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1.4. Rangos de frecuencia de algunas señales típicas

Para el procesamiento de cualquier señal con el propósito de medición de parámetros o
extracción de otro tipo de información, es necesario conocer aproximadamente el rango
de frecuencias contenidas en la señal. Las Tablas 1.3, 1.4, 1.5 dan idea de los límites apro-
ximados en el dominio frecuencial de señales sísmicas, biológicas, y electromagnéticas.

Tabla 1.3: Rango de frecuencias de algunas señales sísmicas.

Tipo de Señal Rango [Hz]

ruido del viento 100 – 1000
señales de exploración sísmica 10 – 100
explosiones nucleares y terremotos 0.01 – 10
ruido sísmico 0.1 – 1

Tabla 1.4: Rangos de frecuencia de algunas señales biológicas.

Tipo de señal Rango [Hz]

electrorretinograma (registro de las características de la retina) 0 – 20
electronystagmograma (movimiento involuntario de los ojos) 0 – 20
neumograma (registro de la actividad respiratoria) 0 – 40
electrocardiograma (ECG) 0 – 100
electroencefalograma (EEG) 0 – 100
electromiograma (registro de las actividades musculares) 10 – 200
esfigmomanograma (registro de la presión sanguínea) 0 – 200
voz 100 – 4000

Tabla 1.5: Rangos de frecuencia de señales electromagnéticas.

Tipo de Señal Longitud de onda [m] Rango [Hz]

emisión de radio 104 – 102 3× 104 – 3× 106

radio de onda corta 102 – 10−2 3× 106 – 3× 1010

radar, comunicaciones
satelitales y espaciales,
microondas 1 – 10−2 3× 108 – 3× 1010

infrarrojo 10−3 – 10−6 3× 1011 – 3× 1014

luz visible 3,9× 10−7 – 8,1× 10−7 3,7× 1014 – 7,7× 1014

ultravioleta 10−7 – 10−8 3× 1015 – 3× 1016

rayos γ y X 10−9 – 10−10 3× 1017 – 3× 1018
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1.5. Procesamiento digital y analógico de señales

Digital Signal Processing:

That discipline which has allowed us to replace a circuit previously composed of a capacitor
and a resistor with two antialiasing filters, and A-to-D and a D-to-A converter, and a general
purpose computer (or array processor) so long as the signal we are interested in does not vary
too quickly.

Thomas P. Barnwell, 1974.2

El procesamiento analógico de señales involucra operaciones tales como amplificación,
filtrado, integración y diferenciación, como así también varias formas de procesamiento
no lineal (rectificación, controles automáticos de ganancia, etc.), utilizando circuitos elec-
trónicos. Estas operaciones se sintetizan en el bloque “Procesamiento Analógico” de la
Fig. 1.38(a) . Entre sus limitaciones y las desventajas pueden citarse:

debido a las tolerancias de los componentes, alinealidad de los amplificadores, des-
víos con la temperatura, etc. es difícil obtener circuitos muy precisos con un costo
razonable;

la repetitividad es limitada por efecto de las tolerancias, y variaciones derivadas de
condiciones ambientales, tal como temperatura, vibraciones, etc.

son muy sensibles al ruido eléctrico (ruido interno de los amplificadores, etc.);

poseen un rango dinámico limitado;

tienen poca flexibilidad para cambiar la especificación de las funciones de procesa-
miento;

es difícil implementar con precisión funciones no lineales o variantes en el tiempo;

no es sencillo almacenar y recuperar información analógica con alta calidad;

el costo es muy elevado para funciones de cierta complejidad donde sea necesario
efectuar ajustes manuales.

El PDS se basa en representar las señales por números en una computadora, o hardwa-
re digital especializado, y efectuar una serie de operaciones numéricas (adiciones, mul-
tiplicaciones, operaciones lógicas, transferencia de datos, etc.) sobre esas señales. Para
implementar un sistema de PDS, tal como ilustra la 1.38(b) , es necesario:

convertir las señales analógicas en información digital, en la forma de una sucesión
de números binarios. Esta tarea se lleva a cabo en dos pasos, el muestreo (“sam-
pling”) y la conversión analógico-digital (A/D);

efectuar operaciones numéricas sobre la información digital;

2“Procesamiento Digital de Señales: esa disciplina que nos permite reemplazar un circuito formado por
un capacitor y una resistencia por dos filtros antialiasing, un conversor A/D y un conversor D/A y una
computadora de propósito general (o un procesador dedicado), siempre que la señal que nos interesa no
varíe muy rápidamente.” Thomas P. Barnwell, 1974, citado por B. Porat, p. 1.
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Fig. 1.38. Tratamiento de señales: procesamiento analógico (a) y digital (b).

convertir nuevamente a una señal analógica los datos digitales obtenidos después
del procesamiento. Este paso también se implementa en dos etapas: la conversión
digital-analógica (D/A) y la reconstrucción.

A pesar de su mayor complejidad, que se aprecia al comparar la Figs. 1.38(a) y (b), va-
rias razones justifican el PDS para señales analógicas en lugar de preferir un tratamiento
enteramente analógico:

las computadoras pueden hacer operaciones con un grado de precisión arbitraria-
mente alto, incrementando la longitud de palabra tanto como sea necesario;

los sistemas digitales son altamente repetibles (siempre que no fallen por problemas
de software o hardware);

tienen muy baja sensibilidad al ruido eléctrico;

la representación numérica de punto flotante permite un rango dinámico práctica-
mente ilimitado;

un sistema digital es flexible y el tipo de procesamiento de señales se puede alterar
simplemente cambiando el “software”. Aunque el diseño del programa no es una
tarea sencilla, su implementación (“bajarlo” al hardware) sí lo es. La reconfigura-
ción de un sistema analógico, en cambio, involucra rediseñar el hardware, probarlo,
y verificar que opera satisfactoriamente.

el PDS permite un mejor control sobre los requerimientos de precisión, que se refle-
jan en la longitud de palabra del conversor A/D, D/A y el procesador, la elección de
aritmética de punto fijo vs. aritmética de punto flotante, etc. En los circuitos analógi-
cos la tolerancia de los componentes hace que sea extremadamente difícil mantener
la calidad del sistema completo. En general es posible obtener mejor desempeño
con la combinación hardware digital+software que con circuitos y procesamiento
analógicos;

el almacenamiento digital es barato y flexible. En consecuencia, las señales son
transportables y pueden ser procesadas fuera de línea en lugares alejados del origen
de las mismas. Además, la información puede encriptarse para aumentar la seguri-
dad o disminuir errores, y comprimirse para reducir los costos de almacenamiento
y transporte;
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el PDS permite implementar algoritmos más elaborados, tal como control o filtrado
adaptativo; usualmente es muy difícil efectuar operaciones matemáticas precisas
con hardware analógico, que pueden efectuarse sin inconvenientes en una compu-
tadora.

en algunos casos la implementación digital de un sistema de procesamiento de se-
ñales es más económica que una implementación analógica, bien porque en general
el hardware digital es menos costoso, o bien como consecuencia de la flexibilidad
para modificaciones que tiene la implementación digital (un mismo hardware pue-
de servir para diferentes productos finales, con características distintas).

A pesar de todas estas ventajas, el PDS puede no ser la solución apropiada para to-
dos los problemas de procesamiento. Los conversores analógico-digital (A/D) y digital-
analógico (D/A) introducen una serie de problemas y errores que atentan contra la repre-
sentación fiel de una señal analógica. Hay dos procesos vitales para el tratamiento digital
de la señal que conducen inevitablemente a una pérdida de información. Son ellos:

La representación de los datos con un número finito de bits, que introduce un error
intrínseco –el error de cuantización– que se propaga por el resto de la cadena de
procesamiento. Dos maneras de reducir este error son incrementando la resolución
de los conversores, y efectuando “oversampling” junto con un procesado digital
para mejorar la relación señal a ruido.

La representación de la señal continua en el tiempo por una sucesión discreta de va-
lores. Esta operación, si no se efectúa de manera apropiada, puede invalidar com-
pletamente el PDS, en el sentido que la señal procesada puede no guardar ninguna
relación con la señal original.

El primer problema es difícil de tratar analíticamente, porque es esencialmente un proce-
so no lineal. Sin embargo, si se utilizan conversores de calidad razonable (es decir, de 8
o más bits de resolución), el error de cuantización es pequeño, y puede modelase como
una fuente de ruido aleatorio adicional. En la Fig. 1.39 se ilustran los efectos de cuantizar
una señal analógica con diferentes números de bits de resolución. La Fig. 1.39(c)muestra
el error de cuantización (diferencia entre la señal original y la señal cuantizada) de 3 bits
(8 niveles): se aprecia que el error tiene cierta similitud (“alta correlación”) con la señal
original. En cambio, para una cuantización de 8 bits [Fig. 1.39(d)], el error no sólo es mu-
cho menor, sino que es virtualmente independiente de la señal original. Si bien algunos
fenómenos escapan a esta presentación simplificada –tales como oscilaciones a la salida
del sistema aún con entradas nulas– la mayor ventaja es que permite tratar los problemas
de cuantización usando técnicas lineales.

El segundo problema es crucial, y tal como se verá a lo largo del curso, bajo ciertas con-
diciones es posible asegurar que la información contenida en las señal analógica original
es la misma que transporta la señal obtenida tomando “muestras” de ella cada cierto
intervalo de tiempo.

Otras restricciones impuestas por el PDS y algunas posibles soluciones son:

los conversores A/D y D/A exhiben errores tales como el corrimiento con la tem-
peratura y las alinealidades. Un “buen” sistema de procesamiento de señales de
tiempo real con entradas analógicas debe tener una buena etapa de entrada analó-
gica!
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Fig. 1.39. Efectos de cuantización de una señal: señal sinusoidal discreta (a); señal cuantizada
con 3 bits (8 niveles) de resolución (b); error de cuantización para 3 bits (c); error
de cuantización para 8 bits (d).

los conversores A/D y D/A de alta resolución son lentos, excepto los extrema-
damente elaborados (y caros). En general, un conversor A/D requiere unos pocos
microsegundos para convertir una muestra analógica, y un conversor D/A necesita
tiempos del orden del microsegundo para estabilizarse. Estos retardos imponen un
límite a la máxima frecuencia de muestreo alcanzable. Con la tecnología actual, los
conversores A/D y D/A son el “cuello de botella” en la mayoría de las aplicaciones
de PDS en tiempo real.

para obtener una mejor precisión, es necesario que la señal analógica no varíe du-
rante el intervalo de tiempo que tarda en efectuarse la conversión A/D. Por ello
suelen utilizarse circuitos mantenedores (“sample and hold”) a la entrada del con-
versor A/D.

la salida del “sample and hold” es de banda ancha, lo que incrementa el ruido a la
entrada del conversor A/D.

los mantenedores introducen errores en el tiempo de adquisición, incerteza de aper-
tura, errores de caída durante el intervalo de conversión, y acoplamiento en el modo
“mantenimiento”.

para reducir el error debido a la energía de las señales imágenes (“alias”) fuera de
la banda de interés a un nivel aceptable, siempre es conveniente limitar el ancho de
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banda de la señal de entrada usando filtros antialiasing y/o efectuando un “over-
sampling” si es posible.

los filtros antialiasing modifican la amplitud y fase de la señal a procesar. La res-
puesta de estos filtros no es exactamente plana en la banda de paso, y aquellos con
buena respuesta de amplitud tienen invariablemente una pobre respuesta de fase,
lo que distorsiona las relaciones armónicas entre las componentes de la señal.

el empleo de conversores D/A suele alterar el espectro en frecuencia de la señal
pesándolo con una función de la forma (sen f )/ f que atenúa las componentes de
alta frecuencia de la señal; ese efecto puede compensarse mediante un filtro digital
con característica f / sen f .

La tendencia en sistemas modernos de procesamiento de señales, especialmente sis-
temas de audio digital como los reproductores de CD es utilizar conversores A/D
y D/A de 1 bit. Estos dispositivos novedosos explotan las ventajas de las técnicas
multi-rate.

Para muchos sistemas de tiempo real y gran ancho de banda, el procesamiento
analógico u óptico puede ser la única solución posible.

1.6. Procesadores Digitales de Señales (DSP)

Los DSP son microprocesadores especializados en el tratamiento de señales. Se caracteri-
zan por trabajar en tiempo real, con capacidad para manejar volúmenes de datos impor-
tantes en tiempos relativamente breves, y son capaces de implementar algoritmos que
requieren operaciones aritméticas intensivas, en particular multiplicaciones y sumas, o
multiplicación junto con acumulación.

Como los microprocesadores típicos no son eficientes para implementar los algoritmos
usuales del PDS, se desarrollaron dispositivos específicamente diseñados, ya sea por su
arquitectura (Fig. 1.40) como por su conjunto de instrucciones. Entre las características
que distinguen los DSP merecen citarse las siguientes:

multiplicadores por hardware incluidos en el chip (y no rutinas de multiplicación
implementadas con microcódigo), de manera que la operación se ejecuta extrema-
damente rápido. Los DSP más modernos incluyen instrucciones de multiplicar-
acumular que demandan un sólo ciclo de reloj, y algunos hasta tienen varios mul-
tiplicadores trabajando en paralelo;

memorias y “buses” separados para programas y datos (arquitectura Harvard),
como se muestra en la Fig. 1.40, que permite solapar las ejecución de una instrucción
con la búsqueda de la siguiente, y también efectuar simultáneamente varias opera-
ciones. En particular, están optimizados para tomar simultáneamente un dato de la
memoria de datos y un coeficiente de la memoria de programa, multiplicarlos entre
sí, y adicionar el resultado al contenido del acumulador. Algunos DSP dedican una
ALU a esta operación, que se denomina MAC (“multiply and accumulate”);

instrucciones de salto o lazo que permiten ahorrar ciclos de reloj;
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Fig. 1.40. Arquitectura Harvard típica de un DSP.

modos de direccionamiento especializados (por ejemplo, para implementar arre-
glos circulares);

velocidad de procesamiento extremadamente rápida.

Como no tienen que efectuar algunas de las funciones de los microprocesadores de alto
nivel, como los Pentium de Intel, los DSP se diseñan para que consuman menos energía,
sean más pequeños, y tengan un costo menor. Los DSP hicieron que fuese más sencillo
implementar aplicaciones de audio –tales como modems de líneas telefónicas o compre-
sores de voz– en forma digital que con circuitos analógicos. Las velocidades de los DSP
de alto rango se han incrementado hasta tal punto (Fig. 1.41) que existen implementa-
ciones de DSL y de estaciones base inalámbricas (wireless). Este aumento de velocidad
se debe tanto al empleo de geometrías más reducidas como a mejoras en la tecnología
CMOS de integración.

1.6.1. Breve historia de la evolución de los DSP

Los algoritmos de PDS se usaron desde mucho tiempo antes a la aparición de los DSP.
Se implementaban en grandes computadoras (mainframes), y posteriormente en mini-
computadoras de alta velocidad (VAX 11-780, etc.) Según el ancho de banda de la señal,
estas implementaciones podían o no ejecutarse en tiempo real. Con la evolución de la tec-
nología de semiconductores se construyeron procesadores dedicados utilizando cientos
de integrados TTL de mediana escala de integración (MSI), incluyendo ALU escalables
(tecnología “bit-slice”) y circuitos multiplicadores. Los sistemas típicos contaban con más
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can be specified, thus allowing the instruction set to support
more combinations of operations and registers.) The removal
of such limitations makes it much easier to create an efficient
compiler for the processor. 

However, the less memory used by a processor, the better,
because memory affects its die size, cost, and power con-
sumption. Hence, the fact that multi-issue architectures often
require more program memory counts against them in many
DSP applications. 

That said, where performance is the ultimate driver, DSP
architects have been willing to accept the penalties of a multi-
issue approach in their DSP designs. Moreover, DSP proces-
sor architects realize that their customers are pushing harder
for quality compilers, a longstanding weak point for DSPs. As
DSP applications have grown from hundreds of lines of code
to tens of thousands of lines, the benefits of programming in
a high-level language have become a compelling factor driving
DSP’s migration to multi-issue architectures.

As previously mentioned, high-performance general-pur-
pose processors often employ multi-issue architectures. How-
ever, there is a key difference in the way the multi-issue ap-
proach is implemented on these processors from the approach
used on most multi-issue DSP processors.

Multi-issue DSPs typically use a type of architecture called
very long instruction word (VLIW), the name for instructions
that are grouped for parallel execution. Texas Instruments’
VLIW-based TMS320C6xxx, for instance, can execute up to
eight 32-bit instructions as part of a very long instruction word—
so its VLIW width is 256 bits.

VLIW is one of two types of multi-issue architectures; the
other is referred to as superscalar, and is the approach used in
most multi-issue general-purpose processors. The two ap-
proaches differ mainly in how instructions are grouped for par-
allel execution. Current VLIW DSP architectures include the
StarCore SC140 (from Agere Systems and Motorola); the
Carmel core from Infineon, Munich; and the TigerSharc of

Analog Devices Inc., Norwood, Mass. The only mainstream
superscalar DSP processor currently available is the LSI40xx
from LSI Logic Inc., Milpitas, Calif.

In a VLIW architecture, either the assembly-language pro-
grammer or the compiler must specify which instructions will
be executed in parallel. In contrast, in a superscalar architecture,
special hardware within the processor determines which instruc-
tions will be executed in parallel, based on the resources—such
as registers—that are available, data dependencies as instructions
are executed, and other considerations. This is determined when
the program is executed. In other words, the superscalar proces-
sor shifts responsibility for instruction scheduling from the pro-
grammer or compiler to the processor.

A programmer’s eye view

VLIW processors are often extremely tricky to program in assem-
bly language, because the programmer must keep track of the
multiple execution units on the chip and schedule multiple
instructions for parallel execution. TI and other VLIW DSP
processor vendors sidestep this issue by stating that today’s
advanced compiler designs can shoulder these burdens, allow-
ing programmers to work in higher-level languages. However, it
is still the case that compilers—even for VLIW processors—
generally do not generate software that is as efficient or fast as
that produced by skilled assembly programmers.

The superscalar approach makes possible binary compati-
bility between generations of processor architectures. In con-
trast, different generations of VLIW architectures will typically
not be binary compatible, since information regarding instruc-
tion grouping is contained in the binary code. Thus, upgrading
a VLIW-based processor to support more (or fewer) instructions
to be executed in parallel would probably require software to be
recompiled for the next-generation architecture.

Advocates of the superscalar approach say that it relieves the
programmer or compiler developer from having to determine
which instructions can be executed in parallel, thereby reducing
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Fig. 1.41. El índice BDTImark, una medida de comparación de velocidad de procesadores de-
sarrollada por Berkeley Design Technology Inc., ilustra los incrementos de velocidad
para cuatro generaciones de DSP, junto con los requerimientos de algunas aplica-
ciones. El eje de velocidades es logarítmico, y revela la evolución alcanzada en los
últimos 15 años.

de 100 integrados: eran grandes, costosos y consumían mucha potencia, necesitando de
ventiladores para refrigeración.

Los primeros DSP populares fueron el NEC µPD7720 y el Texas Instruments TMS32010,
que estuvieron disponibles comercialmente a fines de 1982. Estos integrados tenían arit-
mética entera (o de “punto fijo”) de 16 bits, efectuaban 5 millones de instrucciones por
segundo (MIPS), y tenían una limitada capacidad de memoria RAM, ROM y puertos de
entrada/salida. El costo era de alrededor de $600, sin incluir el software o las herramien-
tas de desarrollo. Muchos DSP actuales, que son mucho más avanzados, cuestan menos
de $20. Integran dentro del encapsulado una mayor cantidad de periféricos, lo que dis-
minuye el espacio necesario en plaquetas de circuito impreso, disminuye el consumo de
energía, aumenta la confiabilidiad, y reduce la complejidad y el costo de fabricación a
punto tal que muchos productos de consumo masivo, como modems telefónicos, tarjetas
de sonido para PC y teléfonos celulares incluyen uno o más DSP.

El diseño usando tecnología CMOS redujo significativamente el consumo de potencia; los
modelos actuales utilizan baja tensión de alimentación (3.3V y menores). Aplicaciones
como los modems telefónicos, que antiguamente necesitaban dos DSP y un micropro-
cesador actuando como controlador, hoy pueden implementarse a mucho menor costo
utilizando un único DSP.

Otro hito significativo en la historia de los DSP fue la introducción comercial en 1986 del
primer DSP de punto flotante, el DSP32 de AT&T. Los procesadores de punto flotante
son útiles en ciertas aplicaciones porque su programación es más sencilla. Sin embargo,
los DSP de punto fijo son de uso más frecuente, ya que son más pequeños, baratos, rápi-
dos y consumen menos potencia. El costo es un factor de peso significativo en productos
masivos tales como teléfonos celulares, modems, y discos rígidos. Los DSP de punto fijo
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Tabla 1.6: Comparación del desempeño de distintos DSP.

necesitan escalar la amplitud de las señales para evitar saturación y/o desborde. Ha-
bitualmente este no es un problema en la mayoría de los sistemas de comunicaciones
digitales donde los niveles de potencia de la señal permanecen relativamente constantes.
Los DSP de punto flotante efectúan este escalado de manera automática.

En 1988 aparecieron las primeras partidas del TMS320C30 de Texas Instruments, que
costaba alrededor de $1300. Tanto este DSP como el DSP32 tenían un ancho de palabra
de 32 bits. Al poco tiempo, un miembro de la familia TMS320C30 que podía ejecutar
25 MIPS costaba $200; en la generación siguiente (TMS320C31) se podía encontrar un
componente de 40 MIPS con un costo de $35.

La Tabla 1.6 compara la performance de distintos tipos de DSP actuales (datos de 2001),
medida en base al tiempo de ejecución de dos algoritmos típicos: el cálculo de una trans-
formada rápida de Fourier y el cómputo de un filtro FIR por bloques con coeficientes
reales. Como comparación se incluyen los resultados para un procesador Pentium III de
1130 MHz de frecuencia de reloj. Puede resultar sorprendente que este procesador sea
más rápido que muchos DSP; sin embargo, es mucho más costoso, consume mucha más
energía y carece de periféricos orientados al procesamiento de señales. Además, con este
tipo de procesadores “superescalares” no se puede predecir exactamente el tiempo de
ejecución de un algoritmo.

Los DSP modernos son más rápidos y versátiles, y suelen incluir periféricos como entra-
das y salidas seriales, espacio de memoria extendido, memoria FLASH interna, tempo-
rizadores, interrupciones multinivel, etc. Algunos estás orientados a aplicaciones especí-
ficas: la serie DSP56F80x de Motorola, y la TMS320C24x de Texas Instruments cuentan
con dispositivos que facilitan el control de motores (6 módulos PWM, entradas especí-
ficas para la lectura de encodificadores ópticos incrementales para medida de posición,
múltiples fuentes de interrupción para sensar sobrecorrientes o sobretensiones, etc.)
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1.6.2. Otras alternativas

Aunque el mercado tradicional de DSP de propósito general está dominado por cuatro
compañías –Texas Instruments, Motorola, Agere Systems y Analog Devices– este tipo de
procesadores cubre apenas un tercio del mercado global. La mayor parte del mercado
corresponde a chips en los cuales el DSP está incorporado de manera no muy evidente,
disponibles a través de más de 100 fabricantes. Estos integrados no se conocen como
“DSP”, y tampoco son programables; usualmente se comercializan según la tarea que
efectúen: modems, reproductores de MP3, códecs para MPEG, etc. En algunos casos o
aplicaciones puede resultar más conveniente o eficiente implementar los algoritmos del
PDS utilizando alternativas a los DSP.

Los arreglos lógicos programables (FPGA, Field Programmable Gate Arrays) pue-
den ser reconfigurados “en el sistema”, lo que es ventajoso en aplicaciones que
necesitan muchas versiones de prueba durante el desarrollo, ofreciendo un tránsito
rápido desde el diseño hasta el mercado. Son muy veloces debido a que las opera-
ciones se implementan utilizando lógica “cableada” (no se ejecuta un programa);
sin embargo, son mucho más costosos, y consumen más que un DSP de funciona-
lidad similar. Aún cuando las FPGA es la tecnología típica adoptada en la infraes-
tructura de comunicaciones inalámbricas (wireless), es cada vez más frecuente aso-
ciarlas a DSP para obtener mayor flexibilidad, mejor relación precio/desempeño, y
menor consumo. En este caso la etapa de alta frecuencia se procesa con los FPGA,
y la etapa de procesamiento a la tasa de símbolo se ataca con el DSP.

Los integrados diseñados para aplicaciones específicas (ASIC, Aplication Specific
Integrated Circuits) se pueden ajustar para efectuar ciertas operaciones con gran
eficiencia, tanto desde el punto de vista del desempeño como del consumo. Sin
embargo, como no son reprogramables, es muy difícil alterar su comportamiento o
actualizar el diseño mientras el producto final está en etapa de desarrollo: cada nue-
va versión necesita un rediseño y la integración de una nueva partida de circuitos,
lo que aumenta el costo y retarda el desarrollo del prototipo. Una alternativa son
los ASSP (Aplication Specific Standard Product) que en lugar de diseñarse para una
única compañía se destinan al mercado global. Los DSP, en cambio, pueden mejorar
su funcionalidad y permiten mejoras del producto final mediante la actualización
de software. En la actualidad, las ASIC se utilizan como interfaces entre buses, ló-
gica de interconexión, y aceleradores funcionales de sistemas basados en DSP, y
el mayor volumen de ventas de ASSP está orientado a la telefonía celular. Texas
Instruments ha utilizado los núcleos de sus DSP básicos en una variedad de ASSP
para uso en cámaras digitales hasta modems DSL, que no denominan “DSP”. Otro
ejemplo es el circuito integrado para receptores sin etapa de frecuencia intermedia
de Analog Devices, en el cual el trabajo del DSP se reemplaza por una máquina
finita de estados, solución que se prefiere cuando el ancho de banda es elevado y el
algoritmo invariante. Los integrados para cablemódem se implementan de manera
similar.

Los procesadores de propósito general (GPP, General Purpose Processors), están
optimizados para efectuar una gran variedad de tareas. Sin embargo, para aplica-
ciones en las cuales el producto final debe trabajar con señales de tiempo real, u
operando con baterías, los GPP ofrecen un desempeño comparativamente inferior.
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Cada vez más estos procesadores se consideran los “dinosaurios” de la industria,
demasiado influenciados por la compatibilidad con las PC y sus requerimientos
específicos como para adaptarse a la rápida evolución de los sistemas de tiempo
real. El vuelco del mercado consumidor hacia dispositivos pequeños, inalámbricos,
o que permitan una conexión portátil a internet (organizadores personales, teléfo-
nos celulares, reproductores portátiles de música, etc.) que requieren consumos del
orden de los miliwatt (y no de las decenas o centenas de watt que consumen los
GPP) hacen que el diseño actual de tales aplicaciones se base en DSP.

En la actualidad, algunos microprocesadores y la mayoría de los microcontrolado-
res incluyen alguna funcionalidad para el procesamiento de señales, que van desde
la simple inclusión de un MAC para permitir una implementación sencilla de filtros
FIR hasta complejas máquinas de estado como las que procesan las instrucciones
SIMD (Single Instruction Multiple Data) para multimedia en los procesadores Intel
MMX y SSE II. El motivo principal para incorporar estas prestaciones es que sólo
con PDS se puede tener multimedia, acceder a Internet, y mejorar las prestaciones
de las consolas para juegos electrónicos: los integrados controladores de las tarjetas
de video de alta performance como NVIDIA y ATI funcionan como DSP de muy
alto nivel de desempeño.

1.7. Clasificación de señales

Los métodos utilizados para procesar una señal o para analizar la respuesta de un siste-
ma a una señal determinada dependen de las características propias de cada señal. Ciertas
técnicas se aplican solamente a determinado tipo o familias de señales. Aunque las clasifi-
caciones suelen ser arbitrarias, se comentarán a continuación las principales propiedades
de señales

multicanales y multidimensionales;

continuas o discretas en tiempo;

continuas o discretas en amplitud;

periódicas o no periódicas;

de longitud finita, semiinfinita, o infinita;

determinísticas o aleatorias;

de ancho de banda limitado (banda angosta, banda ancha) o ilimitado;

con espectro discreto o continuo;

de energía o de potencia.

1.7.1. Señales multicanales y multidimensionales

Una señal se describe en función de una o más variables independientes. El valor de
esta función (la variable dependiente) puede ser una cantidad escalar real o compleja, o
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Fig. 1.42. Ejemplo de señal electrocardiográfica de tres canales.

quizás un vector. El número de variables independientes define la dimensión de la señal,
mientras que el número de variables dependientes determina la cantidad de canales. Por
ejemplo, la señal s1 (t) = A sen 3πt es una señal real valuada que depende de una única
variable independiente (t): tanto el número de canales como la dimensión son unitarios.
La señal s2 (t) = Aej3π t = A cos 3πt+ j A sen 3πt aunque también depende de una única
variable independiente (t) toma valores complejos: es una señal unidimensional de dos
canales.

En algunas aplicaciones, las señales pueden estar generadas por múltiples fuentes o sen-
sores, y entonces pueden representarse en forma vectorial. La Fig. 1.28 muestra las tres
componentes de una señal vectorial que representa la aceleración de la corteza terres-
tre debido a un terremoto. La aceleración es el resultado de tres tipos básicos de ondas
elásticas. Las ondas primarias (P) y secundarias (S) se propagan por el interior de las ro-
cas, y pueden ser transversales o longitudinales, respectivamente. El tercer tipo de onda
elástica se denomina superficial, pues se propaga cerca de la superficie terrestre.

Un conjunto de fuentes, o sensores múltiples, generan un conjunto de señales escalares.
Aunque tales señales no son vectoriales desde un punto de vista físico, por conveniencia
notacional y matemática suelen pensarse como componentes de un vector. La Fig. 1.42
muestra la salida de un electrocardiógrafo que cuenta con tres electrodos, que miden la
actividad cardíaca en tres lugares distintos del cuerpo. Si sk (t) , k = 1, 2, 3 nota la señal
eléctrica del k-ésimo sensor en función del tiempo, el conjunto de las tres señales puede
representarse como el vector

s3 (t) =

 s1 (t)
s2 (t)
s3 (t)

 .

Tal vector de señales es una señal multicanal. En electrocardiografía es común realizar
electrocardiogramas utilizando tres y doce sensores, que dan lugar a señales de tres y
doce canales, respectivamente.
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Fig. 1.43. Ejemplo de una señal bidimensional.

Cuando la señal depende de una única variable independiente es unidimensional, y si es
función de M variables independientes es M-dimensional.

La fotografía de la Fig. 1.43 es un ejemplo de una señal bidimensional, ya que la inten-
sidad o brillo I (x, y) en cada punto es una función de dos variables independientes x e
y. Por otro lado, una imagen de televisión en blanco y negro puede representarse como
I (x, y, t) ya que el brillo también es función del tiempo, y por lo tanto, la señal de TV mo-
nocroma puede describirse como una señal tridimensional. En cambio, una imagen de
TV color puede describirse como tres componentes de intensidad Ir (x, y, t) , Ig (x, y, t) ,
e Ib (x, y, t) correspondientes al valor de los colores principales (rojo, verde y azul) como
funciones del tiempo. La señal de TV color puede describirse entonces como una señal
tridimensional de tres canales, representada por el vector

I (x, y, t) =

 Ir (x, y, t)
Ig (x, y, t)
Ib (x, y, t)

 .

En este curso trataremos principalmente con señales de un solo canal, unidimensionales,
reales o complejas, que denominaremos simplemente señales. En términos matemáticos
estas señales son función de una única variable independiente; aunque no necesariamen-
te es el tiempo, es costumbre referirse a ella utilizando el símbolo t. En muchos casos,
las operaciones de procesamiento de señales y los algoritmos desarrollados para señales
unidimensionales, de un único canal, pueden extenderse a señales multicanales y multi-
dimensionales.

1.7.2. Señales continuas o discretas en tiempo

Las señales de tiempo continuo están definidas para cualquier valor de tiempo, y pueden
tomar valores en el intervalo continuo (t1, t2) , donde t1 puede ser −∞ y t2 puede ser
+∞. Matemáticamente, estas funciones pueden describirse como función de una variable
continua. La forma de onda de la voz de la Fig. 1.22 y las señales x1 (t) = cos πt, x2 (t) =
e−|t|, −∞ < t < ∞ son ejemplos de señales de tiempo continuo.
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Fig. 1.44. Señales discretas en tiempo: Representación gráfica de la señal x [n] = 0,8n para
n ≥ 0, y x [n] = 0 para n < 0 (a); Número de manchas solares por año entre 1770
y1869) (b).

Las señales discretas están definidas en determinados instantes de tiempo, y solamente en
ellos. Estos instantes de tiempo no tienen por qué ser equidistantes, aunque en la práctica
frecuentemente lo son por conveniencia computacional y para que resulten matemática-
mente tratables. La señal x [tn] = e−|tn|, n = 0, ±1, ±2, . . . es un ejemplo de una señal
discreta. Debe tenerse presente que la señal no es nula durante el intervalo de tiempo entre
tn y tn+1: simplemente, no está definida en esos intervalos.

De aquí en más, las variables independientes de las señales discretas se encerrarán en-
tre corchetes “[·]”, mientras que para las señales continuas se utilizarán paréntesis “(·)”.
Si se emplea el índice n de los instantes discretos de tiempo para indicar la variable in-
dependiente, la señal se hace función de una variable entera. De esta forma, las señales
discretas pueden representarse matemáticamente como una sucesión de números reales
o complejos. Para enfatizar la naturaleza discreta de la señal, se notará x [n] en lugar de
x [tn] . Si los instantes de tiempo están equiespaciados (es decir, tn = nT), la notación
x [nT] también es frecuente. Por ejemplo, la señal definida por

x [n] =
{

0,8n, si n ≥ 0,
0, caso contrario,

es una señal discreta, representada gráficamente en la Fig. 1.44(a).

En las aplicaciones, las señales discretas pueden surgir de dos maneras:

1. Eligiendo valores de una señal analógica en determinados instantes de tiempo. Este
proceso se denomina muestreo (“sampling” en inglés) y será tratado en profundidad
en el Capítulo 7. Todos los instrumentos de medición que toman medidas a inter-
valos regulares de tiempo proveen señales de tiempo discreto. Por ejemplo, la señal
x [n] de la Fig. 1.44(a) puede obtenerse muestreando la señal continua x (t) = 0,8t,
t ≥ 0, y x (t) = 0, t < 0 a razón de una vez por segundo.

2. Por acumulación de una variable durante un período de tiempo. Por ejemplo, la
cuenta de los automóviles que pasan por una determinada calle por hora, o el re-
gistro de la cotización promedio del dolar (o del euro) cada día son ejemplos de
señales discretas. La Fig. 1.44(b) muestra un gráfico de los números de manchas
solares de Wölfer. Cada muestra se esta señal discreta corresponde al número total
de manchas solares observadas durante el lapso de un año.
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Fig. 1.45. Señal digital cuantizada en cinco niveles de amplitud.

1.7.3. Señales continuas o discretas en amplitud

Los valores de la amplitud que toma una señal continua o discreta en tiempo, también
pueden ser continuos o discretos. La Fig. 1.45 muestra una señal que sólo puede tomar
cuatro valores diferentes. Si la señal toma todos los posibles valores sobre un rango finito
o infinito, se dice que es una señal de amplitud continua. El proceso de convertir la señal de
amplitud continua en una de amplitud discreta, denominado cuantización, es un proceso
de aproximación. Puede llevarse a cabo por redondeo o truncación. Por ejemplo, si la señal
digital sólo puede tomar valores enteros entre 0 y 15, la señal continua se cuantizará en
alguno de estos 16 valores. Si el valor de la señal continua es 8.58, se aproximará a 8 si se
adopta el método de truncación, o a 9 si se emplea el redondeo al entero más próximo.

De acuerdo a la forma de variación de la variable independiente (usualmente t) y de la
amplitud, las señales que serán objeto de estudio a lo largo de este curso pueden caracte-
rizarse en cuatro categorías diferentes como se muestra en la Tabla 1.7.

Una señal que es continua en amplitud y tiempo, se denomina señal analógica. Alternati-

Tabla 1.7: Clasificación de señales según su variación en amplitud y tiempo.

Variación en tipo de

tiempo amplitud señal

continua continua analógica

discreta continua discreta

continua discreta cuantizada

discreta discreta digital
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Fig. 1.46. Señales sinusoidales x[n] = sen (ω0n): señal periódica, con ω0 = π/7 (a); señal
casi periódica de frecuencia ω0 = π/(5

√
2) (b).

vamente, si la señal sólo toma valores de un conjunto finito de valores posibles, se dice
que es una señal de amplitud discreta o cuantizada. Usualmente, estos valores son equidis-
tantes, y por lo tanto pueden expresarse como un entero múltiplo de la distancia entre
dos valores sucesivos. Una señal discreta en el tiempo, que toma valores discretos en
amplitud suele denominarse una señal digital.

Para que una señal pueda ser procesada por medios digitales, debe ser discreta en tiempo
y amplitud3 (es decir, debe ser una señal digital). Si la señal que debe procesarse es de
tiempo continuo, antes de su procesamiento debe ser convertida en una señal digital
discretizándola (en tiempo) y cuantizándola (en amplitud).

1.7.4. Señales periódicas y no periódicas

Una señal continua x (t) es periódica si satisface la condición

x (t) = x (t+ T0) (1.1)

para todo t, donde T0 es una constante. El menor valor positivo de T0 que satisface esta
condición se denomina período, y define la duración de un ciclo completo de la señal x (t).
Por ejemplo, la señal

x (t) = A sen(ω0t)

es periódica de período T0 = 2π/ω0, pues

x
(

t+
2π

ω0

)
= A sen

[
ω0

(
t+

2π

ω0

)]
= A sen (ω0t+ 2π) = A sen(ω0t) = x(t).

Si una señal x (t) es tal que la condición (1.1) no se cumple para ningún valor de T0, se
dice que la señal es aperiódica. Por ejemplo, la señal x (t) = t2 no es periódica pues no
existe ningún T0 tal que se verifique (1.1). En cambio, la señal x (t) = x0 (constante) tiene
período arbitrario, pues la condición (1.1) se satisface para cualquier valor de T0.

Una señal discreta x[n] es periódica de período N0 si

x[n] = x[n+ N0], (1.2)

3Los circuitos de capacitores conmutados sirven para procesar señales discretas en tiempo y continuas en
amplitud, pero este procesamiento queda limitado a algoritmos simples, como filtrado, interpolación, etc.
Los algoritmos más complejos requieren de señales digitales y DSPs.
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Fig. 1.47. En señales discretas, la frecuencia ω0 y el período no siempre están inversamente
relacionadas. Señal sinusoidal de frecuencia ω0 = (3/8)2π y período N0 = 8 (a);
señal de frecuencia ω1 = (2/7)2π, y período N1 = 7 (b). La segunda señal es de
frecuencia y período menor que la primera!

donde N0 es un entero positivo. Las señales discretas presentan ciertas peculiaridades
inherentes que no ocurren en señales continuas. Por ejemplo, la señal

x[n] = A sen (ω0n) (1.3)

es periódica sólo si ω0 es una fracción racional de 2π. Si ω0 = π/7, el período de la señal
es N0 = 2π/ω0 = 2π/(π/7) = 14, como se observa en la Fig. 1.46(a). En cambio, si
ω0 = π/(5

√
2) (note que 5

√
2 = 7,07, por lo que la frecuencia es similar a la del ejemplo

anterior), la señal (1.3) no es periódica: el argumento ω0n = πn/
√

2 no es congruente
módulo 2π con ω0(n+ N0) = πn/

√
2+ πN0/

√
2 para ningún valor de N0 [Fig. 1.46(b)].

También debe tenerse en cuenta que, aún cuando ω0 sea una fracción racional de 2π, no
siempre el período está dado por la ecuación 2π/ω0, ya que el resultado de esta operación
no necesariamente es un número entero. Por ejemplo, si ω0 = 5π/4, el cálculo de 2π/ω0
es

2π

ω0
=

2π

5π/4
=

8
5

que no es un número entero; en este caso, el período N0 de la señal es N0 = 8, como se
aprecia en la Fig. 1.47(a).

En general, si 2π/ω0 ∈ Q (i.e., es un número racional), siempre puede notarse

2π

ω0
=

p
q

donde p y q son relativamente primos o primos entre sí; en otras palabras, no tienen factores
en común, por lo que la fracción p/q es irreducible. Bajo estas condiciones, el período N0
de la señal discreta x[n] es

N0 = p.

Nuevamente, esto establece algunas diferencias con el caso continuo: la frecuencia ω0 =
2π 3

8 es mayor que ω1 = 2π 2
7 , y sin embargo el período N0 = 8 de la primera [Fig. 1.47(a)]

también es mayor que el período N1 = 7 de la segunda [Fig. 1.47(b)].

A pesar de que una señal discreta x[n] como (1.3) de frecuencia ω0 que no es una frac-
ción racional de 2π no es periódica, su envolvente sí lo es, tal como se puede apreciar en
la Fig. 1.46(b); por ello se las suele denominar señales casi periódicas. Aunque en muchas
aplicaciones resulta irrelevante que la señal sea periódica o casi periódica, como por ejem-
plo en la determinación de la salida de estado estacionario de sistemas lineales discretos,
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Fig. 1.48. Señales de longitud semi-infinita de tiempo continuo (a) y discreto (b) . Señales de
longitud finita de tiempo continuo (c) y discreto (d) .

en otras, como el análisis espectral de señales discretas, esta diferencia se manifiesta de
manera notable.

En los ejercicios se exploran otras propiedades de las señales periódicas discretas y con-
tinuas.

1.7.5. Señales de longitud finita, semi-infinita e infinita

Se entiende por longitud de una señal al intervalo de tiempo para el cual la señal no es
idénticamente nula. Este concepto se corresponde con el de soporte de una función en
análisis matemático. Si el intervalo es acotado se dice que la señal tiene longitud finita, y
en caso contrario que es de longitud infinita. Por ejemplo, la señal continua

xc(t) = 1, para todo t ∈ R

es una señal de longitud infinita (o doblememte infinita), porque toma valores no nulos
tanto para t→ ∞ como para t→ −∞. En cambio, la señal descripta por

xc(t) = Ae−αt, con α > 0, 0 ≤ t < ∞,

es de longitud semi-infinita, porque se anula sobre el eje real negativo. En cambio la señal

yc(t) =
{

A cos(ω0t), −2π/ω0 ≤ t ≤ 4π/ω0,
0, en caso contrario,

tiene longitud finita, pues es distinta de cero sólo en el intervalo −2π/ω0 ≤ t ≤ 4π/ω0.
Dentro de este intervalo, la función puede tomar valores nulos (por ejemplo, en t = tn,
con π/(2ω0)(2n + 1)Idénticas consideraciones caben para señales discretas en tiempo:
mientras que la señal

x[n] = n2, −∞ < n < ∞,

es de longitud doblemente infinita, la señal

y[n] =
{

1, 0 ≤ n ≤ 5,
0 en caso contrario,
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Fig. 1.49. Dos señales aleatorias del mismo generador (a)-(b), y sus histogramas (c)-(d).

tiene longitud finita, de 6 muestras. En la Fig. 1.48 se muestran ejemplos de señales dis-
cretas y continuas de longitud finita e infinita.

Una señal periódica necesariamente debe ser de longitud doblemente infinita; en cambio
una señal aperiódica puede tener longitud finita o infinita.

El interés de distinguir entre uno y otro tipo de señal está motivado por su diferente
comportamiento frecuencial, como se verá en el Capítulo 2. Pero también porque ponen
de manifiesto algunas diferencias entre los sistemas de tiempo continuo y los de tiempo
discreto. Por ejemplo, mientras que en general la respuesta de un sistema continuo a
una excitación impulsiva es de longitud infinita, la respuesta impulsiva de un sistema
discreto puede ser tanto de longitud infinita (se dice que el sistema es tipo IIR, por infinite
impulse response) como de longitud finita (sistema tipo FIR, por finite impulse response).
Los sistemas FIR exhiben comportamientos que no tienen equivalente en los sistemas
continuos, como respuesta de fase lineal, retardo de grupo constante, etc.

Algunas señales de longitud infinita tienen características distintivas en cierto intervalo
de tiempo, y en el resto toman valores muy pequeños, o varían muy suavemente, etc. Por
ello se suele definir la longitud equivalente de una señal, que mide el intervalo de tiempo
donde se concentra la energía (o la potencia, etc.) de la señal. Estas ideas se explorarán en
el Capítulo 2.

1.7.6. Señales determinísticas o aleatorias

El procesamiento y el análisis matemático de las señales requiere disponer de una des-
cripción matemática de la señal misma. Esta descripción matemática, frecuentemente de-
nominada modelo de señal, conduce a otra importante clasificación de señales. Una señal
que puede describirse de manera única por una expresión matemática explícita, una ta-
bla de valores, o una regla bien definida, se denomina determinística. Este término indica
que tanto los valores pasados, presentes y futuros de la señal se conocen precisamente,
sin ninguna incertidumbre.

Sin embargo, en muchas aplicaciones prácticas se encuentran señales que no pueden des-
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cribirse con un nivel razonable de precisión por ninguna fórmula matemática, o una des-
cripción de ese tipo es demasiado complicada para ser de utilidad. La falta de tal relación
implica que la señal evoluciona en el tiempo de manera imprevisible. Se dice que tales
señales son aleatorias. La salida de un generador de ruido, la señal sísmica de la Fig. 1.28,
y la señal de voz de la Fig. 1.22 son ejemplos de señales aleatorias.

Las Figs. 1.49(a) y (b) muestran un tramo de 100 muestras de longitud de dos señales
aleatorias obtenidas del mismo generador de ruido, y es evidente que ambas señales son
diferentes. En las Figs. 1.49(c) y (d) se representan los histogramas4 de estas señales, cal-
culados para segmentos de 10000 muestras de longitud. Contrariamente a lo que sucede
con la representación temporal de las Figs. 1.49(a) y (b) , los histogramas son muy pare-
cidos. Esta similitud es la que motiva la descripción y el análisis de las señales aleatorias
utilizando técnicas estadísticas, en lugar de fórmulas explícitas. El marco matemático pa-
ra el tratamiento teórico de las señales aleatorias se basa en la teoría de probabilidad y
procesos estocásticos.

Debe destacarse que la clasificación de una señal del “mundo real” como determinísti-
ca o aleatoria no es siempre evidente. Algunas veces ambas aproximaciones conducen a
resultados significativos que brindan una comprensión más profunda sobre el compor-
tamiento de la señal. En otros casos, una clasificación incorrecta puede dar lugar a re-
sultados erróneos, ya que ciertas herramientas matemáticas sólo son aplicables a señales
determinísticas, mientras que otras tienen sentido solamente para señales aleatorias.

1.7.7. Señales de ancho de banda limitado o no

Las señales pueden estudiarse no sólo desde el punto de vista temporal, sino también
espectral, en función de la frecuencia, como se estudiará en el próximo capítulo. el tipo de
contenido espectral influye sobre el tipo de procesamiento que puede efectuarse sobre la
señal.

Las señales con ancho de banda limitado son aquellas cuyo contenido espectral queda
concentrado en un rango finito de frecuencias. Por ejemplo, una señal senoidal w(t) =
A cos(2π f0t), como la que se muestra a la izquierda de la Fig. 1.50(a) tiene componentes
frecuenciales únicamente en las frecuencias ± f0, y por lo tanto se considera de banda
angosta. Se estudiará en el próximo capítulo que el espectro W( f ) de la señal w(t) es

W( f ) = (A/2) δ( f + f0) + (A/2) δ( f − f0)

En cambio, una onda cuadrada tiene infinitas componentes frecuenciales, ubicadas en la
frecuencia fundamental y sus infinitos múltiplos (las armónicos superiores). Esta señal
tiene un ancho de banda ilimitado. Por ejemplo, la onda cuadrada de amplitud A y pe-
ríodo 1/ f0 que se muestra a la izquierda de la Fig. 1.50(b) (cuyo ciclo de trabajo no es del
50 %) tiene un espectro dado por

X( f ) =
∞

∑
k=−∞

ckej2πk f0t,

donde ck = Ad f0 sinc(dk), y sinc(x) = sen(πx)/(πx).
4El histograma es una representación gráfica en forma de barras, donde la altura de cada barra es propor-

cional a la frecuencia de los valores representados. En el eje vertical se representan la cantidad de muestras
que toman el valor representado en el eje horizontal.
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Fig. 1.50. Señales temporales (izquierda) y sus espectros (derecha): ancho de banda finito y
discreto (a) , ilimitado y discreto (b) , finito y continuo (c) , ilimitado y continuo (d) .

Una señal con un ancho de banda ilimitado es el impulso δ(t), que se estudiará en detalle
en el Capítulo 2. El pulso rectangular y(t) = A[u(t+ t0/2)− u(t− t0/2)], con t0 = 1/ f0,
representado en la Fig. 1.50(c) también tiene un espectro con un ancho de banda ilimita-
do en frecuencia, dado por

Y( f ) = At0 sinc(t0 f ).

Las señales aleatorias, con distribución gaussiana, también son de ancho de banda ilimi-
tado (aunque en este caso lo correcto es hablar de densidad espectral en lugar de espec-
tro).

En la Fig. 1.50(d) se representa una señal de banda limitada. La forma de onda temporal
está dada por

z(t) = A sinc(t f0/2) sin(2π5 f0t),
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y su espectro es

Z( f ) = j
A
2

f0 {[u( f+4,5 f0)−u( f+5,5 f0)]− [u( f−4,5 f0)−u( f−5,5 f0)]} .

Las señales de banda ancha o banda angosta se caracterizan por la relación entre el ancho de
banda de la señal, y alguna frecuencia distintiva de la misma. Por ejemplo las ondas de
radio moduladas en amplitud tienen un espectro concentrado alrededor de la frecuencia
de la portadora, y limitado a±5 kHz alrededor de ella. y por lo tanto el ancho de banda es
de 10 kHz; como es mucho menor que la frecuencia de la señal, se dice que esta señal es
de banda angosta. Las señales moduladas en frecuencia tienen un ancho de banda mayor,
de 30 kHz, pero la frecuencia portadora también es mayor (entre 88 MHz y 108 MHz), y
por lo tanto también se consideran de banda angosta. Las señales de televisión analógica,
en cambio, tienen anchos de banda de 6 MHz, con portadoras comprendidas entre 59
MHz y 88 MHz (canales 2 al 6) y entre 175 MHz y 216 MHz (canales del 7 al 13), y se
consideran de banda ancha.

En la actualidad también se utilizan señales cuyo espectro se extiende sobre un rango de
frecuencias muchísimo mayor. Por ejemplo, en Wi-Fi (802.11b/g/n) se utilizan señales de
22 MHz de ancho de banda, centradas en “canales” que van desde los 2.412 GHz (canal
1) hasta 2.472 GHz (canal 13). En realidad el ancho de banda es mayor que los 22 MHz;
la norma especifica que la potencia de la señal a ±11 MHz de la frecuencia central del
canal debe ser al menos 30 dB menor que la potencia pico. Es frecuente denominar estas
señales como de banda ultra-ancha o de espectro disperso.

1.7.8. Señales con espectro discreto o continuo

La Fig. 1.50 muestra también otra posible clasificación de las señales de acuerdo su tipo
de espectro. Los espectros de las Figs. 1.50(a) y 1.50(b) están concentrados en determi-
nados puntos frecuenciales,y se denominan espectros discretos, mientras que los de las
Figs. 1.50(c) y 1.50(d) se distribuyen de manera continua sobre todo el eje de frecuencias
o sobre un intervalo acotado del mismo. Se estudiará en el Capítulo 2 que las señales con
espectro discreto son periódicas, mientras las que tienen espectro continuo son aperiódi-
cas.

1.7.9. Señales de energía o de potencia

En sistemas de comunicaciones una señal puede representar indistintamente una tensión
o una corriente. Si una tensión v (t) fluye sobre una resistencia R con una corriente i (t) ,
la potencia instantánea disipada en la resistencia es

p (t) =
v2 (t)

R
, o bien p (t) = Ri2 (t) .

En ambos casos, la potencia instantánea es proporcional al cuadrado de la señal. En el
caso especial en que la resistencia R tuviese un valor de 1Ω, ambas ecuaciones adoptan
la misma expresión. Por ello, en el análisis de señales es habitual adoptar esta convención,
de modo que dada una señal x (t) se define la potencia instantánea de la misma como

p (t) = x2 (t) .
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De acuerdo con esta convención, se define la energía total de la señal como

E = lı́m
T→∞

∫ T

−T
x2 (t) dt =

∫ ∞

−∞
x2 (t) dt,

y la potencia promedio a la expresión

P = lı́m
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x2 (t) dt.

Para el caso de señales discretas, la energía se define como

E =
∞

∑
n=−∞

x2[n],

y la potencia es

P = lı́m
N→∞

1
2N + 1

N

∑
n=−N

x2[n].

En cualquiera de los dos casos, se dice que una señal es de energía si 0 ≤ E < ∞, y de
potencia si 0 < P < ∞.

Las clasificaciones de señales como de potencia o energía son mutuamente excluyentes.
En particular, cualquier señal de energía tiene potencia promedio nula, mientras que una
señal de potencia tiene energía infinita. Ejemplos de señales de potencia son las señales
sinusoidales, constantes o las señales aleatorias, mientras que señales determinísticas y
no periódicas (como x (t) = e−αt ó x[n] = e−αn, con α > 0 y n ≥ 0) suelen ser señales de
energía.

Una señal de longitud finita tiene energía finita, y potencia promedio nula. Sin embargo,
una señal de longitud infinita puede ser una señal de energía (por ejemplo, x[n] = an,
con |a| < 1 y n ≥ 0) o de potencia, como x[n] = A sen(2πn/N).

1.7.10. Otras clasificaciones

Entre la inagotable variedad de señales merecen citarse los tipos de señales

causales y no causales;

pares o impares.

Ambos tipos de señales serán estudiadas con detalle en el Capítulo 2.
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1.9. Ejercicios

Escucho, y olvido.
Veo, y recuerdo.
Hago, y entiendo.

atribuida a Confucio, 551-479.

Mejor que nada es oír,
mejor que oír es ver,
mejor que ver es saber,
mejor que saber es hacer.
El aprendizaje no concluye
hasta que se lleva a la práctica.

Xunzi, 340-245.

Sobre los ejercicios:

Los ejercicios forman una parte muy importante (si no la más importante) del curso. Al-
gunos son sencillos, otros más complicados, y dentro de lo posible se ha tratado de evitar
ejercicios triviales o donde se repita el argumento necesario para su solución. Se inclu-
yen los problemas más interesantes de los parciales de años anteriores. Si bien no hay
ejercicios más importantes que otros, las siguientes indicaciones pueden ser de utilidad:

Los ejercicios señalados I© son interesantes: aunque en la mayoría de los casos no
son de resolución sencilla, se aconseja estudiarlos y discutirlos pues su finalidad es
enfatizar algunos conceptos importantes.

Los ejercicios marcados M© pueden (¡o deben!) resolverse con MATLAB. El grado
de dificultad es variable: en algunos basta usar MATLAB como una calculadora,
mientras que en otros es necesario escribir pequeños programas (funciones o m-files).

Los ejercicios indicados con C© son complementarios: profundizan sobre ciertos
temas o desarrollan algunas aplicaciones interesantes, pero no son indispensables
para comprender los temas de la materia.

Ejercicio 1. Especifique si estas señales son analógicas, discretas, cuantizadas o digitales.

1. La lectura de un termómetro de mercurio montado en un globo meteorológico, ex-
presada en función de la altura.

2. Los mismos datos de temperatura, pero registrados en un data logger.

3. El intervalo de tiempo que transcurre entre la llegada de clientes a un mostrador.

4. El número de personas por hora que han sido atendidos por un empleado a lo largo
de un día de trabajo.

5. La variación de los precios de la bolsa a lo largo del año.
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Ejercicio 2. Sean x(t) e y(t) dos señales periódicas, con períodos fundamentales T1 y T2,
respectivamente. ¿Bajo qué condiciones la suma x(t) + y(t) es periódica? Si es periódica,
calcule cuál es el período fundamental de la señal.

Ejercicio 3. Encuentre, si es posible, ejemplos de señales x(t) e y(t), periódicas con el
mismo período fundamental T, tales que:

1. la señal x(t) + y(t) tenga período fundamental T/2.

2. la señal x(t) + y(t) tenga período fundamental 2T.

Ejercicio 4. Sean x[n] e y[n] dos señales periódicas, con períodos fundamentales N1 y N2,
respectivamente. ¿Bajo qué condiciones la suma x[n] + y[n] es periódica? Si es periódica,
calcule cuál es el período fundamental de la señal.

Ejercicio 5. Si x(t) es una señal continua en el tiempo, x(2t) es una versión “acelerada”
de x(t), en el sentido que la duración de la nueva señal es la mitad de la original. De
manera similar, x(t/2) es una versión “desacelerada” de x(t), donde la escala temporal
de la señal se ha duplicado. Si y(t) = x(2t) y z(t) = x(t/2), determine si las siguientes
afirmaciones son ciertas, y si la respuesta es afirmativa, determine la relación entre los
períodos de las dos señales consideradas en la proposición. Si la proposición es falsa, dé
un contraejemplo.

1. Si x(t) es periódica, entonces y(t) es periódica.

2. Si x(t) es periódica, entonces z(t) es periódica.

3. Si y(t) es periódica, entonces x(t) es periódica.

4. Si z(t) es periódica, entonces x(t) es periódica.

Ejercicio 6. Los conceptos de “aceleración” o “desaceleración” de una señal son ligera-
mente diferentes para señales discretas en el tiempo. Dada una señal x[n] discreta en el
tiempo, las señales y[n] y z[n] definidas a continuación representan en cierta forma las
señales “aceleradas” (o decimadas en tiempo) y “desaceleradas” (o interpoladas) de x[n]:

y[n] = x[2n] z[n] =

{
x[n/2], si n es par.

0, si n es impar.

Determine si las siguientes afirmaciones son ciertas, y si la respuesta es afirmativa, deter-
mine la relación entre los períodos de las dos señales consideradas en la proposición. Si
la proposición es falsa, dé un contraejemplo.

1. Si x[n] es periódica, entonces y[n] es periódica.

2. Si x[n] es periódica, entonces z[n] es periódica.

3. Si y[n] es periódica, entonces x[n] es periódica.

4. Si z[n] es periódica, entonces x[n] es periódica.
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5. Para la señal x[n] que se muestra en la figura, dibuje y[n] y z[n].

Ejercicio 7. La señal continua x(t) = ej2π f0t tiene frecuencia fundamental f0 y período
T0 = 1/ f0. La señal x[n] se obtiene al tomar muestras de x(t) cada T segundos: x[n] =
x(nT) = ej2π f0nT.

1. Muestre que la señal x[n] es periódica si y sólo si T/T0 es un número racional, es
decir, si y sólo si el período de muestreo iguala exactamente un múltiplo del período
de x(t).

2. Si x(t) es periódica, (T/T0 = p/q donde p y q son enteros), ¿cuál es el período y
la frecuencia fundamental de x[n]? Exprese la frecuencia fundamental como una
fracción de f0T.

3. Si se cumple la condición dada en el inciso anterior, determine precisamente cuán-
tos períodos de x(t) son necesarios para obtener las muestras que formen un perío-
do de x[n].

Ejercicio 8.
���C Si una señal analógica sinusoidal xa (t) = ejΩ0 t se muestrea a una frecuencia

Ωs, de modo tal que si Ω0 y Ωs están armónicamente relacionadas entre sí (Ω0N = Ωsk,
donde N y k son números naturales) se obtiene un conjunto de señales periódicas φk[n] =
φk[n+ M] = ej( 2π

N k)n. En los siguientes ejercicios, observe la relación entre la frecuencia
de la señal (directamente proporcional a k si N y Ωs son constantes) y su período M.

1. Para el conjunto de señales φk[n] = ej( 2π
7 k)n, 0 ≤ n ≤ 27, (N = 7), encuentre el

período fundamental para todos los valores enteros de k.

2. Repita el inciso anterior si φk[n] = ejk( 2π
8 )n, 0 ≤ n ≤ 31, (N = 8).

3. Generalice los resultados anteriores para una señal periódica, discreta en el tiempo
φk[n] = ej( 2π

N k)n. Muestre que el período fundamental N0 de esta señal está dado por
N0 = N/ MCD(k, N), donde MCD(k, N) (el máximo común divisor entre k y N) es
el mayor entero que divide a ambos k y N un número entero de veces. Por ejemplo,
MCD(2, 3) = 1, MCD(2, 4) = 2, MCD(8, 12) = 4. Note que N0 = N si m y N no
tienen factores en común (en ese caso se dice que k y N son relativamente primos).

Ejercicio 9. Las siguientes sucesiones representan un período fundamental de una señal
sinusoidal x[n] = A cos(ω0n+ φ). Determine los valores de A, ω0 y φ para cada caso. El
primer valor de cada sucesión corresponde a n = 0.

1. x[n] = {0,−
√

2,−2,−
√

2, 0,
√

2, 2,
√

2}.

2. x[n] = {−3, 3}.

3. x[n] = {0, 3/2, 0,−3/2}.
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Ejercicio 10. Calcule la energía y/o la potencia promedio de las siguientes señales:

1. x (t) = e−αt para t ≥ 0, α > 0.

2. x (t) = e−αt para t ≥ 0, α < 0.

3. x (t) = A sen (ω0t) para −∞ < t < ∞, ω0 ∈ R.

4. x (t) = A sen (ω0t) u (t) para −∞ < t < ∞, donde u (t) es el escalón unitario:

u (t) =
{

0, si t < 0,
1, si t ≥ 0.

5. x[n] =
{

A sen(ωkn), si 0 ≤ n ≤ N − 1,
0, en caso contrario,

para ωk = 2πk/N, 0 ≤ k ≤ N − 1.

6. x[n] = A sen(ω0n) para −∞ < n < ∞, si 2π/ω0 = p/q ∈ Q.

7. x[n] = A sen(ω0n) para −∞ < n < ∞, si 2π/ω0 /∈ Q.

8. x[n] = k (constante)

Ayuda: para resolver el inciso 5 aplique la identidad de Euler sen α = −j(ejα − e−jα)/2,
y tenga en cuenta que ∑N−1

n=0 (e
jθ)n = (ejθN − 1)/(ejθ − 1). Para los incisos 6 y 7 puede

ser más sencillo determinar una cota sobre la potencia o la energía de la señal; el cálculo
exacto se puede efectuar en base a propiedades que se estudiarán en el Capítulo siguiente.

Ejercicio 11. Una señal es de longitud finita si x (t) = 0 para todo t /∈ [t0, t1] (caso con-
tinuo) o x[n] = 0 para todo n /∈ [n0, n1] . Muestre que toda señal continua o discreta de
longitud finita tiene energía finita, y potencia promedio nula.

Ejercicio 12. Las entradas x (t) y las salidas y(t) de los sistemas de la figura pueden ser
señales de potencia o de energía, y se indican con subíndices P o E, según corresponda.
Los sistemas S son lineales e invariantes en el tiempo. Dé ejemplos de funciones trans-
ferencia que permitan satisfacer las cuatro relaciones indicadas entre los tipos de señales
de entrada y salida.
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Análisis de Fourier

The material essential for a student’s mathematical laboratory is very simple. Each student should have a
copy of Barlow’s tables of squares, etc., a copy of Crelle’s Calculation Tables, and a seven-place table of

logarithms. Further it is necessary to provide a stock of computing paper, ...and lastly, a stock of
computing forms for practical Fourier analysis. With this modest apparatus nearly all the computation

hereafter described may be performed, although time and labor may often be saved by the use of
multiplying and adding machines, when these are available.

E.T. Whitakker and G. Robinson, The calculus of observations, 19241.

En este capítulo se revisan algunos conceptos del análisis de Fourier. Después de una
breve reseña histórica, se recuerdan algunas nociones elementales de la serie de Fourier,
que permite representar una señal periódica como una suma infinita de componentes
sinusoidales. Se estudia luego la transformada de Fourier, que juega un papel similar en
el análisis de las señales no periódicas, y es de aplicación más general que la serie. La
motivación principal de la aplicación de la serie o la transformada es obtener el espectro
de una señal dada, que revela el contenido frecuencial de la misma. La descripción de la
señal en el dominio frecuencial (o transformado) frecuentemente es más revelador que la
representación original en función del tiempo.

2.1. Reseña histórica

La historia2 del análisis de Fourier tiene más de 200 años. Sus orígenes principian unos 60
años antes del momento en que Jean Baptiste Joseph Fourier presentó la primera versión
de su trabajo sobre la teoría de la conducción del calor a la Academia de París (1807).
El año 1750 es un buen punto de partida: Fernando VI era rey de España, y Jorge II de

1“El material indispensable para el laboratorio matemático de un alumno es muy simple. Cada estudiante
deberá tener una copia de la tabla de cuadrados de Barlow, una copia de las Tablas de Cálculos de Crelle, y
una tabla de logaritmos a siete decimales. Además, es necesario que cuente con papel borrador, y finalmente,
un cuaderno para hacer análisis práctico de Fourier. Con este modesto equipamiento podrá realizar casi
todos los cálculos descriptos aquí, aunque podrá ahorrar tiempo y esfuerzo utilizando máquinas de sumar
y multiplicar, si están disponibles.”

2Parte de esta reseña está extractada de Briggs y Henson, 1995. En el Apéndice E se resumen las biografías
de las principales personalidades que participaron en el desarrollo del análisis de Fourier y del procesamien-
to de señales en general.
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Inglaterra; las colonias de América del norte estaban en medio de las guerras con los na-
tivos y los franceses; unos años después Carlos III creaba el virreynato del Río de la Plata
(1776). Voltaire, Rousseau y Kant estaban escribiendo sus libros en Europa; Bach acababa
de morir, y Mozart estaba pronto a nacer; y el cálculo de Leibnitz y Newton, publicado 75
años antes, estaba permitiendo la creación de poderosas nuevas teorías sobre la mecánica
celeste y la mecánica del continuo.

En ese momento los esfuerzos de los físicos y matemáticos se concentraban en dos prob-
lemas principales, que sentarían las bases de lo que posteriormente se conocería como
análisis de Fourier:

El problema de la cuerda vibrante o la propagación del sonido en un medio elástico;

La determinación de las órbitas de los planetas a partir de mediciones.

2.1.1. El problema de la cuerda vibrante

Una cuerda elástica (un alambre metálico) sujeta en ambos extremos, vibra al ser gol-
peada o punteada. Para simplificar el modelo se supondrá que la cuerda es un objeto
unidimensional, ocupando el intervalo 0 ≤ x ≤ 1 en el plano x-y cuando está en reposo.
En el tiempo t = 0 se desplaza de su posición inicial, manteniendo sus extremos fijos. La
forma de la cuerda se puede expresar como el grafo de una función

y = f (x), 0 ≤ x ≤ 1, con f (0) = f (1) = 0.

Apenas la cuerda se libera comienza a vibrar: éste es el modelo de una cuerda punteada.

El modelo de la cuerda golpeada tiene en cuenta además que en t = 0 a cada punto x
de la cuerda se le imparte una velocidad g(x) (la velocidad inicial) en la dirección y. La
expresión y(t, x) describe el gráfico del desplazamiento del punto x de la cuerda en el
tiempo t.

El movimiento queda gobernado por las ecuaciones:

(i)
∂2y(t, x)

∂t2 = a
∂2y(t, x)

∂x2 (ecuación de onda)

(ii) y(t, 0) = y(t, 1) = 0 para todo t (condiciones de borde)

(iii) y(0, x) = f (x),
∂y(t, x)

∂t
= g(x) (condiciones iniciales)

La solución de este problema atrajo la atención de muchas generaciones de matemáticos.
Un hecho evidente es que para cada entero k, tanto

y(t, x) = sen kπx sen akπt (2.1)

como
y(t, x) = sen kπx cos akπt (2.2)

satisfacen (i) y (ii). La primera verifica (iii) si f (x) = 0 y g(x) = akπ sen kπx, y la segunda
cumple con (iii) si f (x) = sen kπx y g(x) = 0.
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Cualquier combinación lineal finita de funciones como (2.1) y (2.2), esto es, una función
de la forma

y(t, x) = ∑
k
(αk cos akπt+ βk sen akπt) sen kπx (2.3)

también satisface (i) y (ii), y verifica (iii) para cierta elección de f ( · ) y g( · ). Pero si f ( · )
y g( · ) son funciones arbitrarias es muy probable que la suma finita de (2.3) no satisfaga
(iii). Por otra parte, una suma infinita de la forma (2.3) también verifica (i) y (ii) siempre
que sea posible derivar la serie término a término.

Es natural preguntarse: ¿cuándo es posible tal diferenciación? Si la solución expresada en
forma de serie converge, y puede diferenciarse, ¿se puede hacer que cumpla con la condi-
ción (iii) para cualquier elección de f ( · ) y g( · )? ¿Existen otras soluciones al problema?
Las series de Fourier se idearon para intentar solucionar estas preguntas, y en el curso de
su desarrollo se precisaron conceptos tales como conjunto y función.

Una de las primeras soluciones al problema de la cuerda vibrante fue propuesto por J.
D’Alembert en 1747, quien derivó una solución simple y elegante de la forma

y(t, x) = v(at+ x)− v(at− x),

que puede interpretarse como la suma de dos ondas viajeras, una desplazándose hacia
la izquierda y otra hacia la derecha. Para el caso de la cuerda punteada, hay una única
f ( · ) y la solución involucra la función v( · ) que puede calcularse a partir de f ( · ). Por lo
tanto, D’Alembert creyó que había resuelto el problema completamente.

En esta época la palabra función tenía un significado muy restringido: significaba fórmula,
y representaba objetos tales como f (x) = x2, o f (x) = x tan x2 + 10ex. Podía ser tan
complicada como se quisiese, pero tenía que ser una única expresión analítica. Algo como

f (x) =

{
3x2, si 0 ≤ x ≤ 1/2,
(1− x2), si 1/2 ≤ x ≤ 1,

no calificaba como “función” en el intervalo [0, 1]. En otra palabras, función y gráfico sig-
nificaban objetos diferentes. Cada función puede ser representada por su grafo, pero no
todo grafo puede dibujarse como el gráfico de una función.

Euler pensó que no era necesario que la posición inicial de la cuerda fuese una “función”,
pero sí un gráfico, y que la solución de la onda viajera debía ser válida, interpretando las
dos ondas como gráficos. Este razonamiento “físico” fue rechazado por D’Alembert; su
razonamiento analítico sólo funcionaba para funciones.

Tanto Euler como Lagrange resolvieron el problema “discretizando” la cuerda vibrante:
la supusieron formada por un número finito de pequeñas partículas conectadas. La solu-
ción requería encontrar los valores que toma la función que describe el desplazamiento
de la cuerda sobre un conjunto de puntos.

En 1755 Daniel Bernoulli propuso otra solución en función de ondas estacionarias. Su ar-
gumento se comprende mejor al considerar la solución

y(t, x) = sen kπx cos akπt.

Cuando k = 1, los puntos x = 0 y x = 1 (los extremos de la cuerda) permanecen fijos para
todo t, y los otros puntos se mueven según una ley que depende del coseno del tiempo.
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Cuando k = 2, los puntos x = 0, x = 1 y también el punto x = 1/2 quedan fijos; el resto
de los puntos se mueve. En cualquier instante de tiempo t dado, la forma de la cuerda es
la de una sinusoide, y el movimiento de un punto arbitrario es una función cosenoidal del
tiempo. El punto x = 1/2 se denomina nodo. Para cualquier k > 1 arbitrario, los puntos
1/k, 2/k, ..., (k − 1)/k de la cuerda quedan fijos, mientras que el resto de los puntos se
desplazan como se describió más arriba. Estas son las llamadas ondas estacionarias; los
puntos fijos interiores se denominan nodos y el movimiento para k = 1, 2, ... se denomina
primer armónico, segundo armónico, etc. Bernoulli afirmó que cada solución de la cuerda
pulsada con condiciones iniciales y(0, x) = f (x), ∂y(0, x)/∂t = 0 es una suma de estas
armónicas, y que esta suma podía ser infinita.

Euler no estaba de acuerdo con este planteo y sus principales objeciones fueron dos. En
primer lugar, las hipótesis de Bernoulli implicarían que cualquier función f (x) podría
representarse como

f (x) = ∑
k

αk sen kπx, (2.4)

porque en t = 0 la condición inicial puede ser cualquier f (x). Sin embargo, el miem-
bro derecho de (2.4) es una función periódica (e impar), mientras que el miembro de la
izquierda es completamente arbitrario. La segunda objeción es que (2.4) no puede ser una
solución general del problema, ya que el miembro de la derecha (aunque sea una serie in-
finita) es una función analítica y por lo tanto una “función” (en el sentido que se entendía
entonces). Sin embargo, como el mismo Euler había observado anteriormente en conex-
ión con la solución propuesta por D’Alembert, la posición inicial de la cuerda podía ser
cualquier gráfico, y no necesariamente una función. En síntesis, la solución propuesta por
Bernoulli sería aplicable sólo a una clase muy restringida de funciones.

Bernoulli insistió en que su solución era válida para todas las funciones. Su respuesta a
la primera objeción de Euler fue que la serie (2.4) incluía una sucesión infinita de coefi-
cientes αk, y que eligiéndolos de manera apropiada se podía hacer que la serie tomara el
valor f (x) para infinitamente muchos x. Hoy se sabe que si dos funciones f ( · ) y g( · )
son iguales en infinitamente muchos puntos, no necesariamente son iguales en todos los
puntos; sin embargo, en aquella época la naturaleza del infinito y de una función no esta-
ba completamente comprendida, y este argumento parecía plausible. Euler no lo aceptó,
pero por otros motivos.

En 1804 Joseph Fourier comenzó sus estudios sobre la conducción del calor en sólidos,
y en sólo tres años descubrió las ecuaciones básicas de conducción de calor, desarrolló
nuevos métodos para resolverlas, utilizó sus métodos para solucionar muchos problemas
prácticos, y aportó evidencia experimental para soportar su teoría.

Una de las situaciones más simples en las que se puede aplicar la técnica de análisis
ideada por Fourier es considerar un disco bidimensional para el cual la temperatura so-
bre el borde es conocida. A partir de estos datos, se desea determinar la temperatura en
cualquier punto interior del disco

En estado estacionario, la temperatura u(r, θ) de un punto (r, θ) obedece a la ecuación de
Laplace (en coordenadas polares)

∂

∂r

(
r

∂u(r, θ)

∂r

)
+

1
r

∂2u(r, θ)

∂θ2 = 0. (2.5)
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Las temperaturas en el borde del disco están dadas por

u(1, θ) = f (θ), (2.6)

donde f ( · ) es una función continua dada. El problema de encontrar u(r, θ) para todo r y
θ es análogo al de la cuerda vibrante. Empleando un análisis muy similar al de Bernoulli,
Fourier observó que la suma finita

u(r, θ) =
N

∑
n=−N

Anr|n|ejnθ

también es una solución de (2.5), y que eligiendo adecuadamente los coeficientes An se
podía hacer que satisficiera la condición de borde (2.6). En otras palabras, se puede es-
cribir

f (θ) =
∞

∑
n=−∞

An ejnθ (2.7)

cuando f ( · ) es una función continua.

Fourier avanzó un paso más y aseguró que su método servía no sólo cuando f ( · ) fuese
una “función” sino también cuando f ( · ) estuviese dada por un grafo arbitrario, elim-
inando las distinciones entre un gráfico y una función. De hecho, si la afirmación de
Fourier fuese correcta, cualquier grafo tendría una fórmula, dada por la serie asociada
con él.

Fourier, como Euler, calculó la expresión de los coeficientes Ak de una forma muy labo-
riosa (y errónea). La versión corregida es

An =
1

2π

∫ π

−π
f (θ)e−jnθ dθ. (2.8)

La serie (2.7) se conoce como serie de Fourier, y los coeficientes (2.8) como coeficientes de
Fourier de f ( · ). Fourier observó que los coeficientes An tienen sentido siempre que f ( · )
sea un gráfico limitando un área definida (integrable en la terminología actual), y por
lo tanto declaró que sus resultados eran válidos para cualquier f ( · ) que tuviese esa
propiedad.

En 1807 Fourier presentó su trabajo Mémoire sur la propagation de la chaleur al Instituto de
París. El trabajo recibió apenas una tenue acogida, y los jueces recomendaron a Fourier
que puliera su trabajo, y lo presentara para el gran premio de 1812. El panel de jueces de
la Academia para este concurso incluía a Lagrange, Laplace, y Legendre, y acordaron a
Fourier el gran premio, pero no sin reservas: incomodaba el comentario de Fourier acerca
de que cualquier función periódica arbitraria podía ser representada con la ecuación (2.7).
El gran premio contenía el siguiente comentario:

La forma en la que el autor arriba a sus ecuaciones no está exenta de dificultades, y su
análisis deja algo que desear, sea en generalidad o aún en rigurosidad.

En definitiva, el artículo nunca fue publicado, y el trabajo de Fourier sobre la conducción
del calor, y la teoría de las series trigonométricas que lo soportaba, recién vio la luz con la
publicación en 1822 de Théorie analytique de la chaleur. Desde ese año, el trabajo de Fourier
recibió comentarios muchos más entusiastas que los de la Academia de París. James Clerk
Maxwell lo llamó un “gran poema matemático”. La carrera entera de William Thompson
(Lord Kelvin) estuvo marcada por la teoría del calor de Fourier:
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El teorema de Fourier no es sólo uno de los más bellos resultados del análisis moderno,
sino que se ha vuelto un instrumento indispensable en el tratamiento de casi cualquier
recóndito problema de la física moderna.

Euler falleció en 1783, y no tuvo oportunidad de conocer el trabajo de Fourier. Sin embar-
go quedaban pendientes sus objeciones al trabajo de Bernoulli: ¿cómo podía una función
arbitraria ser la suma de funciones periódicas? La solución propuesta por Fourier es ex-
tremadamente simple: la función dada se define sobre un intervalo cerrado (por ejemplo,
[0, 1] o [0, π], etc.), donde representa una cantidad física de interés (el desplazamiento de
la cuerda, la distribución de calor en la periferia del disco, etc.) La clave está en extender
la función fuera de ese intervalo, y hacer que esa extensión sea periódica. Por supuesto, si
una función se piensa como una fórmula, estas extensiones no son “funciones”. La idea
de Fourier de admitir funciones que son idénticas en un intervalo y diferentes fuera de él
hizo posible aplicar su teoría a una gran variedad de problemas, y condujo a un examen
crítico de la noción de función.

Como observó Fourier, los coeficientes An de (2.126) tienen sentido para todas las fun-
ciones para las cuales la integral es finita, y creía que la serie (2.7) era exactamente igual a
f ( · ) para todas las f ( · ) posibles y para todo θ. Esto es cierto todas las funciones “bue-
nas” (suaves a tramos), aunque no es cierto (de manera no trivial) para cualquier f ( · ).
Ninguna de las afirmaciones de Fourier acerca de las series sería considerada correcta
bajo los parámetros matemáticos de hoy en día. Dirichlet tomó el trabajo de Fourier y
lo fundamentó de manera rigurosa, sentando bases firmes para el análisis moderno. En
primer lugar era necesario precisar el concepto de función, y la definición de Dirichlet es
la que se estudia en los cursos de análisis actuales: una función es una regla que asigna
un valor definido f (x) a cualquier x en un conjunto de puntos. Bajo esta definición una
función ya no tiene que ser una fórmula o un gráfico, y en 1828 Dirichlet dio un ejem-
plo que Fourier ni siquiera habría imaginado: la función característica del conjunto de
números racionales, definida como

f (x) =

{
1, si x es racional,
0, si x es irracional.

Esta función no puede representarse con ningún gráfico; tampoco encierra ningún área,
de modo que sus coeficientes de Fourier no pueden ser calculados con (2.8).

Sin embargo, para todas las funciones que pueden “dibujarse”, Dirichlet probó que la
serie de Fourier converge a f (x) en cualquier punto x donde f ( · ) sea continua, y al valor
medio [ f (x+) + f (x−)]/2 si f ( · ) tiene una discontinuidad en x. Además demostró que si
f ( · ) es suave en un intervalo [a, b], entonces la serie de Fourier converge uniformemente
a f (x) para todo x ∈ [a, b]. Este fue el primer resultado importante sobre la convergencia
de las series de Fourier. Posteriormente, C. Jordan demostró que las funciones contin-
uas de variación acotada tienen series de Fourier convergentes. A lo largo de los años
aparecieron otros muchos teoremas estableciendo condiciones suficientes para que una
función tenga una serie de Fourier convergente.

Para trabajar con funciones que no pueden dibujarse es necesario generalizar la idea de la
integral más allá de la idea intuitiva del “área bajo una curva”. Sólo entonces es posible
calcular los coeficientes de Fourier de una función con un número infinito de discon-
tinuidades. Riemann desarrolló una teoría de integración que soportaba tales funciones,
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y dio un ejemplo de una función que no satisface las condiciones de Dirichlet pero que
tiene una serie de Fourier que converge punto a punto. También inició el estudio de series
trigonométricas que no tienen por qué ser series de Fourier de alguna función.

Dirichlet creía (y pensaba que iba a poder probar) que la serie de Fourier de toda función
continua, y posiblemente de cualquier función integrable según el criterio de Riemann
converge en todo punto. Este punto de vista era compartido por muchos matemáticos
prominentes, como Riemann, Weierstrass y Dedekind. Sin embargo, en 1876 Du Bois-
Reymond ideó una función continua cuya serie de Fourier es divergente en un punto.

Cantor también estuvo interesado en el estudio de las series de Fourier. Observó que el
cambio de una función f ( · ) en unos pocos puntos no varía sus coeficientes de Fourier, y
se preguntó cuántos puntos podían ignorarse, y qué tipos de conjuntos formaban, lo que
lo condujo al estudio de conjuntos infinitos y números cardinales.

En 1904 Féjer probó que la serie de Fourier de una función continua es sumable en un
sentido particular (el promedio de las primeras sumas parciales converge), y bajo este
punto de vista converge uniformemente a la función. Este teorema es extremadamente
útil e impulsó el estudio de la sumabilidad de las series.

El hecho notado por Cantor que el cambio de una función en unos pocos puntos no
altera los coeficientes de Fourier porque la integral (2.8) no se ve afectada por ellos, llevó
a formular de manera diferente la identidad de las funciones con las series: en lugar
de preguntarse cuándo la serie de Fourier y la función son iguales en todo punto, se
debe examinar cuándo las dos son iguales en todo intervalo excepto en aquellos que
son irrelevantes para la integración. Este problema condujo a una revisión crítica de la
integral de Riemann, y motivó a Lebesgue a definir una nueva integral que fuese más
flexible. Conceptos tales como conjuntos de medida nula y igualdad de funciones casi en todo
punto cambiaron el significado de “función” todavía más: dos funciones son “iguales” si
difieren sólo sobre un conjunto de medida nula. Por lo tanto, la función de Dirichlet (la
función característica de los racionales) es igual a 0 “casi en todo punto”. Así, a lo largo de
la historia, el concepto de función evolucionó desde una fórmula, pasando por un grafo,
luego una regla, hasta llegar en la actualidad a convertirse en una clase de equivalencia.
El concepto de integral de Lebesgue se ha vuelto imprescindible en el análisis moderno.

Antes del ejemplo de 1876 de Du Bois-Reymond los matemáticos creían que la serie de
Fourier de una función continua converge en todo punto. Como no pudieron probar esta
hipótesis, el ejemplo les hizo pensar que exactamente lo opuesto podría ser cierto: esto
es, que existiese una función continua cuya serie de Fourier diverge en todo punto. En
1926 Kolmogorov probó algo menos, pero igualmente sorprendente: existen una función
Lebesgue-integrable definida sobre [−π, π] (espacio L1) cuya serie de Fourier diverge en
todo punto. La función ideada por Kolmogorov no es continua, ni Riemann integrable.
Luego de que este ejemplo fuese publicado se esperaba que tarde o temprano alguien
descubriese una función continua con una serie de Fourier divergente en casi todo pun-
to. Sin embargo, hubo una nueva sorpresa. En 1966 Carleson probó que si f ( · ) es de
cuadrado integrable (espacio L2), entonces la serie de Fourier converge a f ( · ) en casi
todo punto. En particular, esto es cierto para funciones continuas, de modo que Fourier
casi tenía razón! El teorema de Carleson es mucho más difícil de probar que la may-
oría de los resultados que se han citado. En 1967 R. A. Hunt demostró que la serie de
Fourier de cualquier función definida sobre un intervalo [a, b] tal que

∫ b
a | f (x)|pdx < ∞,

con 1 < p < ∞ (espacios Lp) converge en casi todo punto, y en la dirección inversa, Y.
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Tabla 2.1: Datos de la órbita del asteroide Pallas.

Ascención θ

(grados)
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330

Declinación x
(minutos)

408 89 −66 10 338 807 1238 1511 1583 1462 1183 804

Katznelson y J. P. Kahane mostraron en 1966 que dado un conjunto E de medida nula en
[−π, π] existe una función continua cuya serie de Fourier diverge en E.

2.1.2. La determinación de las órbitas de los planetas

El segundo problema que anticipó las bases del análisis de Fourier, particularmente en
su forma discreta, fue la determinación de las órbitas de los cuerpos celestes. Euler, La-
grange y Alexis Claude Clairaut hicieron contribuciones fundamentales al proponer que
los datos obtenidos a partir de las observaciones podían ser aproximados por combina-
ciones lineales de funciones periódicas. El cálculo de los coeficientes de esas expansiones
trigonométricas llevó al cálculo de lo que hoy llamamos transformada discreta de Fourier.
En realidad, un artículo escrito en 1754 por Clairaut contiene la primera fórmula explícita
para el cálculo de la transformada discreta de Fourier (TDF).

Clairaut y Lagrange habían estudiado el problema de ajustar datos astronómicos; co-
mo estos datos tienen patrones periódicos, era natural emplear funciones aproximadoras
formadas por una suma ponderada de un número finito de funciones seno y coseno. La
solución del cálculo de los pesos de las funciones trigonométricas condujo a una de las
primeras expresiones de la transformada discreta de Fourier. Una página del trabajo de
Lagrange publicado en 1759, que se muestra en la Fig. 2.1, contiene todos los ingredientes
de una serie discreta de Fourier de senos; en la figura, el símbolo ω̃ representa a π.

En junio de 1801 el astrónomo Zach publicó las posiciones orbitales de Ceres, un nuevo
“pequeño planeta” que había sido descubierto por G. Piazzi en enero del mismo año.
Desafortunadamente Piazzi sólo pudo observar 9 grados de la órbita antes que desa-
pareciera detrás del sol. Zach publicó varias predicciones de su posición, incluyendo una
calculada por Gauss que difería notoriamente de las demás. Cuando Ceres fue redescu-
bierto por Zach en diciembre de 1801 estaba casi exactamente donde Gauss había predi-
cho. Casi al mismo tiempo Gauss obtuvo los datos de posición del asteroide Pallas, que
se muestran en la Tabla 2.1. La variable θ representa la ascensión en grados, y la vari-
able x la declinación en minutos. La dupla (θn, xn) representa un par de datos, donde
n = 0, . . . , 11. Para determinar la órbita es necesario encontrar una función continua de
θ que pase por cada uno de los 12 pares de puntos con el menor error posible. Como los
valores de x parecen tener una distribución periódica en función de θ, Gauss propuso
una función de la forma

x = f (θ) = a0 +
5

∑
k=1

[
ak cos

(
2πk
360

θ

)
+ bk sen

(
2πk
360

θ

)]
+ a6 cos

(
2π6
360

θ

)
. (2.9)

Esta ecuación tiene doce coeficientes desconocidos (los ak y los bk) cada uno de los cuales
multiplica a una función coseno o seno de un cierto período o frecuencia, denominados
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Fig. 2.1. Página de La Naturaleza y Propagación del Sonido, escrito por Lagrange en 1759,
donde trata la solución del problema de la cuerda vibrante, supuesta formada por m− 1
partículas cuyos desplazamientos yn son sumas de funciones senoidales de distinta
frecuencia. Esta representación es escencialmente una transformada discreta de Fourier
de senos.

modos. El período fundamental, representado por los términos con coeficientes a1 y b1,
es de 360 grados; los modos con k > 1 poseen períodos menores, de 360/k grados. El
coeficiente a0 representa el valor medio de la función.

Para determinar los 12 coeficientes son necesarias 12 condiciones, que resultan de exigir
que la función f (θ) pase por los datos X, es decir

xn = f (θn)
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para n = 1, . . . , 12. Esto conduce a un sistema de 12 ecuaciones con 12 incógnitas

x1 = a0 +
5

∑
k=1

[
ak cos

(
2πk
360 θ1

)
+ bk sen

(
2πk
360 θ1

)]
+ a6 cos

( 2π6
360 θ1

)
...

x12 = a0 +
5

∑
k=1

[
ak cos

(
2πk
360 θ12

)
+ bk sen

(
2πk
360 θ12

)]
+ a6 cos

( 2π6
360 θ12

)
que puede escribirse como

x = Mc,

donde
x = (x1, . . . , x12)

′
, c = (a0, a1, b1, . . . , a5, b5, a6)

′
,

y

M =



1 cos
(2π0

360 θ1
)

sen
(2π0

360 θ1
)
· · · cos

(2π5
360 θ1

)
sen
(2π5

360 θ1
)

cos
(2π6

360 θ1
)

1 cos
(2π0

360 θ2
)

sen
(2π0

360 θ2
)
· · · cos

(2π5
360 θ2

)
sen
(2π5

360 θ2
)

cos
(2π6

360 θ2
)

...
...

...
. . .

...
...

...

1 cos
(2π0

360 θ12
)

sen
(2π0

360 θ12
)
· · · cos

(2π5
360 θ12

)
sen
(2π5

360 θ12
)

cos
(2π6

360 θ12
)


.

El vector de coeficientes c se puede calcular como c = M−1x, y sus valores son

a0 = 780,6,
a1 = −411,0, b1 = −720,2,
a2 = 43,4, b2 = −2,2,
a3 = −4,3, b3 = 5,5,
a4 = −1,1, b4 = −1,0,
a5 = 0,3, b5 = −0,3.
a6 = 0,1,

En la Fig. 2.2 se comparan los datos, marcados “�”, y la función f (·) graficada como
una curva suave. Más allá de que la función pasa exactamente por los puntos que rep-
resentan los datos medidos, lo importante es que los coeficientes ak y bk permiten otra
interpretación: representan la “estructura” o “comportamiento frecuencial” de los datos.
Los coeficientes de mayor valor corresponden al modo constante a0 y al modo funda-
mental (a1 y b1). Los coeficientes de los modos de frecuencia mayor tienen magnitudes
que apenas alcanzan el 10 % de la magnitud de los primeros, pero igual son necesarios
para aproximar los datos con exactitud.

El sistema de 12 ecuaciones con 12 incógnitas podía resolverse sin mayor esfuerzo aún en
épocas de Gauss. Sin embargo, ya sea por buscar un atajo o sorprendido por las simetrías
de las funciones seno y coseno, Gauss descubrió una forma de reordenar los coeficientes
y las ecuaciones en tres subproblemas que se resolvían de manera más sencilla. Un pe-
queño cálculo contenido en su tratado sobre interpolación Theoria Interpolationes Methodo
Nova Tractata, datado en 1805 pero publicado póstumamente en 1866, contiene la primera
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Fig. 2.2. Los doce puntos marcados “�” describen la posición del asteroide Pallas. La decli-
nación x en minutos se grafica en función de la ascención θ en grados. Para aproximar
los datos se utiliza una suma ponderada de doce funciones seno y coseno con diferentes
períodos (curva continua). Los coeficientes de la suma ponderada se calculan con una
transformada discreta de Fourier.

prueba clara e indudable del empleo de la transformada rápida de Fourier (más cono-
cida por sus siglas en inglés FFT), cuya autoría se atribuye generalmente a Cooley y
Tukey por su trabajo publicado en 1965. Es una ironía del destino que el trabajo de Gauss
fuese citado en la enciclopedia matemática de Burkhardt Encyklopädie der Matematischen
Wissenchaften, publicada en 1904, y nuevamente en 1977 en un trabajo de Goldstine, quien
reprodujo estos resultados y mostró que el particionado ideado por Gauss es el corazón
del método de cálculo de la moderna transformada rápida de Fourier. En 1985 Heide-
man, Johnson y Burrus reconstruyeron la historia completa de la FFT en una fascinante
pieza de investigación, donde resaltan:

Los trabajos de Burkhardt y de Goldstine pasaron tan desapercibidos como el mismo
trabajo de Gauss.

Estos métodos serán estudiados con mucho mayor detalle en Capítulos posteriores.

2.1.3. Influencia en otras ramas de la ciencia

Las series de Fourier han permitido el desarrollo de nuevos campos en la matemática.
Uno de los teoremas fundamentales del análisis funcional, el teorema de Riesz-Fischer,
se demuestra usando series de Fourier. Se considera que este teorema es la base de la
teoría de transformación de von Newman, que muestra la equivalencia entre la descrip-
ción ondulatoria y matricial de la mecánica cuántica. Otra teoría de transformación que
perseguía los mismos objetivos fue desarrollada por P. A. M. Dirac, en la que juega un
papel fundamental la “función” δ, cuyas propiedades inusuales (algunas de las cuales
se estudian en la Seccion 2.3.4) no son consistentes con el análisis clásico (von Newman
la describe como una “ficción” en lugar de una función). El estudio de tales objetos, de-
nominados hoy en día funciones generalizadas o distribuciones, es una rama importante del
análisis desarrollada por S. L. Sobolev y L. Schwartz. En algunos aspectos, los espacios
de tales funciones son el dominio natural de las series de Fourier.
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Un objeto matemático relacionado con las series es la transformada, introducida por Fouri-
er al estudiar la conducción del calor en una barra de longitud infinita. Se ha aplicado en
área tales como conducción de calor, óptica, procesamiento de señales y probabilidad, y
recibió importantes contribuciones de N. Wiener, quien desarrolló lo que hoy en día se
conoce como análisis armónico generalizado. También se ha vuelto más abstracta en una ra-
ma de la matemática conocida como análisis armónico, algunas de las principales figuras
fueron E. Cartan, H. Weyl, y Harish-Chandra.

Las series de Fourier fueron ideadas para estudiar un problema físico; no sorprende en-
tonces que hayan encontrado tantas aplicaciones. Como muestra esta breve reseña, los
intentos para comprender el comportamiento de estas series sentaron las bases del análi-
sis riguroso.

Una de las ramas más teóricas de la matemática es la teoría de números, y a primera
vista parecería que no tiene puntos de contacto con las series de Fourier. Sin embargo,
H. Weyl utilizó los resultados de convergencia de Féjer para probar uno de sus teoremas
más relevantes.

Otra de las áreas de aplicación de las series de Fourier es la cristalografía. En 1985 H.
A. Hauptman y J. Karle ganaron el premio Nobel de Química por desarrollar un nuevo
método de cálculo de las constantes cristalográficas a partir de sus coeficientes de Fourier,
que pueden inferirse por mediciones. Dos ingredientes fundamentales de su desarrollo
son el teorema de Weyl comentado más arriba, y los teoremas de Toeplitz sobre las series
de Fourier de funciones no negativas.

Recientemente, el desarrollo de métodos computacionales rápidos para el cálculo de una
versión discreta de la transformada de Fourier, iniciado por J. Cooley y J. Tukey en 1965,
aumentaron enormemente su rango de aplicación. La transformada rápida de Fourier
(FFT) tuvo una difusión tan masiva que en 1993 se estimó que casi la mitad de todo el
tiempo de cálculo de las supercomputadoras se gastaba calculando FFT, aún para tareas
tales como la multiplicación de grandes números.

Otro desarrollo reciente que ha recibido gran atención es la teoría de onditas (wavelets).
En este caso las funciones no se expanden en series de Fourier, sino utilizando otras bases
ortogonales que son apropiadas para cálculos eficientes, lo que dio lugar a nuevos algo-
ritmos utilizados en procesamiento de señales y para la solución numérica de ecuaciones.

2.2. Series de Fourier

Una señal x̃ (t) es periódica de período T0 si x̃ (t) = x̃ (t+ kT0) para todo k entero. La
expansión en series de Fourier consiste en expresarla como una suma infinita de términos
seno y coseno, que habitualmente se escribe como

x̃ (t) = a0 +
∞

∑
k=1

ak cos
(

2π

T0
kt
)
+

∞

∑
k=1

bk sin
(

2π

T0
kt
)

. (2.10)

Los coeficientes ak y bk representan las amplitudes de los términos coseno y seno, re-
spectivamente. La cantidad 2π/T0 =̇ Ω0 es la frecuencia angular fundamental de la señal,
y en consecuencia, la cantidad k(2π/T0) =̇ kΩ0 representa el k-ésimo armónico de la
frecuencia fundamental. Cada una de las funciones seno y coseno de la expresión (2.10)
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Fig. 2.3. Verificación gráfica de las ecuaciones (2.11) y (2.13), para m 6= n, y de la ecuación
(2.12).

se denomina función base, y forman un conjunto ortogonal sobre el intervalo T0, lo que
significa que satisfacen las siguientes relaciones:

∫ T0

0
cos mΩ0t cos nΩ0t dt =

{
T0/2, m = n,

0, m 6= n,
(2.11)

∫ T0

0
cos mΩ0t sen nΩ0t dt = 0, para todo m, n, (2.12)

∫ T0

0
sen mΩ0t sen nΩ0t dt =

{
T0/2, m = n,

0, m 6= n.
(2.13)

Estas relaciones pueden verificarse analíticamente (calculando la integral) o bien estu-
diando gráficamente el producto de dos señales de diferentes frecuencias, tal como se
ve en la Fig. 2.3: el producto de dos armónicos de distinta frecuencia, en el lapso de un
período fundamental de la señal genera una función con idéntica área por encima y por
debajo del eje de las abscisas, y por lo tanto el área neta (la integral) es nula.

Para determinar el coeficiente a0, se integran ambos miembros de la ecuación (2.10) sobre
un período completo:

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) dt =

∫ T0/2

−T0/2
a0 dt+

∫ T0/2

−T0/2

[
∞

∑
k=1

ak cos
(

k
2π

T0
t
)
+bk sin

(
k

2π

T0
t
)]

dt = a0T0,

ya que las integrales sobre un período de tiempo de los términos cos kΩ0t y sen kΩ0t son
nulas. Se encuentra entonces que a0 es el valor medio de la señal periódica x̃ (t) sobre un
período, es decir

a0 =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) dt. (2.14)

Para determinar los coeficientes ak se multiplican ambos miembros de la ecuación (2.10)
por la función cos kΩ0t, y se integra sobre un período completo. Es indistinto integrar
sobre el intervalo −T0/2 ≤ t < T0/2 o sobre el intervalo 0 ≤ t ≤ T0, como se verá en la
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Sección 2.4 (Ejemplo 2.14). Utilizando las identidades (2.11) y (2.12), se encuentra que

ak =
2
T0

∫ T0/2

−T0/2

x̃ (t) cos kΩ0t dt, k = 1, 2, . . . (2.15)

De manera análoga, aplicando la ecuación (2.13) puede determinarse que

bk =
2
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) sen kΩ0t dt, k = 1, 2, . . . (2.16)

2.2.1. Serie de Fourier con exponenciales complejas

La serie de Fourier de la ecuación (2.10) se puede escribir de una manera más compacta
utilizando exponenciales complejas; basta sustituir en (2.10) los términos seno y coseno
por su forma exponencial

cos kΩ0t =
1
2

(
ejkΩ0t + e−jkΩ0t

)
,

sen kΩ0t =
1
2j

(
ejkΩ0t − e−jkΩ0t

)
= j

1
2

(
−ejkΩ0t + e−jkΩ0t

)
.

Se obtiene entonces

x̃ (t) = a0 +
∞

∑
k=1

[(
ak − jbk

2

)
ejkΩ0t +

(
ak + jbk

2

)
e−jkΩ0t

]
. (2.17)

Definiendo el número complejo ck en base a ak y bk como

ck =


1
2 (ak − jbk) , k > 0,

a0, k = 0,

1
2

(
a(−k) + jb(−k)

)
, k < 0,

(2.18)

se puede escribir la ecuación (2.17) de manera más simple:

x̃ (t) =
∞

∑
k=−∞

ckejkΩ0t, (2.19)

donde

ck =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) e−jkΩ0t dt, k = 0,±1,±2, . . . (2.20)

La expansión en series (2.19) se conoce como serie de Fourier compleja. Los coeficientes ck
dados por (2.20) son los coeficientes complejos de Fourier3.

La ecuación (2.20) explica cómo calcular todos los coeficientes complejos de Fourier a
partir de una señal periódica x̃ (t) dada. Por ello se la suele denominar ecuación de análisis.
Por otra parte, la ecuación (2.19) indica cómo reconstruir la señal x̃ (t) a partir de un
conjunto de coeficientes ck dados, y por tal motivo se la suele denominar ecuación de
síntesis.

3La derivación de la ecuación (2.20) también puede obtenerse siguiendo un procedimiento similar al
utlizado para la serie de senos y cosenos, sabiendo que∫ T0

0
ejnΩ0 te−jmΩ0 tdt =

∫ T0

0
ej(n−m)Ω0 tdt =

{
T0, n = m,

0, en caso contrario.
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Algunas propiedades

El análisis de (2.18) y (2.20) revela que:

1. Si la función x̃ (t) es par los coeficientes ck son reales. En efecto, si x̃ (t) es par, esto es
x̃ (t) = x̃ (−t), la serie (2.10) es una serie de cosenos (los coeficientes bk son nulos).
De (2.18) se observa que ck = c(−k) ∈ R (k ≥ 0).

2. Si x̃ (t) es impar, i.e. x̃ (t) = −x̃ (−t) , los coeficientes ck son imaginarios. En este
caso la serie (2.10) es una serie de senos (los coeficientes ak son nulos), y de (2.18) se
desprende que ck = −c(−k) ∈ I (k ≥ 0).

3. Si x̃ (t) es real
ck = c∗−k, (2.21)

donde el símbolo “∗” indica conjugación.

2.2.2. ¿Qué significan las frecuencias negativas?

De acuerdo la representación de la serie compleja (2.19), una señal periódica contiene
todas la frecuencias (positivas y negativas) que están armónicamente relacionadas –en
relación entera– con la frecuencia fundamental Ω0. Según Haykin (1989), la presencia de
las frecuencias negativas se debe a que el modelo matemático de la señal descrito por la
ecuación (2.19) requiere el uso de frecuencias negativas. De hecho, esta representación
utiliza una función base (ejkΩ0t) que toma valores complejos, lo que tampoco tiene signifi-
cado físico. La razón de utilizar funciones que toman valores complejos y componentes
de frecuencia negativas permite una descripción matemática compacta de una señal per-
iódica, que es útil tanto para la teoría como para las aplicaciones.

Sin embargo, para Porat (1997) la existencia física de las frecuencias negativas se manifi-
esta, por ejemplo, al pensar en el giro de una rueda. Ciertamente la rotación en sentido
horario es diferente del giro en sentido antihorario; de modo que si la velocidad angular
de una rueda que gira en sentido antihorario se define como positiva, la rotación en senti-
do horario será negativo. La frecuencia angular de una señal juega el mismo papel que la
velocidad angular de la rueda y puede tomar cualquiera de los dos signos. Para señales
que toman valores reales, la propiedad de simetría conjugada ck = c∗(−k) (2.21) de los co-
eficientes de la serie de Fourier –o de la transformada de Fourier X (− f ) = X∗ ( f ) que se
estudia en la Sección 2.5.10– oculta la existencia de frecuencias negativas. Sin embargo,
para señales complejas las frecuencias positivas y negativas son diferentes. Por ejemplo,
la señal compleja ej2π f0t con f0 > 0 es distinta de la señal con f0 < 0.

Las señales complejas también son motivo de controversia, debido a que tales señales
no suelen encontrarse como entidades físicas. En realidad, sirven como representaciones
matemáticas apropiadas para señales reales de cierto tipo. Un ejemplo familiar en de
ingeniería eléctrica es la representación fasorial de tensiones y corrientes alternas utiliza-
da en el análisis de estado estacionario de circuitos eléctricos. Una tensión real v(t) =
vm cos (2π f0t+ φ0) se representa con el fasor V = vmejφ0 ; la relación entre v(t) y V es
v(t) = Re{Vej2π f0t}. El fasor representa la señal alterna real con una señal constante com-
pleja V.
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2.2.3. Espectro discreto

La representación de una señal periódica por medio de una serie de Fourier es equiva-
lente a resolver la señal en sus diferentes componentes armónicos. La expresión de la serie
de Fourier compleja (2.19) indica que una señal periódica x̃ (t) de período T0 tiene com-
ponentes de frecuencia 0, ± f0, ±2 f0, ±3 f0, . . ., donde f0 = 1/T0 es la frecuencia funda-
mental. Mientras que x̃ (t) pertenece al dominio tiempo, donde t es una variable definida
continuamente sobre un intervalo finito o infinito, su descripción en el dominio de la fre-
cuencia consta de componentes ck concentrados en las frecuencias±k f0, k = 0, 1, 2, . . . . El
gráfico de ck en función de la frecuencia f = k f0 = k/T0 se denomina espectro4 de la señal.
Dada una señal x̃ (t) se puede determinar su espectro utilizando la ecuación de análisis
(2.20); recíprocamente, si se especifica el espectro, es posible determinar la señal temporal
asociada utilizando la ecuación de síntesis (2.19). Esto implica que la señal periódica x̃ (t)
puede especificarse de dos formas equivalentes:

1. en el dominio tiempo, donde se representa x̃ (t) como una función de la variable real
tiempo;

2. en el dominio frecuencia, donde la señal es descrita por su espectro en función de las
frecuencias armónicas de f0.

Ambas representaciones son aspectos diferentes de un mismo fenómeno, y no son inde-
pendientes una de otra, sino que están fuertemente relacionadas entre sí por las ecua-
ciones de síntesis y análisis (2.19) y (2.20), respectivamente.

En general, el coeficiente de Fourier ck es un número complejo, de modo que se puede
expresar en la forma polar

ck = |ck| ej arg(ck).

El término |ck| define la amplitud de la k-ésima componente armónica de la señal x̃ (t) ,
y la gráfica de |ck| versus la frecuencia permite obtener el espectro de amplitud discreto de
la señal. El gráfico del arg (ck) en función de la frecuencia se denomina espectro de fase
discreto de la señal. Se dice que el espectro es discreto porque tanto la amplitud como
la fase de ck están concentrados en frecuencias que son múltiplos enteros (positivos y
negativos) de la frecuencia fundamental f0, y no están definidos para otros valores de
frecuencia.

Las propiedades de la Sección 2.2.1 muestran que los coeficientes complejos de Fourier
(2.20) de una señal x̃ (t) que toma valores reales verifican c(−k) = c∗k , donde c∗k es el
complejo conjugado de ck. Es un hecho conocido que∣∣∣c(−k)

∣∣∣ = |c∗k | = |ck| ,

y
arg (c−k) = arg (c∗k ) = − arg (ck) .

Esto significa que el espectro de amplitud de una señal periódica x̃ (t) que tome valores
reales es simétrico (una función par de la frecuencia), y que el espectro de fase es anti-
simétrico (una función impar de la frecuencia) respecto de un eje vertical que pase por el
origen.

4El término “espectro” proviene del latín spectrum, o imagen. Fue utilizado originariamente por Newton
en sus investigaciones sobre la naturaleza de la luz.
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Fig. 2.4. Espectro discreto de x̃ (t) = A cos Ω0t: módulo-fase (a) y parte real-parte
imaginaria (b) .

EJEMPLO 2.1. Serie de Fourier de una constante
Si bien una señal constante x̃ (t) = A, −∞ ≤ t ≤ ∞ no es una señal periódica típica, es fácil ver que
cumple con la condición que x̃ (t) = x̃ (t+ T0) para todo t y cualquier T0; es una señal periódica de
período arbitrario. Los coeficientes de la serie de Fourier se calculan a partir de la ecuación (2.20),
resultando para k = 0,

c0 =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) dt =

1
T0

∫ T0/2

−T0/2
A dt = A,

y para k 6= 0, k = ±1,±2,±3, . . .

ck =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) e−jkΩ0t dt =

1
T0

1
−jkΩ0

A e−jkΩ0t
∣∣∣∣T0/2

−T0/2

=
A

−jkΩ0T0

(
e−jkΩ0T0/2 − ejkΩ0T0/2

)
=

A
−jkΩ0T0

[−2j sen (kΩ0T0/2)] (2.22)

=
A

πk
sen kπ = 0.

(En el desarrollo del último término de (2.22) se tuvo en cuenta que Ω0T0 = 2π). En consecuencia,
el espectro discreto de una señal constante x̃ (t) = A consta de un único valor A para la frecuencia
f = 0, asociada a k = 0. En este caso no tiene sentido hablar de los “armónicos superiores”. �

EJEMPLO 2.2. Serie de Fourier de un coseno
La función periódica x̃ (t) = A cos Ω0t se puede expresar, aplicando la fórmula de Euler, como

x̃ (t) = A cos Ω0t

=
A
2

e−jΩ0t +
A
2

e−jΩ0t.

Una comparación con la ecuación (2.19) revela que esta expresión coincide con la serie de Fourier;
por lo tanto, los únicos coeficientes complejos no nulos son c(−1) y c1, y su valor es

c(−1) = c1 =
A
2

.
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Fig. 2.5. Espectro discreto de x̃ (t) = A sen Ω0t: módulo-fase (a) y parte real-parte imaginar-
ia (b) .

De modo que el espectro discreto de una señal tipo coseno es real, y sólo tiene dos valores no nulos,
correspondientes a la primera armónica k = ±1, o bien a las frecuencias ±Ω0, tal como se muestra
en la Fig. 2.4, en donde el espectro discreto ha sido graficado en las dos formas típicas: módulo y
fase o parte real-parte imaginaria. �

EJEMPLO 2.3. Serie de Fourier de una sinusoide
De manera similar, puede determinarse el espectro de una señal x̃ (t) = A sen Ω0t. Teniendo en
cuenta que

sen Ω0t = − 1
2j

e−jΩ0t +
1
2j

ejΩ0t

=
j
2

e−jΩ0t − j
2

ejΩ0t

se deduce que el espectro discreto consta solamente de dos valores no nulos, correspondientes a la
primera armónica (frecuencia Ω0), para k = ±1 y cuyos valores son

c(−1) = j
A
2

, c1 = −j
A
2

.

Este espectro es imaginario puro, como muestra la Fig. 2.5 tanto en módulo y fase como en la forma
parte real-parte imaginaria. �

EJEMPLO 2.4. Serie de Fourier de un tren de pulsos rectangulares
La Fig. 2.6 muestra un tren periódico de pulsos rectangulares de amplitud A, duración τ y período
T0. Por conveniencia se elige que el origen del tiempo (t = 0) coincida con el centro del pulso. Sobre
un período T0/2 < t ≤ T0/2, la señal puede describirse analíticamente como

x̃ (t) =


A, −τ/2 < t < τ/2,

A/2, t = ±τ/2,

0, en caso contrario.
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Fig. 2.6. Tren periódico de pulsos rectangulares de amplitud A, duración τ, y período T0.

El espectro discreto de x̃ (t) formado por los coeficientes complejos ck se calcula a partir de la
ecuación (2.20). Se encuentra que5

ck =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃(t) e−jkΩ0t dt =

1
T0

∫ τ/2

−τ/2
A e−jkΩ0t dt

=
A

πk
sen

(
πτ

k
T0

)
, k = 0,±1,±2, . . .

que, por motivos que serán evidentes más adelante, también puede escribirse como

ck = A
τ

T0

sen
(

πτ k
T0

)
πτ k

T0

, k = 0,±1,±2, . . . (2.23)

El espectro de amplitud |ck| y de fase arg (ck) en función de los valores discretos de frecuencia
fk = k/T0, para un ciclo de trabajo τ/T0 = 1/5, se ha graficado en la Fig. 2.7. Se observa que:
1. El espaciado entre las líneas del espectro de la Fig. 2.7 está determinado por la frecuencia
fundamental f0 de la señal, que es la inversa del período T0, f0 = 1/T0.

2. La envolvente de la magnitud del espectro está determinada por la amplitud A y la duración
τ del pulso, y sigue una forma tipo (sen x) /x. El valor del espectro a la frecuencia f = 0 es
precisamente el valor medio o de continua de la señal x̃ (t) , que vale Aτ/T0 (como se deduce
de la Fig. 2.6).

3. La envolvente del espectro de amplitud cruza por cero en frecuencias que son múltiplos de
1/τ (el ancho del pulso), y que pueden o no coincidir con las líneas espectrales separadas
k/T0. En este caso particular, como τ/T0 = 1/5 los ceros de la envolvente del espectro se
anulan para los múltiplos de 5 veces la frecuencia fundamental, como revela la Fig. 2.7(a).

4. El espectro de fase toma los valores 0 y ±π, según sea el signo de [sen (πτk/T0)] / (πτk/T0).
La elección del signo de π (positivo o negativo) es irrelevante; en la figura se han elegido de
forma de preservar la antisimetría. Debe resaltarse que el valor de la fase es indefinido para
aquellos armónicos en donde se anula ck (en este caso, los múltiplos de 5 f0); esta indefinición
en la fase se ha indicado con cruces en la Fig. 2.7(b). �

Observación: En la Fig. 2.4 y en la Fig. 2.5 el espectro se ha graficado en función de las
armónicas de la frecuencia angular Ω0 = 2π/T0 (en radianes por segundo), mientras que
en la Fig. 2.7 la variable independiente son los armónicos de la frecuencia fundamental
f0 = 1/T0 (en ciclos por segundo). Aunque las dos representaciones son equivalentes,
se verá más adelante que en ciertos casos una puede ser más conveniente que la otra
pues algunas constantes de proporcionalidad toman valores unitarios.

5En muchas aplicaciones, el valor de la función en t = ±τ/2 es irrelevante, y las funciones

x̃1 (t)=
{

A, −τ/2 ≤ t ≤ τ/2,
0, en caso contrario, x̃2 (t)=


A, −τ/2 < t < τ/2,
A/2, t = ±τ/2,
0, en caso contrario,

x̃3 (t)=
{

A, −τ/2 < t < τ/2,
0, en caso contrario,

aunque matemáticamente diferentes, suelen ser representaciones equivalentes de un mismo fenómeno físico.
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Fig. 2.7. Espectro discreto del tren periódico de pulsos rectangulares para un ciclo de trabajo
τ/T0 = 1/5; amplitud (a) y fase (b) .

2.2.4. La función sinc(·)

Esta función juega un papel muy importante en el análisis de Fourier, en el estudio de
sistemas lineales e invariantes en el tiempo y en la teoría de comunicaciones en general.
Se define la función sinc(·) como

sinc(x) =
sen πx

πx
, (2.24)

cuya grafica se representa en la Fig. 2.8. La función sinc(x) alcanza su máximo en x = 0,
donde vale 1 (puede probarse aplicando la regla de l’Hôpital), y tiende a cero cuando
x tiende a ±∞, oscilando entre valores positivos y negativos, con una envolvente que
decae según 1/x. La función pasa por cero para los valores enteros de la variable x, es
decir, cuando x = ±1, ±2, . . . etc. El tramo de la función entre dos ceros consecutivos se
denomina lóbulo. El tramo comprendido entre x = ±1 es el lóbulo principal, y los demás
son los lóbulos laterales.

Los extremos relativos ocurren en x = xk donde d[sinc(x)]/dx = 0, es decir cuando

πxk cos(πxk)− sen(πxk) = 0, o bien tan(πxk)− πxk = 0.

Esta es una ecuación trascendente, y no puede resolverse de forma analítica. Los primeros
extremos relativos y los valores de la función en estos puntos se listan en la Tabla 2.2. Esta
tabla muestra que la abscisa del extremo y su módulo son aproximadamente k+ 1/2, y
[π(n+ 1/2)]−1 para el k-ésimo lóbulo, cuando k→ ∞.

Aunque no es trivial, puede demostrarse que el área encerrada por la función sinc(·) es
finita: ∫ ∞

−∞
sinc(x) dx = 1,
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Fig. 2.8. La función sinc(x).

Tabla 2.2: Ubicación y valor de los extremos relativos.

abscisa xk 0,000 1,430 2,459 3,471 4,477 5,482 6,484 7,486 8,488

sinc(xk) 1,000 −0,217 0,128 −0,091 0,071 −0,058 0,049 −0,042 0,037

y en forma general, ∫ ∞

−∞
sinc(ax)dx =

1
|a| ,

es decir, que la integral de la función converge. Esta igualdad se puede demostrar de
manera sencilla aplicando los resultados de la Sección 2.5.12. Es interesante comparar el
área de los distintos lóbulos. El área del lóbulo principal es

A0 =
∫ 1

−1
sinc(x) dx =

2
π

Si(π) = 1,17898,

donde Si(x) =
∫ x

0 sen(σ) dσ es la función seno integral, cuyos valores están tabulados. Si
Ak indica el área del k-ésimo lóbulo, se encuentra que

Ak =
1
π

Si[(k+ 1)π]− 1
π

Si(kπ).

Algunos valores de las áreas de los lóbulos laterales expresados en porcentajes del área
total se listan en la Tabla 2.3, y se representan en la Fig. 2.9(a). En la Fig. 2.9(b) se muestra
que el área es muy aproximadamente inversamente proporcional al número de lóbulo.

Tabla 2.3: Área relativa de los lóbulos laterales.

lóbulo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

área ( %) 118 −13,8 8,2 −5,8 4,5 −3,7 3,1 −2,7 2,4 −2,1

Si bien la función sinc(·) tiene área acotada, esto no ocurre para | sinc(·)|, lo que se
demuestra fácilmente separando el intervalo de integración en segmentos de longitud
1/a (la distancia entre ceros sucesivos del sinc), y notando que |sen(πax)/(πax)| ≥
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Fig. 2.9. Área de los lóbulos de la función sinc( · ).

|sen(πax)/(πn)| para (n− 1)/a ≤ x ≤ n/a. Entonces∫ ∞

0

∣∣∣∣sen(πax)
πax

∣∣∣∣ dx ≥
∫ 1/a

0

∣∣∣sen(πax)
π

∣∣∣ dx+
∫ 2/a

1/a

∣∣∣sen(πax)
2π

∣∣∣ dx+ · · ·+
∫ n/a

(n−1)/a

∣∣∣sen(πax)
nπ

∣∣∣ dx+ · · ·

=
1
π

∞

∑
n=1

1
n

∫ n/a

(n−1)/a
|sen(πax)| dx =

2
π

∞

∑
n=1

1
n
|cos(nπ)| = 2

π

∞

∑
n=1

1
n

.

La serie del último término, conocida como serie armónica, no converge. Por lo tanto,

lı́m
T→∞

∫ T

−T
|sinc(ax)| dx → ∞.

Utilizando la función sinc(·) la expresión (2.23) de los coeficientes ck de la serie de Fourier
del tren de pulsos rectangulares del Ejemplo 2.4 se puede escribir de manera más com-
pacta como

ck = A
τ

T0
sinc

(
τ

k
T0

)
, k = 0,±1,±2, . . . .

2.3. La transformada de Fourier

La transformada de Fourier juega un papel importante en muchas ramas de la cien-
cia. Si bien puede ser pensada de manera estrictamente funcional, como es común en
el tratamiento de otras transformadas, también asume en muchos casos un significado
físico tan preciso como el de las funciones de las cuales se deriva. Una forma de onda –
óptica, eléctrica o acústica– y su espectro son apreciados igualmente como representación
matemática o entidades medibles: un osciloscopio nos muestra la forma de onda, y un
espectrómetro (un prisma!) o un analizador de espectro revela el espectro óptico o eléc-
trico. La apreciación acústica es más directa, ya que el oído “oye” el espectro. Las formas
de onda y los espectros son transformadas unas de los otros; la transformada de Fourier
es entonces una relación eminentemente física.

En muchas ramas de la ciencia se conocía la teoría de Fourier no en forma matemática,
sino como un conjunto de proposiciones acerca de un fenómeno físico. Frecuentemente,
la interpretación física de un teorema es un hecho experimentalmente comprobable, y
esto permite al científico mantenerse alejado de lo que matemáticamente puede ser muy
abstracto. El énfasis en la interpretación física permite tratar de manera natural con tópi-
cos que normalmente se considerarían mas “avanzados”.
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Fig. 2.10. Ondas cuadradas de distintos períodos y sus coeficientes de Fourier en función del
número de armónico. T0 = 2τ (a); T0 = 4τ (b); T0 = 8τ (c) .

2.3.1. Desarrollo de la transformada de Fourier

En la Sección 2.2 se estudió cómo una señal periódica puede representarse como una
combinación lineal de exponenciales complejas armónicamente relacionadas. Estos resul-
tados pueden extenderse para desarrollar una representación de señales aperiódicas como
combinación lineal de exponenciales complejas. La introducción de esta representación
es una de las más importantes contribuciones de Fourier, y el desarrollo que se presenta
aquí es muy similar al que él desarrolló en su trabajo original.

Los coeficientes complejos de la serie de Fourier de la onda periódica cuadrada del Ejem-
plo 2.4 están dados por la expresión (2.23), repetida aquí por comodidad,

ck = A
τ

T0
sinc

(
τ

k
T0

)
, k = 0,±1,±2, (2.25)

donde T0 es el período de la señal, y τ el tiempo durante el cual la señal toma el valor
A. En la Fig. 2.10 se grafican los valores de estos coeficientes, para un valor fijo de τ y
distintos valores del período T0, en función del número de armónica k. En la Fig. 2.11
se ha repetido esta figura con algunas modificaciones. En primer lugar, se ha graficado
T0ck en lugar de ck, y se ha modificado el eje de abscisas, graficando los coeficientes en
función de la frecuencia fk = k/T0 de los armónicos, y no en función del número k de
armónico. La importancia de estos cambios puede apreciarse examinando la ecuación
(2.25). Multiplicando ck por T0 se obtiene

T0ck = Aτ sinc
(

τ
k
T0

)
= Aτ

sen (πτ f )
πτ f

∣∣∣∣
f=k/T0

.

Pensando en f como una variable continua, la función Aτsen(πτ f ) / (πτ f ) represen-
ta la envolvente de los coeficientes T0ck, y estos coeficientes son simplemente muestras
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Fig. 2.11. Ondas cuadradas de distintos períodos y sus coeficientes de Fourier (escalados por
el período T0) en función de la frecuencia fk = k/T0. T0 = 2τ (a); T0 = 4τ (b);
T0 = 8τ (c) .

equiespaciadas de esta envolvente. Además, si τ (el “tiempo de encendido”) se deja fi-
jo, la envolvente de T0ck es independiente de T0. Sin embargo, tal como se observa en la
Fig. 2.11, a medida que aumenta el espaciado entre los pulsos ( T0 crece o disminuye f0)
la envolvente se “muestrea” más finamente. Cuando T0 se hace arbitrariamente grande
la onda periódica cuadrada original se parece a un pulso: en el dominio tiempo se tiene
una señal aperiódica que coincide con un período de la onda cuadrada. Además los coefi-
cientes de la serie de Fourier (multiplicados por T0) son muestras cada vez más próximas
entre sí de la envolvente, de manera que, en un sentido que se especificará en seguida,
el conjunto de coeficientes de la serie de Fourier tiende a la función envolvente cuando
T0 → ∞.

Este ejemplo ilustra la idea básica del desarrollo de Fourier para representar señales aper-
iódicas. Específicamente, se piensa en una señal aperiódica como el límite de una señal
periódica cuando el período se hace arbitrariamente grande, y se examina el compor-
tamiento en el límite de la representación en series de Fourier. Para tal fin se considera
una señal aperiódica x (t) cualquiera que tenga duración finita6; esto es, que para algún
número T, x (t) = 0 para |t| > T, como se muestra en la Fig. 2.12(a) . A partir de esta señal
aperiódica se puede construir una señal periódica x̃ (t) –de la cual x (t) sea un período–
replicando x (t) cada T0 unidades de tiempo como se observa en la Fig. 2.12(b) . A medi-
da que se incrementa T0, x̃ (t) se asemeja a x (t) sobre un intervalo de tiempo mayor y en
el límite, cuando T0 → ∞, ambas señales son idénticas para cualquier valor finito de t.

Es interesante examinar este efecto sobre la representación en serie de Fourier de x̃ (t) (la

6Esto no es estrictamente necesario; basta que sea de “duración finita” en el sentido que se define en la Sec-
ción 2.8.2. La hipótesis adoptada aquí no cambia los resultados fundamentales pero facilita la demostración.
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Fig. 2.12. (a) Señal aperiódica h (t); (b) señal periódica h̃ (t) construida a partir de h (t).

señal periódica). Reescribiendo por conveniencia las ecuaciones (2.20) y (2.19), se tiene

x̃ (t) =
∞

∑
k=−∞

ckej2πk f0t, (2.26)

ck =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) e−j2πk f0t dt, k = 0,±1,±2, . . . (2.27)

Ya que x̃ (t) = x (t) cuando |t| < T0/2, y como x (t) = 0 fuera de este intervalo, (2.27)
puede reescribirse como

ck =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
x̃ (t) e−j2πk f0t dt =

1
T0

∫ ∞

−∞
x (t) e−j2πk f0t dt. (2.28)

Si se define X ( f ) como la envolvente de T0ck reemplazando la variable discreta k f0 por
una variable continua f , se tiene

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f t dt, (2.29)

y entonces los coeficientes ck resultan

ck =
1
T0

X (k f0) . (2.30)

Combinando (2.30) con (2.26), x̃ (t) puede escribirse en función de X ( f ) como

x̃ (t) =
∞

∑
k=−∞

1
T0

X (k f0) ej2πk f0t

=
∞

∑
k=−∞

X (k f0) ej2πk f0t f0 (2.31)

ya que f0 = 1/T0. Cuando T0 → ∞, x̃ (t) se aproxima a x (t), y por lo tanto, (2.31) es una
representación de x (t) . Además, f0 → 0 cuando T0 → ∞, y entonces el miembro derecho
de (2.31) se convierte en una integral. Esto puede apreciarse interpretando gráficamente
la ecuación (2.31) como se muestra en la Fig. 2.13. Cada término de la sumatoria es el área
de un rectángulo de altura X (k f0) ejk2π f0t y ancho f0 (como t no es una “variable” en este
análisis se está calculando el valor de x̃ (·) para un valor determinado de su argumento).
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Fig. 2.13. Interpretación gráfica de la ecuación (2.31).

De acuerdo con la interpretación de Riemann de la integral, cuando f0 → 0 la sumatoria
de (2.31) converge, por definición, a la integral de X ( f ) ej2π f t. De acuerdo entonces al
hecho que x̃ (t)→ x (t) cuando T0 → ∞, las ecuaciones (2.31) y (2.29) se convierten en

x (t) =
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f td f , (2.32)

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f t dt, (2.33)

respectivamente. Las ecuaciones (2.32) y (2.33) se denominan par transformado de Fouri-
er; la ecuación (2.33) se denomina transformada de Fourier de x (t) , o ecuación de análisis,
mientras que la ecuación (2.32) es la transformada inversa de Fourier de X ( f ) , o también
ecuación de síntesis. La ecuación de síntesis (2.32) juega un papel similar al de la ecuación
(2.19) para las señales periódicas, ya que ambas tratan de la descomposición de una señal
como una combinación lineal de exponenciales complejas. Para señales periódicas estas
exponenciales tienen amplitud ck dadas por (2.20) o (2.27), y sus frecuencias toman val-
ores sobre un conjunto discreto k f0, k = ±1,±2, . . . armónicamente relacionadas entre
sí. Para el caso de las funciones aperiódicas, las exponenciales complejas ocurren para
un continuo de frecuencias, y de acuerdo a la ecuación de síntesis (2.32) tienen “ampli-
tud” X ( f ) d f . En analogía con la terminología empleada para los coeficientes de la serie
de Fourier de una señal periódica, la transformada X ( f ) de la señal aperiódica x (t) se
denomina el espectro de x (t) , ya que brinda información referida a cómo se combinan
ondas sinusoidales de distinta frecuencia para componer la señal x (t) .

2.3.2. Transformada directa e inversa de Fourier

Sea x(·) una función real o compleja de una variable real s. A veces, x(·) puede no estar
disponible explícitamente como función, sino como un conjunto de valores discretos. Sin
embargo, para fijar ideas se asume que x(·) está definida en el intervalo (−∞, ∞), y que
tiene algunas propiedades, entre ellas las de ser absolutamente integrable sobre la línea
real. Esto significa que ∫ ∞

−∞
|x (s)| ds < ∞. (2.34)

Si éste es el caso se puede definir una función X(·) que evaluada en el punto f toma el
valor

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (s) e−j2π f s ds, −∞ < f < ∞ (2.35)
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donde j =
√
−1. Si se satisface (2.34), entonces X ( f ) está bien definida, ya que

|X ( f )| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
x (s) e−j2π f s ds

∣∣∣∣ < ∫ ∞

−∞

∣∣∣x (s) e−j2π f s
∣∣∣ ds =

∫ ∞

−∞
|x (s)| ds < ∞ (2.36)

pues
∣∣e−j2π f s

∣∣ = 1. La función X ( f ) es la transformada de Fourier de x(·), y queda definida
de manera única por (2.35). Se dice que la función X(·) está definida en el dominio fre-
cuencial o dominio transformado, mientras que la función x(·) original está definida en el
dominio espacial si s es una coordenada espacial (con dimensiones de longitud), o en el
dominio temporal si x(·) es una función dependiente del tiempo (s = t), lo que será el
caso habitual. De importancia fundamental es el hecho que también existe una relación
inversa entre x(·) y X(·), dada por

x (s) =
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f sd f , −∞ < f < ∞. (2.37)

Esta relación permite obtener x(·) como la transformada inversa de Fourier de X(·). En la
ecuación (2.37) f es una variable “muda”, que toma todos los valores desde −∞ a ∞ a
medida que se calcula la integral; la verdadera variable es s. Lo contrario ocurre en la
ecuación (2.35), donde s es la variable muda de integración, y f la variable de la función.

La transformada de Fourier tiene una interpretación física. El kernel o núcleo de la trans-
formada de Fourier es el término e−j2π f s (el de la transformada inversa es ej2π f s); aplican-
do la fórmula de Euler estos núcleos pueden escribirse como

e±j2π f s = cos (2π f s)± j sen (2π f s) .

Para el caso de la ecuación (2.35) y para cada valor fijo de f , el núcleo consiste de ondas
(senos y cosenos) con un período o longitud de onda T = 1/ f , medido en las unidades
de s (ya sean longitud o tiempo). Estas ondas se llaman modos. Análogamente, los modos
correspondientes a un valor fijo de f tienen una frecuencia de f períodos por unidad
de longitud, o ciclos por unidad de tiempo: la combinación ciclos por segundo se llama
Hertz, abreviado Hz.

La transformada inversa de Fourier (2.37) puede verse como una “receta” para recuperar
el valor de la función x (·) en un punto t a partir de una combinación de modos de todas
las frecuencias −∞ < f < ∞. El modo asociado con una frecuencia particular f tiene un
cierto “peso” en esta combinación y ese peso está dado por X ( f ). Este proceso de “con-
struir” una función a partir de sus modos recibe frecuentemente el nombre de síntesis:
dados los pesos de los modos X ( f ), se puede generar la función x (·) para cada valor de
t que se desee. El conjunto completo de valores de X (·) se denomina el espectro de x (·),
ya que expresa el contenido frecuencial completo de la función o señal x (·). Igualmente
importante es el proceso opuesto, denominado análisis: dada la función x (·) se puede en-
contrar qué “cantidad” X ( f ) del modo de frecuencia f está presente en x (·) , aplicando
la transformada directa (2.35).

EJEMPLO 2.5. Transformada directa
La función temporal (exponencial decreciente)

x (t) =

{
βe−αt, t ≥ 0,

0, t < 0,
(2.38)
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Fig. 2.14. Señal x(t) = βe−αt, α > 0, t > 0 (a). Representación módulo-fase (b) y parte
real-imaginaria (c) de la transformada de Fourier.

con α > 0, cumple con (2.34), es decir, es absolutamente integrable. De la ecuación (2.35),

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f tdt =

∫ ∞

0
βe−(α+2π f )tdt =

−β

α+ j2π f
e−(α+j2π f )t

∣∣∣∣∞
0

y entonces,

X ( f ) =
β

α+ j2π f
.

La expresión de X ( f ) es una función compleja de f ; es interesante hallar las expresiones de la parte
real y la parte imaginaria, X ( f ) = R ( f ) + jI ( f )

R ( f ) = Re{X ( f )} = βα

α2 + (2π f )2
,

I ( f ) = Im{X ( f )} = −2π f β

α2 + (2π f )2
,

y también del módulo y la fase, X ( f ) = |X ( f )| ejθ( f ),

|X ( f )| = β√
α2 + (2π f )2

, θ ( f ) = tan−1
(−2π f

α

)
.

Cada una de estas funciones está graficada en la Fig. 2.14, ilustrando las diversas formas de presentar
la transformada de Fourier. �

Para probar la validez de la ecuación de síntesis (2.37) se puede determinar la función
x (t) del ejemplo anterior a partir de su transformada de Fourier X( f ).

EJEMPLO 2.6. Transformada inversa
Dado el espectro

X ( f ) =
β

α+ j2π f
=

βα

α2 + (2π f )2
− j

2π f β

α2 + (2π f )2
,

calculado en el ejemplo anterior, la transformada inversa x (t) se obtiene aplicando la ecuación de
síntesis (2.37),

x(t) =
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f td f

=
∫ ∞

−∞
β

[
α

α2+(2π f )2
− j

2π f

α2+(2π f )2

]
ej2π f td f

=
∫ ∞

−∞
β

[
α cos (2π f t)
α2+(2π f )2

+
2π f sin (2π f t)

α2+(2π f )2

]
d f + j

∫ ∞

−∞
β

[
α sin (2π f t)
α2+(2π f )2

− 2π f cos (2π f t)
α2+(2π f )2

]
d f .
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Fig. 2.15. Integración de una función impar.

La segunda integral es nula porque cada término del integrando es una función impar. La Fig. 2.15
muestra el primer integrando de la segunda integral y permite una interpretación gráfica. Como la
función es impar, g (t) = −g (−t) , y en consecuencia, el área bajo la función desde − f0 hasta f0 es
nula. En el límite, a medida que f → ∞ la integral de la función es nula7. Bajo estas consideraciones,

x(t) =
βα

(2π)2

∫ ∞

−∞

cos (2π f t)

(α/2π)2 + f 2
d f +

2πβ

(2π)2

∫ ∞

−∞

f sin (2π f t)

(α/2π)2 + f 2
d f .

De una tabla de integrales, se tiene que∫ ∞

−∞

cos ax
b2 + x2 dx =

π

b
e−ab, a > 0,

∫ ∞

−∞

x sin ax
b2 + x2 dx = πe−ab, a > 0,

y por lo tanto,

x (t) =
βα

(2π)2

[
π

α/2π
e−(2πt)(α/2π)

]
+

2πβ

(2π)2

[
πe−(2πt)(α/2π)

]
=

β

2
e−αt +

β

2
e−αt

= βe−αt, t > 0. �

En general, si las funciones x(·) y X (·) están relacionadas por las ecuaciones (2.35) y
(2.37), se dice que las dos funciones forman un par transformado de Fourier, y esta relación
se indica

x (·)⇔ X (·) .

Otra notación usual es

X (·) = F {x (·)} y x (·) = F−1 {X (·)} .

7En realidad, cualquier integral de −∞ a +∞ es en realidad un límite definido por∫ +∞

−∞
x (t) dt = lı́m

T1,T2→∞

∫ +T2

−T1

x (t) dt (2.39)

donde T1 y T2 tienden a infinito independientemente uno del otro. El valor principal de Cauchy (VPC) de una
integral es un límite más específico, definido como

VPC
[∫ +∞

−∞
x (t) dt

]
= lı́m

T→∞

∫ +T

−T
x (t) dt. (2.40)

Mientras que (2.39) implica (2.40), es posible que exista (2.40) pero no (2.39): por ejemplo, la integral (2.40)
de todas las funciones impares es nula, pero la integral (2.39) de estas funciones puede no existir. Para las
funciones que satisfacen la Condición 1 (véase la Sección 2.3.3) las integrales de Fourier pueden interpretarse
en el sentido de (2.39). En cambio, para las funciones que satisfacen la Condición 2 las transformadas se
definen por el valor principal de Cauchy (2.40) de la integral.
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Fig. 2.16. Contorno de integración para el cálculo de la transformada del Ejemplo 2.7 para
f < 0 (a) y para f > 0 (b) .

Comentario sobre el cálculo de las integrales impropias

El cálculo de la transformada de Fourier implica evaluar integrales impropias, y en al-
gunas ocasiones se pueden calcular más fácilmente aplicando la teoría de Cauchy de las
funciones analíticas. La idea es aplicar el cálculo de integrales complejas sobre curvas
cerradas para evaluar integrales reales sobre la recta real.

Si f (x) es una función de una variable real x, la extensión analítica de f ( · ) es la función
f (z), donde z = x + jy ∈ C, tal que f (x) = f (z)|Im{z}=0 . En particular, son de utilidad
los lemas de Jordan, dos de los cuales son:

1. Si f (z) es una función analítica en todo punto del semiplano Im{z} ≥ 0, salvo
en un número finito de puntos zk, k = 1, . . . , n, que no están sobre el eje real, si
lı́m|z|→∞ f (z) = 0 para z ∈ Im{z} > 0, entonces

∫ ∞

−∞
f (x)ejxdx = j2π

n

∑
k=1

Resz=zk{ f (z)eiz},

donde la sumatoria se extiende sobre todos los puntos singulares de f (z) con-
tenidos en Im{z} > 0.

2. Si la función f (z) posee puntos singulares sobre el eje real, por ejemplo en z = z0,
la contribución del residuo de ese polo es sólo jπ.

En el caso de la transformada o la antitransformada, el integrando es de la forma e±jαx,
donde α es una constante. Dependiendo de su signo, la región de analiticidad sera Im{z} >
0 si ±α > 0, o Im{z} < 0 si ±α < 0, como se detalla en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 2.7. Transformada de Fourier de x (t) = 1/t
Aunque la función x (t) = 1/t es singular en el origen, aún así puede calcularse la transformada de
Fourier considerando

X( f ) = lı́m
ε→0

(∫ −ε

−∞

1
t

e−j2π f t dt+
∫ ∞

ε

1
t

e−j2π f t dt
)

.
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Esta integral se puede calcular como la integral de contorno∫
C

1
z

e−j2π f z dz,

donde el contorno de integración C es el borde del semidisco de radio R con una pequeña indentación
de radio ε en el origen, donde R se hace tender a infinito, y ε a cero. Bajo estas condiciones, la
integral coincide con la transformada que se desea calcular si Im{z} = 0. En este caso, la función
f (z) = 1/z tiene un polo en el eje real, en z = 0.

El semiplano donde yace C se elige de modo que el integrando tienda a cero cuando R → ∞, y
esto impone condiciones sobre f , de manera de satisfacer las condiciones de los lemas de Jordan. En
cualquier caso la región de integración debe elegirse de modo que

∣∣∣e−j2π f z
∣∣∣ → 0 cuando R → ∞.

Si f > 0, esta región está dada por Im{z} < 0, y si f < 0, la región de analiticidad es Im{z} > 0.

Para una curva C contenida en la región Im{z} > 0, que corresponde a f < 0, donde C está
formada por la unión de las curvas γR = R ejθ , 0 ≤ θ ≤ π, el segmento de recta [−R,−ε], la curva
γε = εejθ , con −π ≤ θ ≤ 0, y el segmento de recta [ε, R], como se muestra en Fig. 2.16(a) , la
integral de contorno es nula porque la curva no encierra ningún polo. Se tiene entonces que

0 =
∫

C

1
z

e−j2π f z dz =
∫ −ε

−R

1
t

e−j2π f t dt+
∫

γε

1
z

e−j2π f z dz+∫ R

ε

1
t

e−j2π f t dt+
∫

γR

1
z

e−j2π f z dz,

donde se efectuó el cambio de variable z 7→ t = Re{z} sobre las rectas.
Sobre la curva γR se hace la sustitución z 7→ Rejθ , dz = jRejθdθ, resultando∫

γR

1
z

e−j2π f z dz =
∫ π

0

1
R ejθ e−j2π f (R ejθ) jR ejθdθ = j

∫ π

0
e−j2π f R(cos θ+j sen θ) dθ.

Teniendo en cuenta que

lı́m
R→+∞

∣∣∣e−j2π f R(cos θ+j sen θ)
∣∣∣ = lı́m

R→+∞

∣∣∣e f R sen θ
∣∣∣

Como para esta región sen θ ≥ 0, la única manera que el integrando se anule para R → ∞ es que
f < 0. Entonces,

lı́m
R→0

∫
γR

1
z

e−j2π f z dz = 0 para f < 0.

Sobre la curva γε se tiene que z = εejθ , dz = jεejθdθ, y por lo tanto,∫
γε

1
z

e−j2π f z dz =
∫ 0

−π

1
εejθ e−j2π f (εejθ) jεejθ(−dθ) = −j

∫ 0

−π
e−j2π f ε(cos θ+j sen θ) dθ.

El signo del dθ tiene en cuenta que la curva γε está orientada en sentido horario. Cuando ε→ 0, el
argumento de la integral tiende a 1, y entonces

lı́m
ε→0

∫
γε

1
z

e−j2π f z dz = −jπ.

A partir de estos resultados se encuentra que

0 = lı́m
ε→0

(∫ −ε

−∞

1
t

e−j2π f t dt+
∫ ∞

ε

1
t

e−j2π f t dt
)

︸ ︷︷ ︸
X( f )

− jπ,

de modo que
X( f ) = jπ si f < 0.

Si f > 0, el contorno de integración que se elige es el que se representa en la Fig. 2.16(b) . El
desarrollo es idéntico, con un par de salvedades:
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Fig. 2.17. Contorno de integración para el cálculo de la transformada del Ejemplo 2.8, para
t > 0 (a) y para t < 0 (b) .

Sobre la curva γR resulta que sen θ ≤ 0, y la integral sobre γR se anula sólo si f > 0.
Sobre la curva γε el recorrido es ahora en sentido horario, y se encuentra

lı́m
ε→0

∫
γε

1
z

e−j2π f z dz = jπ,

y por lo tanto,
X( f ) = −jπ si f > 0,

estableciendo entonces el par transformado

1
t
⇔ −jπ sgn( f ). �

EJEMPLO 2.8. Otra forma de calcular la transformada inversa de X( f ) = β/(α+ j2π f )
En este caso,

x(t) =
∫ ∞

−∞
X( f )ej2π f td f =

∮
C

β

α+ j2πz
ej2πtzdz =

1
j2π

∮
C

β

α/(j2π) + z
ej2πtzdz.

La función X( f ) es singular en z = −α/(j2π) = jα/(2π), que pertenece a la región Im{z} > 0
pues α > 0. Si t > 0, la curva C debe estar contenida en la región Im{z} > 0, de modo que∣∣ej2πtz

∣∣→ 0 cuando R→ ∞. El contorno de integración se muestra en la Fig. 2.17(a) y por lo tanto
encierra al polo. En consecuencia,

x(t) =
1

j2π

∮
C⊂Im{z}>0

β

α/(j2π) + z
ej2πtzdz = j2πRes

(
1

j2π

β

α/(j2π) + z
ej2πtz

)∣∣∣∣
z=−α/(j2π)

= βe−αt, t > 0,

Para t < 0, la curva C debe elegirse dentro del dominio Im{z} < 0 como se muestra en la
Fig. 2.17(b) . Ya que esta curva no encierra ningún polo,

x(t) =
∫ ∞

−∞
X( f )ej2π f td f =

1
j2π

∮
C⊂Im{z}<0

β

α/(j2π) + z
ej2πtzdz = 0, t < 0.
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Combinando los resultados para t > 0 y t < 0, se tiene que

x(t) = βe−αtu(t)

que coincide con (2.38). �

Aún contando con herramientas tan poderosas como las presentadas en los ejemplos an-
teriores, en algunos casos deben utilizarse otras técnicas para calcular las transformadas
o antitransformadas, como se muestra a continuación.

EJEMPLO 2.9. Transformada de Fourier de x (t) = sgn t
En este ejemplo, recíproco del Ejemplo 2.7, la función x (t) = sgn t no es absolutamente integrable,
y tampoco parece sencillo obtener una extensión analítica. De hecho, no se cumple uno de los
requisitos de los lemas de Jordan (específicamente, que lı́m|z|→∞ f (z) = 0). La resolución se basa
en considerar una sucesión de funciones (que sí tengan transformadas) y que se aproximen al sgn t
en el límite; por ejemplo, la sucesión xτ (t) = e−τ|t| sgn t cuando τ → 0. La transformada de cada
uno de los elementos de la sucesión es

Xτ( f ) =
∫ ∞

−∞
xτ (t) e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
e−τ|t| sgn t e−j2π f tdt

=
∫ 0

−∞
−e(τ−j2π f ) tdt+

∫ ∞

0
e−(τ+j2π f ) tdt

= − e(τ−j2π f ) t

τ − j2π f

∣∣∣∣∣
0

−∞

+
e−(τ+j2π f ) t

τ + j2π f

∣∣∣∣∣
∞

0

= − 1
τ − j2π f

+
1

τ + j2π f
.

Cuando τ → 0, se tiene que

X( f ) = lı́m
τ→0

Xτ( f ) = lı́m
τ→0
− 1

τ − j2π f
+

1
τ + j2π f

=
1

jπ f
,

que permite establecer el par transformado

sgn t ⇔ 1
jπ f

. �

Las señales de los Ejemplos 2.7 y 2.9 no son frecuentes en los problemas de procesamien-
to, y en general las transformadas pueden resolverse integrando funciones reales o bien
aplicando las propiedades que se verán en la Sección 2.5. Sin embargo, estas transfor-
madas son importantes porque tienen relación con la transformada de Hilbert, como se
explora en el Ejercicio 32.

Comentario sobre la variable en el dominio transformado (Ω o f )

En este apunte se ha definido la transformada de Fourier X ( f ) de la señal x (t) en función
de la variable frecuencial f , que se mide en ciclos por segundo (cps, o Hz). Sin embargo
también es frecuente en la literatura definir la transformada X (Ω) de la señal x (t) en
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función de la frecuencia angular Ω, que se mide en rad/s. La relación entre una y otra for-
ma de expresión es sencilla. Sabiendo que Ω = 2π f , es inmediato definir [cf. la ecuación
(2.33) o (2.35)]

X (Ω) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−jΩt dt,

de modo que
X (Ω) = X ( f )| f= Ω

2π
.

Para el caso de la ecuación de síntesis (2.32) o (2.37), es necesario efectuar un cambio en
la variable de integración. Resulta entonces

x (t) =
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f td f =

1
2π

∫ ∞

−∞
X ( f )| f= Ω

2π
ej2π f td(2π f )

=
1

2π

∫ ∞

−∞
X (Ω) ejΩtdΩ.

En la variable frecuencia angular Ω el par transformado de Fourier se expresa entonces
como

X (Ω) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−jΩt dt, (2.41)

x (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X (Ω) ejΩtdΩ. (2.42)

En consecuencia, expresar la transformada de una señal en función de la frecuencia f o
de la frecuencia angular Ω se limita simplemente a efectuar un cambio de variable. Para
el caso del Ejemplo 2.6 se tiene que

X (Ω) = X ( f )| f= Ω
2π
=

β

α+ j2π f

∣∣∣∣
f= Ω

2π

=
β

α+ jΩ
.

Debe tenerse en cuenta que el cálculo de la transformada de algunas funciones especiales
requiere algunas precauciones (vea el Ejemplo 2.18).

2.3.3. Existencia de la integral de Fourier

Hasta ahora no se ha cuestionado la validez de las ecuaciones (2.32) y (2.33), suponien-
do que las ecuaciones integrales están bien definidas para todas las funciones. En gen-
eral, para las mayoría de las funciones encontradas en el análisis científico práctico la
transformada de Fourier y la transformada inversa están bien definidas. No se intenta
presentar aquí una discusión teórica sobre la existencia de las transformadas de Fourier,
sino destacar condiciones para su existencia y dar ejemplos de estas condiciones. Debido
a la similitud de las ecuaciones de síntesis (2.32) y de análisis (2.33), las condiciones de
existencia son igualmente aplicables tanto a la transformada directa como a la transfor-
mada inversa, intercambiando los roles de las variables tiempo-frecuencia. Sin embargo,
para no oscurecer la presentación, las condiciones de existencia se enunciarán para la
transformada directa (2.33). La discusión sigue la presentación de Papoulis (1962).
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Fig. 2.18. Transformada de Fourier de un pulso.

CONDICIÓN 1. Si x (t) es absolutamente integrable,∫ ∞

−∞
|x (t)| dt < ∞ (2.43)

existe la transformada de Fourier X ( f ) existe, y está dada por la ecuación (2.36). De
manera similar, si X( f ) es absolutamente integrable,∫ ∞

−∞
|x ( f )| d f < ∞,

existe la transformada de Fourier inversa dada por la ecuación (2.37).

Esta condición ya fue comentada en la Sección 2.3.2, ecuación (2.36).

EJEMPLO 2.10. Transformada de Fourier de un pulso
El pulso de la Fig. 2.18 definido como

x (t) =


A, |t| < τ/2,

A/2, t = ±τ/2,

0, |t| > τ/2.

verifica la Condición 1 [ecuación (2.43)]. Por lo tanto, su transformada de Fourier existe y está
dada por

X ( f ) =
∫ τ/2

−τ/2
Ae−j2π f tdt

= A
∫ τ/2

−τ/2
cos (2π f t) dt− jA

∫ τ/2

−τ/2
sen (2π f t) dt︸ ︷︷ ︸
=0

.

La segunda integral es cero porque el integrando es impar. Entonces,

X ( f ) =
A

2π f
sen (2π f t)

∣∣∣∣τ/2

−τ/2
= Aτ

sen (πτ f )
πτ f

= Aτ sinc (τ f ) . (2.44)

Nuevamente, como en el Ejemplo 2.5, los términos que pueden cancelarse se mantienen para enfatizar
la característica sen(ax)/ax de la transformada de Fourier de un pulso (Fig. 2.18).
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Fig. 2.19. Evaluación gráfica de la ecuación (2.46).

A partir de este resultado se puede calcular la transformada inversa (2.32), es decir, obtener x (t) a
partir de X ( f ) dada por (2.44). Entonces

x (t) =
∫ ∞

−∞
Aτ sinc (τ f ) ej2π f td f

= Aτ
∫ ∞

−∞

sen (πτ f )
πτ f

[cos (2π f t) +j sen (2π f t)] d f .

El integrando imaginario es impar; por lo tanto,

x (t) =
A
π

∫ ∞

−∞

sen (πτ f ) cos (2π f t)
f

d f .

Aplicando la identidad trigonométrica sin u cos v = 1
2 [sen (u+ v)+ sen(u− v)], x (t) se puede

expresar

x (t) =
A

2π

∫ ∞

−∞

sen [2π f (τ/2+ t)]
f

d f +
A

2π

∫ ∞

−∞

sen [2π f (τ/2− t)]
f

d f ,

que se puede escribir como

x (t) = A (τ/2+ t)
∫ ∞

−∞

sen [2π f (τ/2+ t)]
2π f (τ/2+ t)

d f + A (τ/2− t)
∫ ∞

−∞

sen [2π f (τ/2− t)]
2π f (τ/2− t)

d f .

(2.45)
Ya que ∫ ∞

−∞

sen (2πax)
2πax

dx =
1

2 |a| ,

resulta

x (t) =
A
2

τ/2+ t
|τ/2+ t| +

A
2

τ/2− t
|τ/2− t| . (2.46)

Cada uno de los términos de la ecuación (2.46) se muestran en la Fig. 2.19; por inspección, es
evidente que estos términos se suman para dar

x (t) =


A, |t| < τ/2,

A/2, t = ±τ/2,

0, |t| > τ/2. �

El Ejemplo 2.10 ha permitido establecer el par transformado de Fourier (Fig. 2.18)

x (t) = A, |t| < τ/2 ⇔ X ( f ) = Aτ
sin (πτ f )

πτ f
= Aτ sinc (τ f ) .
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En los ejemplos anteriores, la existencia de la transformada de Fourier estaba asegurada
pues la función temporal satisface la CONDICIÓN 1. Ya se ha observado que debido a la
simetría entre las ecuaciones que permiten calcular la transformada a partir de la señal
y viceversa –véanse las ecuaciones (2.32) y (2.33)– la versión dual de la CONDICIÓN 1
establece que una condición suficiente para la existencia de la transformada inversa (2.32)
es que la transformada X ( f ) sea absolutamente integrable. En efecto, si

∫ ∞
−∞ |X ( f )| d f <

∞, entonces

|x (t)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2πt f d f

∣∣∣∣ < ∫ ∞

−∞

∣∣∣X ( f ) ej2πt f
∣∣∣ d f =

∫ ∞

−∞
|X ( f )| d f < ∞.

Sin embargo, tanto en el Ejemplo 2.6, donde

X ( f ) =
β

α+ j2π f
, −∞ < f < ∞,

como en el Ejemplo 2.10, en el cual

X ( f ) = Aτ sinc (τ f ) , −∞ < f < ∞,

la transformada X( f ) no es absolutamente integrable. A pesar de ello, en ambos casos fue
posible calcular la transformada inversa derivando h (t) a partir de la ecuación de síntesis
(2.37). Una situación dual ocurre en los Ejemplos 2.7 y 2.9. Esto muestra que la CONDI-
CIÓN 1 de integrabilidad absoluta es sólo suficiente, y que funciones que no cumplen con
ese requisito también pueden tener transformada de Fourier (o transformada inversa).
Esto es lo que asegura la siguiente CONDICIÓN.

CONDICIÓN 2. Si x(t) = ρ(t) sin (2π f t+ η), donde f y η son constantes arbitrarias,
si |ρ (t+ k)| < |ρ (t)|, k > 0 y si para |t| > λ > 0 la función x (t) /t es absoluta-
mente integrable [ecuación (2.43)], entonces X ( f ) existe y tiene transformada inversa
de Fourier (2.32).

Para el caso de la transformada del Ejemplo 2.6 la condición homóloga a la CONDICIÓN 2
(es decir, intercambiando los roles de las variables t y f ) se satisface eligiendo t = 0,
η = π/2, y ρ ( f ) = β/(α+ j2π f ). Es evidente que |x( f )/ f | es absolutamente integrable
para | f | > λ > 0. Un caso dual al de la transformada de Fourier X( f ) del Ejemplo 2.10
se estudia en el Ejemplo 2.11, que trata de la función temporal sin (at) / (at), que no es
absolutamente integrable, y por lo tanto no cumple con la CONDICIÓN 1.

EJEMPLO 2.11. Transformada de una función del tipo sin (at) / (at)
El gráfico de la función

x (t) = 2A f0
sen (2π f0t)

2π f0t
,

se muestra en la Fig. 2.20. Esta función cumple con los requisitos pedidos por la Condición 2,
con ρ (t) = 2A f0/ (2π f0t), η = 0. Además, x (t) /t cumple con las condiciones de integrabilidad
exigidas, ya que ∫ ∞

λ

∣∣∣∣ x (t)t

∣∣∣∣ dt <
2A f0

2π f0

∫ ∞

λ

∣∣∣∣ 1
t2

∣∣∣∣ dt =
A

πλ
< ∞.
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Fig. 2.20. Par transformado de Fourier de 2A f0 sinc(2 f0t).

Entonces por la Condición 2 existe la transformada de Fourier de x (t) existe y está dada por

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
2A f0

sen (2π f0t)
2π f0t

e−j2π f tdt

=
A
π

∫ ∞

−∞

sen (2π f0t)
t

[cos (2π f t)− j sen (2π f t)] dt

=
A
π

∫ ∞

−∞

sen (2π f0t)
t

cos (2π f t) dt.

El término imaginario es cero ya que el integrando es una función impar. Aplicando nuevamente la
identidad trigonométrica sin u cos v = 1

2 [sen(u+ v)+ sen(u− v)], se obtiene

x (t) =
A

2π

∫ ∞

−∞

sen [2πt ( f0+ f )]
t

dt+
A

2π

∫ ∞

−∞

sen [2πt ( f0− f )]
t

dt

= A ( f0+ f )
∫ ∞

−∞

sen [2πt ( f0+ f )]
2πt ( f0+ f )

dt+ A ( f0− f )
∫ ∞

−∞

sen [2πt ( f0− f )]
2πt ( f0− f )

d f .

Esta ecuación es análoga a (2.45); idénticas técnicas de análisis conducen a

X ( f ) =


A, | f | < f0,

A/2, f = ± f0,

0, | f | > f0.

Como la transformada de Fourier X ( f ) de este ejemplo verifica la Condición 1, existe entonces
la transformada inversa de Fourier, dada por

x (t) =
∫ f0

− f0

Aej2π f td f = A
∫ f0

− f0

cos (2π f t) d f = A
sin (2π f t)

2πt

∣∣∣∣ f0

− f0

= 2A f0
sin (2π f0t)

2π f0t
. (2.47)

De esta forma queda establecido el par transformado de Fourier

x(t) = 2A f0
sin (2π f0t)

2π f0t
⇔ X ( f ) = A, | f | < f0

que se ilustra en la Fig. 2.20. �

CONDICIÓN 3. Existe la transformada de Fourier para funciones que son de variación
acotada; esto es, que pueden ser representadas por una curva de longitud finita en
cualquier intervalo de tiempo finito.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



2.3. La transformada de Fourier 99

Las funciones de los Ejemplos 2.10 y 2.11 son de variación acotada. Una función que no
tiene variación acotada en cercanías del origen es sen (1/t) , que no tiene transformada
de Fourier. Sin embargo esta CONDICIÓN es sólo suficiente, pues hay “funciones” que no
tienen variación acotada pero sí tienen transformada de Fourier, tal como el impulso o
“delta de Dirac” δ (t) . En realidad el impulso no es estrictamente una función, sino una
distribución, tal como se verá en la Sección 2.3.4.

2.3.4. El impulso o delta de Dirac δ (t)

Estrictamente hablando la teoría de la transformada de Fourier se aplica a funciones tem-
porales que cumplen con las condiciones de Dirichlet. Tales condiciones incluyen a las
funciones que tienen energía finita, es decir, que verifican

E =
∫ ∞

−∞
x2 (t) dt < ∞, (2.48)

como la exponencial decreciente del Ejemplo 2.5 o la función pulso del Ejemplo 2.10.
Sin embargo, como se estudió en el Capítulo 1, hay otras señales de uso frecuente en el
análisis de sistemas (las funciones periódicas, el escalón unitario, las señales constantes,
etc.) que no tienen energía finita pero sí potencia promedio finita, que satisfacen

P = lı́m
T→∞

1
T

∫ T/2

−T/2
x2 (t) dt < ∞. (2.49)

En general estas señales no verifican las condiciones de Dirichlet, y no tienen transfor-
mada de Fourier. Con las herramientas desarrolladas hasta el momento no es posible
calcular la transformada de Fourier de una función senoidal o cosenoidal. Sin embargo
estas señales se pueden representar usando series de Fourier. Resulta deseable extender
la teoría de la transformada para poder

1. combinar la serie y la transformada de Fourier en una teoría unificada, de modo de
tratar la serie como un caso particular de la transformada de Fourier;

2. poder aplicar la transformada de Fourier a señales de potencia promedio finita, ya
que son muy usadas en el análisis de sistemas.

Tales objetivos pueden alcanzarse introduciendo el delta de Dirac o impulso unitario. Su
uso simplifica muchas derivaciones que de otro modo requerirían desarrollos extensos y
complejos. Aunque este concepto se aplica en la solución de muchos problemas la defini-
ción matemática precisa debe interpretarse en el sentido no de una función normal, sino
en base a la teoría de distribuciones.

Se detallarán aquí algunas propiedades específicas del delta de Dirac que son necesarias
para soportar los desarrollos posteriores.

Definición

Normalmente, la “función” impulso δ (t) se define como

δ (t− t0) = 0, t 6= t0 (2.50)∫ ∞

−∞
δ (t− t0) dt = 1. (2.51)
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Fig. 2.21. Distintas representaciones del impulso.

Estas expresiones indican que δ(t) es cero en todo punto, salvo en t = t0 [ecuación (2.50)],
y que en ese punto la amplitud es indefinida, pero el área bajo la función es unitaria
[ecuación (2.51)]. Parece difícil relacionar un impulso con una señal física; sin embargo,
puede pensarse que un impulso es un pulso de gran amplitud y duración extremada-
mente breve, con área unitaria. El término “impulso” hace hincapié en el hecho que δ (·)
no es una “función”. Por ello las ecuaciones o expresiones que la contengan tienen que
tener una interpretación, y en general esta se da de modo elemental recurriendo a una
serie de pulsos (no de impulsos). La expresión que contiene el “símbolo impulso” δ (·)
adquiere el significado de un límite que en muchos casos existe. Este hecho refleja la
situación física en el cual las respuestas a señales tipo pulso se pueden producir u ob-
servar precisamente, dentro de los límites permitidos por el poder de resolución de los
equipos de medición, mientras que los impulsos son ficticios. Tratando con especial cuidado
las expresiones donde intervenga δ (·) se puede retener el rigor y el procedimiento de
manipulación que ha resultado tan práctico. Ejemplos familiares de esta situación físi-
ca son el momento producido por una masa puntual que descansa sobre una viga, o el
campo eléctrico de una carga puntual. En la aproximación física de tales problemas se
observa el efecto producido por objetos o volúmenes con cargas cada vez más pequeños
pero a su vez cada vez más densos, y se estudia si el efecto producido tiende a un límite
definido.

Ninguna función “común” puede satisfacer las ecuaciones (2.50) y (2.51). Sin embargo,
se puede pensar el impulso como una sucesión de funciones que progresivamente incre-
mentan su amplitud y disminuyen su duración, manteniendo el área constante e igual
a la unidad. En el límite la función tiende a cero en todo punto, excepto en el origen
donde “tiende a infinito” para poder mantener el área constante. Por ejemplo, la señal de
la Fig. 2.21(a) tiene área unitaria, y se puede escribir

δ (t) = lı́m
a→0

f (t, a) .

De manera similar, funciones como las ilustradas en la Fig. 2.21(b), (c) y (d) satisfacen
la condición (2.51), y pueden utilizarse para representar un impulso cuando a → 0: es
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irrelevante la forma del pulso que forme la sucesión. Otra representación interesante se
obtiene a partir de definir el impulso como el límite de un sinc,

δ (t) = lı́m
a→∞

sen at
πt

que permite “demostrar” (Papoulis, 1962) que∫ ∞

−∞
cos 2π f t d f =

∫ ∞

−∞
ej2π f t d f = δ (t) . (2.52)

Las diferentes propiedades de los impulsos pueden determinarse directamente a partir
de las definiciones (2.50) y (2.51). En un sentido matemático estricto estas definiciones
carecen de sentido si se piensa δ (t) como una función común y corriente; tal es el caso,
por ejemplo, de la ecuación (2.51), con la interpretación de Riemann de la integral. En
cambio estos problemas matemáticos desaparecen si se piensa en el impulso como una
función generalizada o una distribución.

Propiedades

El impulso δ (t) tiene varias propiedades interesantes que son consecuencias directas de
las reglas (2.50)–(2.51) que lo definen. Entre ellas se destacan:

1. La función delta es par: δ (t) = δ (−t) .

2. El escalado de la variable independiente resulta en un escalado del área del pulso

δ (at) =
1
|a|δ (t) ,

como se desprende inmediatamente de analizar una sucesión de pulsos (como los
de la Fig. 2.21) escalados en el tiempo.

3. La integral del producto de una función x (t) cualquiera, continua en t0, y un im-
pulso δ (t− t0) es igual a x (t0):∫ ∞

−∞
x (t) δ (t− t0) dt = x (t0) . (2.53)

Esta relación se conoce como propiedad de criba o de “colador” del impulso, ya que
sólo “deja pasar” el valor que toma x (t) cuando se evalúa en la abscisa donde
está ubicado el impulso. Es frecuente definir el producto de una función cualquiera
y una distribución por la integral de la ecuación (2.53), de modo que si x (t) es
continua,

x (t) δ (t− t0) = x (t0) δ (t− t0) .

En general, el producto de dos distribuciones es indefinido.

4. Ya que el impulso es una función par, se puede reescribir la ecuación (2.53) de forma
similar a la integral de convolución,∫ ∞

−∞
x (t) δ (t0 − t) dt = x (t0) , es decir x (t) ∗ δ (t) = x (t) .
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Fig. 2.22. Transformada de Fourier de un impulso.

de modo que la convolución de cualquier función con un impulso da como resulta-
do la misma función original (propiedad de replicación del impulso). Si el impulso
está desplazado en t0,

x (t) ∗ δ (t− t0) =
∫ ∞

−∞
x (τ) δ [(t− t0)− τ] dτ =

∫ ∞

−∞
x (t− τ) δ (τ − t0) dτ

= x (t− t0) .

es decir que la convolución de una función continua con un impulso desplazado
resulta en un desplazamiento de la función original.

5. De manera más general, la Propiedad 4 puede generalizarse para la convolución de
dos impulsos:

δ (t− t1) ∗ δ (t− t2) = δ [t− (t1 + t2)] .

6. El impulso y la función escalón unitario

u(t) =
1+ sgn(t)

2
=

{
1, t > 0,
0, t < 0,

donde u(0) toma cualquier valor finito, están relacionados por

u(t) =
∫ t

−∞
δ (s) ds,

d
dt

u(t) = δ(t).

7. Para cualquier señal x (t) ,∫ ∞

−∞
x (t)

dn

dtn δ (t) dt = (−1)n dn

dtn x (t)
∣∣∣∣
t=0

.

2.3.5. Aplicaciones del impulso

La aplicación de las propiedades anteriores permite obtener directamente la transforma-
da de Fourier de muchas señales importantes.

EJEMPLO 2.12. Transformada de un impulso
La transformada de Fourier de la función impulsiva x (t) = K δ (t) se obtiene a partir de la Propiedad
(3):

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
K δ (t) e−j2π f tdt = K e0 = K.
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Fig. 2.23. Transformada de Fourier de pulsos de distinto ancho.

La transformada inversa no es tan directa, y se basa el resultado (2.52). Entonces,

x (t) =
∫ ∞

−∞
Kej2π f tdt =

∫ ∞

−∞
K cos (2π f t) dt = Kδ (t) ,

lo que establece el par transformado que se muestra en la Fig. 2.22.

x(t) = Kδ (t) ⇔ X ( f ) = K. �

Una manera alternativa de obtener la transformada de un impulso es considerando nue-
vamente el Ejemplo 2.10, haciendo tender a cero el ancho del pulso (T0 → 0). Para man-
tener la energía del pulso constante, cada disminución del ancho se acompaña por un
incremento en la altura del pulso (Fig. 2.23). A medida que el ancho del pulso disminuye,
aumenta el valor de la abscisa para el cual se produce el primer cero de la transformada
(el primer cero del “sinc”). En el límite, cuando el ancho del pulso tiende a cero (y su
altura a infinito, pese a lo cual el área queda constante), la transformada tiende a una
constante. Este comportamiento es un ejemplo de la relación inversa que existe entre los
dominios tiempo y frecuencia. Más adelante se estudiará este fenómeno desde el punto
de vista de la propiedad de escalado en frecuencia de la transformada de Fourier.

Es interesante notar que el valor de la transformada en el origen es igual al área del pulso,
lo que resulta evidente a partir de la definición:

X (0) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f tdt

∣∣∣∣
f=0

=
∫ ∞

−∞
x (t) dt = área bajo la función x (t) .
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Fig. 2.24. Transformada de Fourier de una función constante.

EJEMPLO 2.13. Transformada de una constante
De manera similar al desarrollo del Ejemplo 2.12 se puede obtener el par transformado

x (t) = K ⇔ X ( f ) = K δ ( f )

que se ilustra en la Fig. 2.24. Es ilustrativo comparar este resultado con el obtenido en el Ejemplo
2.1 para la serie de Fourier de una función constante. �

El conocimiento los pares transformados desarrollados en los Ejemplos 2.12 y 2.13 facilita
la obtención de otros pares transformados, pero específicamente, permite el cálculo de las
transformadas de funciones periódicas, como se muestra en la siguiente sección..

2.4. Señales periódicas y la transformada de Fourier

Al presentar la transformada de Fourier (Sección 2.3.1) se determinó la relación entre los
coeficientes de la serie de Fourier de una señal x̃(t) de período T y la transformada de
Fourier de un período de esa señal, dado por

x (t) =

{
x̃ (t) , |t| ≤ T0/2,

0, caso contrario.
(2.54)

La relación entre los coeficientes y la transformada está dada por (2.30), repetida aquí por
comodidad

ck =
1
T0

X
(

k
T0

)
= f0X (k f0) . (2.55)

Por lo tanto, los coeficientes de la serie de Fourier de una señal periódica x̃ (t) de período
T son muestras tomadas cada f0 = 1/T de la transformada de Fourier de la función
(aperiódica) x (t) determinada por un único período de x̃ (t).

Los coeficientes de la serie de Fourier se pueden obtener integrando sobre cualquier inter-
valo de longitud T0. Específicamente, sea s cualquier punto en el tiempo, y definamos la
señal x (t) igual a x̃ (t) sobre el intervalo s ≤ t ≤ s+ T0, y cero fuera de él,

x (t) =

{
x̃ (t) , s ≤ t ≤ s+ T0,

0, caso contrario.
(2.56)

Los coeficientes de la serie de Fourier de x̃ (t) están dados por (2.55), donde X ( f ) es la
transformada de Fourier de x (t) definida por (2.56). La ecuación (2.55) es válida para
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Fig. 2.25. (a) Onda cuadrada periódica x̃ (t); (b)—(c) dos señales aperiódicas cada una de las
cuales coincide con x̃ (t) sobre intervalos diferentes de longitud T0.

cualquier valor de s, y no necesariamente el valor s = −T0/2 utilizado en (2.54) y (2.28).
Esto no significa que la transformada X ( f ) es la misma para todos los valores de s pero
sí que el conjunto de muestras X (k/T0) es independiente de s, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.14. Coeficientes de la serie de Fourier a partir de la transformada
Sea x̃ (t) la señal cuadrada periódica de período T0 que se muestra en la Fig. 2.25. Sean x1 (t)
y x2 (t) dos señales aperiódicas que coinciden con x̃ (t) sobre diferentes intervalos de tiempo de
longitud T0.

La transformada de Fourier de x1 (t) es:

X1 ( f ) =
∫ ∞

−∞
x1 (t) e−j2π f tdt =

∫ τ/2

−τ/2
e−j2π f tdt =

−1
j2π f

e−j2π f t
∣∣∣∣τ/2

−τ/2

=
1

π f
sin (πτ f ) = τ sinc(τ f ). (2.57)

La transformada de Fourier de x2 (t) esta dada por

X2 ( f ) =
∫ ∞

−∞
x2 (t) e−j2π f tdt =

∫ τ/2

0
e−j2π f tdt+

∫ T0

T0−τ/2
e−j2π f tdt

=
−1

j2π f

(
e−j2π f τ/2 − 1

)
+
−1

j2π f
e−j2π f T0

(
1− ej2π f τ/2

)
=

e−jπτ f /2

−j2π f

(
e−jπτ f /2 − ejπτ f /2

)
+

e−j2π (T0−τ/4) f

−j2π f

(
e−jπτ f /2 − ejπτ f /2

)
=

1
π f

sin (πτ f /2)
(

e−jπτ f /2 + e−j2π(T0−τ/4) f
)

. (2.58)

Comparando (2.57) con (2.58) se advierte que las dos transformadas no son iguales: mientras que
X1 ( f ) es real X2 ( f ) es compleja. Sin embargo, para las frecuencias fk = k/T0, (2.58) se puede
escribir

X2

(
k

T0

)
=

1
π (k/T0)

sin
(

πτ
k

T0

)(
e−jkπτ/(2T0) + e−jk2π[1−τ/(4T0)]

)
=

2
π (k/T0)

sin
(

πτ
k

2T0

)
cos

(
πτ

k
2T0

)
.
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Haciendo uso de la identidad trigonométrica sin 2α = 2 sin α cos α, se tiene

X2

(
k

T0

)
=

1
π (k/T0)

sin
(

πτ
k

T0

)
=

T0

kπ
sin
(

πτ
k

T0

)
= τ sinc

(
τ

k
T0

)
= X1 ( f )| f= k

T0
,

(2.59)
y por lo tanto,

ck =
1
T0

X1 ( f )| f= k
T0
= X2 ( f )| f= k

T0
=

τ

T0
sinc

(
τ

T0
k
)

,

lo que muestra que, a pesar que las transformadas de Fourier son diferentes, sus muestras en las
frecuencias armónicas fk = kT0 coinciden. Este resultado concuerda con (2.55): los coeficientes de
la serie de Fourier de una señal periódica de período T0 pueden calcularse a partir de la transformada
de Fourier de una señal aperiódica que coincida con aquella sobre un intervalo arbitrario de longitud
igual al período T0, y que valga cero fuera de él. �

2.4.1. La transformada de Fourier para señales periódicas

La transformada de Fourier de una señal periódica se puede obtener directamente a partir
de su representación en series de Fourier, y consiste en un tren de impulsos en frecuen-
cia, donde las áreas de los impulsos son proporcionales a los coeficientes de la serie de
Fourier. Esta representación facilita el análisis de Fourier de problemas de muestreo y
modulación.

Para sugerir el resultado general, se considera una señal x (t) cuya transformada de
Fourier X ( f ) es un impulso de área unitaria en la frecuencia f = f0, esto es,

X ( f ) = δ ( f − f0) .

La señal x (t) que corresponde a esta transformada se puede determinar a partir de la
transformada inversa de Fourier

x (t) =
∫ ∞

−∞
δ ( f − f0) ej2π f td f = ej2π f0t.

De manera más general, si X ( f ) es una combinación lineal de impulsos equiespaciados
en frecuencia,

X ( f ) =
∞

∑
k=−∞

ckδ ( f − k f0) , (2.60)

la aplicación de la transformada inversa permite obtener

x (t) =
∞

∑
k=−∞

ckejk2π f0t. (2.61)

Se observa que la ecuación (2.61) corresponde exactamente a la representación en serie
de Fourier de una señal periódica, como se vio en la ecuación (2.19). Por lo tanto, la trans-
formada de Fourier de una señal T0-periódica con coeficientes {ck} puede interpretarse
como un tren de impulsos ubicados en frecuencias armónicamente relacionadas con 1/T0
y tales que el área del impulso de la armónica k f0 es el valor del k-ésimo coeficiente de
la serie de Fourier ck. Este es el resultado obtenido en el Ejemplo 2.15 para las señales
periódicas seno y coseno.
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Fig. 2.26. Transformada de Fourier de A cos (2π f0t) .

Fig. 2.27. Transformada de Fourier de A sin (2π f0t)

Sintetizando, la relación entre la serie de Fourier y la transformada de Fourier de una señal
periódica x̃(t) queda establecida por las expresiones (2.55), (2.60) y (2.61) repetidas aquí
por completitud.

x̃ (t) =
∞

∑
k=−∞

ckejk2π f0t

m

F{x̃ (t)} =
∞

∑
k=−∞

ckδ( f−k f0)= f0

∞

∑
k=−∞

X(k f0) δ( f−k f0) =
1
T0

∞

∑
k=−∞

X
(

k
T0

)
δ

(
f− k

T0

)
donde X( f ) es la transformada de Fourier de x(t), definida como un período de la señal
periódica,

x (t)=

{
x̃ (t) , t0≤ t≤ t0+T0,

0, caso contrario.

Un punto de vista alternativo de esta representación se estudiará en la Sección 2.6.4.

EJEMPLO 2.15. Transformada de Fourier de funciones periódicas
La transformada de Fourier de la función periódica

x (t) = A cos (2π f0t) ,

puede calcularse aplicando la propiedad (2.52) del impulso:

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
A cos (2π f0t) e−j2π f tdt =

A
2

∫ ∞

−∞

(
e−j2π f0t + ej2π f0t

)
e−j2π f tdt

=
A
2

∫ ∞

−∞

(
e−j2πt( f− f0) + e−j2πt( f+ f0)

)
dt

=
A
2

δ ( f − f0) +
A
2

δ ( f + f0) ,
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Fig. 2.28. Transformada de Fourier de una onda cuadrada simétrica periódica.

La fórmula de inversión permite obtener x (t) a partir de X ( f ):

x (t) =
∫ ∞

−∞

[
A
2

δ ( f − f0) +
A
2

δ ( f + f0)

]
ej2π f td f =

A
2

ej2π f0t +
A
2

e−j2π f0t

= A cos (2π f0t) . �

En la Fig. 2.26 se muestra el par transformado de Fourier

A cos (2π f0t) ⇔ A
2

δ ( f − f0) +
A
2

δ ( f + f0) .

De manera similar se puede obtener el par transformado que se observa en Fig. 2.27:

A sin (2π f0t) ⇔ j
A
2

δ ( f + f0)− j
A
2

δ ( f − f0) .

La transformada de Fourier en este caso es imaginaria. Es instructivo comparar las simil-
itudes y diferencias de estos resultados con los obtenidos al calcular la serie de Fourier de
las señales coseno y seno (Ejemplos 2.2 y 2.3, respectivamente).

EJEMPLO 2.16. Transformada de Fourier de una onda cuadrada
Dada la señal cuadrada de la Fig. 2.25, y de acuerdo a los resultados del Ejemplo 2.14, los coeficientes
de la serie de Fourier para esta señal son

ck =
τ

T0

sin (k πτ f0)

k π
=

τ

T0
sinc

(
τ

T0
k
)

,

de modo que su transformada de Fourier es

X ( f ) =
∞

∑
k=−∞

τ

T0
sinc

(
τ

T0
k
)

δ ( f − k f0) ,

que se muestra en la Fig. 2.28 para τ = T0/2. �

EJEMPLO 2.17. Transformada de Fourier de un tren de impulsos
Un tren infinito de impulsos distanciados T unidades de tiempo entre sí se expresa matemáticamente
como

x (t) =
∞

∑
n=−∞

δ (t− nT) .
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Fig. 2.29. (a) Tren de impulsos periódico; (b) su transformada de Fourier.

Esta señal es periódica, con período fundamental T. Para determinar su transformada de Fourier se
calculan los coeficientes de la serie de Fourier

ck =
1
T

∫ T/2

−T/2
δ (t) e−jk 2π

T tdt =
1
T

para todo k ∈ Z.

En base a este resultado y la ecuación (2.60) resulta que la transformada de Fourier de un tren de
impulsos es

X ( f ) =
1
T

∞

∑
k=−∞

δ

(
f − k

T

)
.

El resultado indica que la transformada de un tren de impulsos en tiempo es un tren de impulsos en
frecuencia, como muestra la Fig. 2.29(b). Se vuelve a notar aquí la relación inversa entre los dominios
tiempo y frecuencia: a medida que el espaciado entre los impulsos en tiempo se hace mayor (aumenta
el período T), el espaciado entre los impulsos en el dominio frecuencia (la frecuencia fundamental
f0 = 1/T) disminuye. �

EJEMPLO 2.18. El tren de impulsos en función de la frecuencia angular
Es habitual que muchos textos expresen los pares transformados de Fourier en función de la fre-
cuencia angular Ω. Como ya vimos, la relación entre X (Ω) y X ( f ) es sencillamente X(Ω) =
X ( f )| f=Ω/(2π) . En el caso particular del tren de impulsos, la propiedad de escalado del impulso
hace que la transformada pueda expresarse de manera ligeramente diferente. Hemos visto que el
tren de impulsos satisface el par transformado

x (t) =
∞

∑
n=−∞

δ (t− nT0) ⇔ X ( f ) =
1
T0

∞

∑
k=−∞

δ

(
f − k

T0

)
. (2.62)

Sabiendo que Ω = 2π f , definiendo Ω0 = 2π/T0, y aplicando la propiedad de escalado del impulso,

1
T0

∞

∑
k=−∞

δ

(
f − k

T0

)
=

1
T0

∞

∑
k=−∞

δ

[
1

2π

(
2π f − 2π

T0
k
)]

=
2π

T0

∞

∑
k=−∞

δ

(
Ω− 2π

T0
k
)

=
2π

T0

∞

∑
k=−∞

δ (Ω−Ω0k) ,

y entonces la relación (2.62) puede ser re-escrita en función de la frecuencia angular Ω como

x (t) =
∞

∑
n=−∞

δ (t− nT0) ⇔ X (Ω) = Ω0

∞

∑
k=−∞

δ (Ω− kΩ0) ,

que coincide con la expresión dada por Papoulis (1962). �
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Fig. 2.30. Desarrollo de la transformada de Fourier de una sucesión de impulsos equiespaciados.

EJEMPLO 2.19. Transformada de un tren de impulsos
Aunque la demostración rigurosa se presenta en el Ejemplo 2.17, es interesante “demostrar”, al
menos intuitivamente, que la transformada de Fourier de un tren de impulsos equiespaciados en
tiempo es otro tren de impulsos equiespaciados en frecuencia

x (t) =
∞

∑
n=−∞

δ (t− nT0) ⇔ X ( f ) =
1
T0

∞

∑
k=−∞

δ

(
f − k

T0

)
. (2.63)

Un desarrollo gráfico del par transformado se puede apreciar en la Fig. 2.30. En esta figura, se parte
de impulsos separados f0 = 1/T0 en el dominio frecuencia y se observa qué sucede en el dominio
tiempo. Para el caso mostrado en la Fig. 2.30(a) (derecha), se tienen tres impulsos en el dominio
frecuencia:

X ( f ) = δ ( f ) + δ ( f − f0) + δ ( f + f0) ,

y en consecuencia,
x (t) = 1+ ej2π f0t + e−j2π f0t = 1+ 2 cos (2π f0t) ,
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Fig. 2.31. Trenes de pulsos.

función que se puede observar en la Fig. 2.30(a) (izquierda). Si en el dominio frecuencia se agregan
impulsos de la forma δ ( f + k f0) + δ ( f − k f0), donde k es un entero positivo, es fácil ver (aplicando
el principio de superposición) que en la función en el dominio tiempo aparecen términos de la forma
2 cos (2πk f0t). Esto se muestra en la Fig. 2.30(b) para tres términos, y en la Fig. 2.30(c) para cinco
términos:

X ( f ) = δ ( f ) + δ ( f − f0) + δ ( f + f0) + δ ( f − 2 f0) + δ ( f + 2 f0) + δ ( f − 3 f0) + δ ( f + 3 f0) ,

y en consecuencia,

x (t) = 1+ ej2π f0t + e−j2π f0t + ej2π(2 f0)t + e−j2π(2 f0)t + ej2π(3 f0)t + e−j2π(3 f0)t

= 1+ 2 cos (2π f0t) + 2 cos [2π (2 f0) t] + 2 cos [2π (3 f0) t] . (2.64)

A medida que se incrementa el número de impulsos en el dominio frecuencia, se incrementa el
número de términos 2 cos (2πn f0t) que aparecen en el dominio tiempo. La forma de onda de
x (t) se parece “cada vez más” a un tren de impulsos. Finalmente, en el límite, cuando el dominio
frecuencia se tienen “infinitos”pulsos, se obtienen también “infinitos”impulsos en el dominio tiempo
[Fig. 2.30(d)]. Obsérvese nuevamente que el valor de x (t) en el origen tiene que ver con el área
encerrada por la “curva” en el dominio frecuencia (recuérdese que los δ (t) tienen área unidad),
salvo para el último caso, en que tanto la señal en el dominio frecuencia como la señal en el dominio
tiempo son periódicas. �

Una forma alternativa de calcular la transformada de un tren de impulsos es partiendo
del dominio temporal. En este caso, consideraremos pulsos en el dominio tiempo (en lugar
de impulsos). El pulso temporal se muestra en la Fig. 2.31(a). En este caso el pulso está
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definido por

x1 (t) =

{
A/τ, |t| < τ/2,

0, |t| > τ/2.

El espectro del pulso es

X( f ) =
∫ +∞

−∞
x1(t)ej2π f tdt =

A
τ

∫ +τ/2

−τ/2
ej2π f tdt =

A
τ

1
j2π f

(
ej2π f τ

2 − e−j2π f τ
2

)
=

A
τ0

1
jπ f

j sen (πτ f ) = A
sen (πτ f )

πτ f
= A sinc (τ f ) . (2.65)

Las transformadas de Fourier del pulso, para τ = 0,5, 0,2 y 0,1 se muestran en la Fig. 2.32(a)-
(c), respectivamente. Se observa que a medida que disminuye el ancho del pulso, el lóbu-
lo principal del sinc (·) es cada vez más amplio.

Como veremos en la Sección 2.5.4, al estudiar sus propiedades, la transformada de Fouri-
er del pulso desplazado en T0 [Fig. 2.31(b)] es

XT0 ( f ) = e−j2π f T0 X1 ( f ) .

De modo que la transformada de Fourier de la señal con tres pulsos está dada por

X3 ( f ) = X1 ( f ) + ej2π f T0 X1 ( f ) + e−j2π f T0 X1 ( f )

= X1 ( f )
(

1+ ej2π f T0 + e−j2π f T0
)

= X1 ( f ) [1+ 2 cos(2π f T0)] .

Esta transformada se ilustra en la Fig. 2.32(d)-( f ). Se aprecia que, dependiendo del ancho
del pulso, algunos de los“picos” pueden no aparecer [Fig. 2.32(d)]. Obsérvese además
que la amplitud de los picos tiene como envolvente una “sinc” que depende del ancho
de los pulsos en el dominio tiempo.

La transformada de la función con 2N + 1 pulsos es

X2N+1 ( f ) =X1 ( f )

[
−1+2

N

∑
k=0

cos (2πkT0 f )

]
=X1 ( f )

[
1+2

N

∑
k=1

cos (2πkT0 f )

]
. (2.66)

(En la última expresión cambia el valor inicial del índice de la sumatoria de k = 0 a k = 1).
Los casos para N = 5, 25, 75, (11, 51, 151 pulsos, respectivamente) se muestran también
en la Fig. 2.32(g)-(o): a medida que aumenta el numero de pulsos en el dominio tiempo,
la transformada de Fourier se concentra en las cercanías de frecuencias armónicas a la
que corresponde con la separación entre pulsos. También se aprecia que a medida que
disminuye el ancho de los pulsos, los “picos” en frecuencia resultan casi de la misma
amplitud.

2.4.2. El núcleo de Dirichlet

Resulta interesante analizar en detalle las sumas de las ecuaciones (2.64) y (2.66). Por
ejemplo, en el caso de (2.66), la transformada de un conjunto de 2N + 1 pulsos en el
dominio tiempo puede escribirse

X2N+1 ( f ) = X ( f )
N

∑
k=−N

e2πkT0 f = X ( f ) (2N + 1)ΦT0,2N+1 ( f ) , (2.67)
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Fig. 2.32. Transformadas de los trenes de pulsos de la Fig. 2.31. (a)-(c) un único pulso; (d)-
( f ) tres pulsos; (g)-(i) once pulsos; (h)-(l) cincuenta y un pulsos; (m)-(o) ciento
cincuenta y un pulsos. Cada columna corresponde a pulsos de distinta duración τ.

con

ΦT0,2N+1 ( f ) =
1

2N + 1

N

∑
k=−N

e2πkT0 f .
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Fig. 2.33. Detalles de la función ΦT0, M(x) para M impar (a) y M par (b) .

Recordando que ΣN
k=0ρk = (ρN+1 − 1)/(ρ− 1), se tiene que

ΦT0,2N+1 ( f ) =
1

2N + 1

N

∑
k=−N

e2πkT0 f =
2N

∑
k=0

e2π(k−N)T0 f =
e−j2πNT0 f

2N + 1

2N

∑
k=0

e2πkT0 f

=
e−j2πNT0 f

2N + 1
e2π(2N+1)T0 f − 1

e2πT0 f − 1

=
e−j2πNT0 f

2N + 1

e2π(2N+1)T0 f /2
[
e2π(2N+1)T0 f /2 − e−2π(2N+1)T0 f /2

]
e2πT0 f /2

(
e2πT0 f /2 − e−2πT0 f /2

)
=

1
2N + 1

sen [πT0 (2N + 1) f ]
sen (πT0 f )

.

que se puede generalizar como

ΦT0,M (x) =
sen(πT0Mx)
M sen (πT0x)

. (2.68)

donde M puede ser un número par o impar, y el cambio de variable f por x permite inde-
pendizarse de la interpretación frecuencial. Esta función, que aparecerá frecuentemente
a lo largo del curso, se denomina kernel (o núcleo) de Dirichlet (Fig. 2.33).

Para los x que son múltiplos de 1/T0 =̇ f0 tanto el numerador como el denominador se
anulan. Aplicando l’Hôpital, se encuentra que

ΦT0,M (x)|x=k/T0
=

cos(πMk)
cos(πk)

, M ∈N, k ∈ Z

y entonces

ΦT0,M (x)|x=k/T0
=

{
1, k ∈ Z, M impar,

(−1)k, k ∈ Z, M par,

como se muestra en la Fig. 2.33(a) y Fig. 2.33(b), respectivamente. También es evidente de
(2.68) que la función ΦT0,M (x) es periódica, de período 1/T0 si M es impar, y de período
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Fig. 2.34. Función Φ2N+1 (x) para distintos valores de N: (a) N = 5; (b) N = 10; (c) N = 50.

2/T0 si M es par:

ΦT0,M (x) =


ΦT0,M

(
x+ 1

T0
k
)

, k ∈ Z, M impar,

ΦT0,M

(
x+ 2

T0
k
)

, k ∈ Z, M par.

Además, se puede comprobar que∫ 1/T0

0
ΦT0,M (x) dx =

1
MT0

, si M es impar,∫ 2/T0

0
ΦT0,M (x) dx = 0, si M es par,

como sugiere la Fig. 2.33.

La función (2.68) presenta M− 1 ceros por período, que ocurren para los valores xi que
satisfacen

xi =
k
T0

(
1+

i
M

)
, i = 1, 2, . . . , M. (2.69)

donde k/T0 ≤ x < (k+ 1) /T0, k ∈ Z. En realidad, el numerador se anula M veces por
período, pero uno de esos ceros, ubicado en x = k/t0 [correspondiente a i = 0 en (2.69)],
se “cancela” con el cero del denominador: son los puntos que deben evaluarse aplicando
la regla de l’Hôpital.

La transformada del tren de pulsos aplicando el núcleo de Dirichlet

Retomando el análisis de la transformada del tren de pulsos, se deduce de (2.67) que la
transformada del tren de 2N + 1 pulsos está dada por el producto de la transformada de
un pulso [ecuación (2.65)] y la función ΦT0,2N+1 ( f ) escalada por (2N + 1). O, en otras
palabras, la transformada del tren de pulsos es la función ΦT0,2N+1 ( f ) modulada por la
transformada del pulso. Esta es la médula del análisis precedente, y bajo esta luz puede
explicarse la Fig. 2.32 a partir de las Figs. 2.18 y 2.34. Lo interesante es que el análisis de
la función ΦT0,2N+1 ( f ) permite comprender mejor que en el límite, cuando N → ∞, la
función ΦT0,2N+1 ( f ) tiende a un tren de impulsos en frecuencia, equiespaciados 1/T0
unidades entre sí

lı́m
N→∞

(2N + 1)ΦT0,2N+1 ( f ) = ∑
k

δ

(
f − k

T0

)
,
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como se muestra en la Fig. 2.34 para distintos valores de N. En efecto, tal como fue detal-
lado en el análisis de la función ΦT0,2N+1 ( f ) , esta función tiene 2N ceros por período. De
modo que a medida que N → ∞ la función será virtualmente nula en todo el período,
excepto en aquellos puntos donde se anulen simultáneamente el numerador y denomi-
nador de la función, que, tal como fue explicado precedentemente, ocurre para múltiplos
enteros de 1/T0.

Debe tenerse en cuenta que, mientras N sea finito, la función temporal no será periódica,
de modo que, aunque τ → 0, la transformada de Fourier de 2N + 1 pulsos se asemeja a
las gráficas de la Fig. 2.34, y no precisamente a un tren de impulsos. Además, a medida
que el número de pulsos aumenta, se incrementa proporcionalmente el valor medio de
la señal, y en consecuencia el valor de la transformada en f = 0 es 2N + 1, tal como se
aprecia en la Fig. 2.34.

Finalmente, en el caso que N → ∞, la función temporal es periódica, la función Φ ( f )
converge a un tren de impulsos periódicos, y en consecuencia, se comprueba la validez
de la relación (2.63). La convergencia de funciones continuas como las ΦT0,2N+1(x) a una
función discontinua como el tren de impulsos se estudiará en la Sección 2.7.

2.5. Propiedades de la transformada de Fourier

Un conjunto de propiedades de las transformadas de Fourier son básicas en el tratamien-
to de señales. Tan importante como el conocimiento matemático de las mismas es una
adecuada interpretación visual. En esta sección se desarrollará no sólo la teoría de los
pares transformados básicos, sino también se hará especial hincapié en el significado de
estas propiedades. Para ellos se utilizarán muchos ejemplos analíticos y gráficos.

2.5.1. Linealidad

Si x (t) e y (t) tienen transformadas de Fourier X ( f ) e Y ( f ), respectivamente, entonces
la suma ax (t) + by (t) donde a, b son números complejos, tiene transformada de Fourier
aX ( f ) + bY ( f ). Esta propiedad se deduce fácilmente:∫ ∞

−∞
[a x (t) + b y (t)] e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
a x (t) e−j2π f tdt+

∫ ∞

−∞
b y (t) e−j2π f tdt

= a X ( f ) + b Y ( f ) ,

lo que permite obtener el par transformado

a x (t) + b y (t) ⇔ a X ( f ) + b Y ( f ) .

Esta relación es importante porque refleja la posibilidad de aplicar la transformada de
Fourier al análisis de sistemas lineales.

EJEMPLO 2.20. Propiedad de linealidad
Dados los pares transformados de Fourier

x (t) = K ⇔ X ( f ) = Kδ (t) ,

y (t) = A cos (2π f0t) ⇔ Y ( f ) = A
2 δ ( f − f0) +

A
2 δ ( f + f0) .
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Fig. 2.35. La propiedad de linealidad.

por la propiedad de linealidad se verifica que

x (t) + y (t) = K+ A cos (2π f0t)⇔ X ( f ) = Kδ (t) +
A
2

δ ( f − f0) +
A
2

δ ( f + f0) .

La Fig. 2.35(a), (b) y (c) ilustra cada uno de los pares transformados de Fourier. �

2.5.2. Escalado en tiempo

Si la transformada de Fourier de x (t) es X ( f ), entonces la transformada de x (kt) , donde
k es una constante real mayor que cero, se puede determinar reemplazando τ = kt en la
ecuación de análisis∫ ∞

−∞
x (kt) e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
x (τ) e−j2π f τ/k dτ

k
=

1
k

X
(

f
k

)
.

Para k negativos, el término de la derecha cambia de signo porque cambian los límites de
integración, pero como también cambia el signo del diferencial dt, el resultado final no
cambia. Entonces el escalado en tiempo resulta en el par transformado de Fourier

x (kt) ⇔ 1
|k|X

(
f
k

)
.

EJEMPLO 2.21. Propiedad de escalado en tiempo
La propiedad de escalado en tiempo es muy conocida en varias ramas de la ciencia. Como se observa
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Fig. 2.36. Propiedad de escalado en tiempo.

en la Fig. 2.36, una expansión de la escala temporal se corresponde con una compresión de escala en
el eje de frecuencias. En la Fig. 2.36(a) se muestra el par transformado de Fourier correspondiente a
un pulso rectangular. El pulso x1(t) tiene “altura”A y ancho τ, y su transformada es un sinc( · ) de
altura Aτ, y con ceros cada 1/τ: esto es, X1( f ) = Aτ sinc(τ f ). En la Fig. 2.36(b) se representa un
pulso x2(t) de la misma altura, pero del doble de ancho. El área del pulso corresponde a la amplitud
máxima de su transformada de Fourier, que será un sinc( · ) de altura A(2τ), con ceros que se
repiten cada la inversa del ancho del pulso; en este caso cada 1/(2τ). Por lo tanto, la transformada
de Fourier de este pulso es

X2( f ) = A(2τ) sinc[(2τ) f ]. (2.70)

De las figuras es evidente que x2(t) = x1(t/2), es decir que x2(t) es una versión escalada en el
tiempo de x1(t), con k = 1/2. De acuerdo a la propiedad de escalado en el tiempo de la transformada
de Fourier, resulta que

x2(t) = x1(t/2) ⇔ X2( f ) =
1
|k|X1

(
f
k

)
= 2X1(2 f ) = 2(Aτ) sinc[τ(2 f )],

que coincide con la expresión (2.70). En la Fig. 2.36(c) se representa la señal x3(t), que puede
pensarse como un escalado por (1/4) de x1(t) o un escalado por (1/2) de x2(t), y su correspondiente
par transformado X3( f )

Debe notarse que a medida que se expande la escala temporal, no sólo se contrae la escala frecuencial
sino que la amplitud de la transformada se incrementa de modo de mantener el área constante
(recuerde que el área bajo la transformada es igual al valor de la función temporal en el origen
t = 0). Esta es efecto muy conocido en la teoría de antenas y radar. �
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Fig. 2.37. Propiedad de escalado en tiempo: el caso de los impulsos.

Si en algunos de los pares transformados aparecen impulsos, la propiedad de escalado se
aplica exactamente igual, pero prestando atención a la propiedad de escalado del impul-
so: δ(at) = δ(t)/|a| (Sección 2.3.4, Propiedad 2).

EJEMPLO 2.22. Propiedad de escalado cuando intervienen impulsos
En la Fig. 2.37(a) se representa la señal x1(t) = A cos(2π f0t) y su transformada de Fourier X1( f ) =
(A/2)δ( f + f0) + (A/2)δ( f − f0). Si x2(t) es una versión escalada en tiempo de x1, por ejemplo,
x2(t) = x1(2t) = A cos[2π f0(2t)], la señal resultante es un coseno de igual amplitud que x1(t) pero
de frecuencia doble. Por lo tanto, su transformada es X2( f ) = (A/2)δ( f + 2 f0)+ (A/2)δ( f − 2 f0).
La aplicación “ingenua” de la propiedad de escalado en tiempo podría sugerir que se afecta la
amplitud de la transformada; pero en realidad esto no ocurre por la propiedad de escalado del
impulso. En efecto, si x2(t) = x1(2t), se tiene que

X2( f ) =
1
2

X1

(
f
2

)
=

1
2

[
A
2

δ

(
f
2
+ f0

)
+

A
2

δ

(
f
2
− f0

)]
=

1
2

{
A
2

δ
[

1
2 ( f + 2 f0)

]
+

A
2

δ
[

1
2 ( f − 2 f0)

]}
=

1
2

{
A
2

2δ ( f + 2 f0) +
A
2

2δ ( f − 2 f0)

}
, por la propiedad de escalado de δ(t)

=
A
2

δ ( f + 2 f0) +
A
2

δ ( f − 2 f0) ,

expresión que coincide con la derivada más arriba, y que se representa en la Fig. 2.37(b) . �

2.5.3. Escalado en frecuencia

Si la transformada inversa de Fourier de X ( f ) es x (t), entonces la transformada inversa
de X (k f ), donde k es una constante real, está dada por el par transformado

1
|k| x

(
t
k

)
⇔ X (k f )
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Fig. 2.38. Propiedad de escalado en frecuencia.

Esta relación se puede determinar sustituyendo φ = k f en la ecuación de síntesis∫ ∞

−∞
X (kt) ej2π f td f =

∫ ∞

−∞
X (φ) ej2πφt/k dφ

k
=

1
|k| x

(
t
k

)
.

Nuevamente, para impulsos escalados en frecuencia, debe tenerse en cuenta que δ (a f ) =
δ ( f ) / |a| .

EJEMPLO 2.23. Propiedad de escalado en frecuencia
Análogamente al escalado en tiempo, la expansión de la escala de frecuencias resulta en una com-
presión de la escala de tiempos. Este efecto se aprecia en la Fig. 2.38. Note que a medida que el eje
de frecuencia se expande, la amplitud de la función temporal se incrementa de modo de mantener
constante el área cubierta por al función temporal: recuerde que este área es igual al valor de la
transformada en el origen f = 0, que en este caso se mantiene constante e igual a 2AT0. Este
resultado también puede obtenerse aplicando la propiedad de dualidad, que se verá más adelante, y
la propiedad de escalado en tiempo. �
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Fig. 2.39. Propiedad de desplazamiento temporal.

2.5.4. Desplazamiento temporal

Si x (t) se desplaza temporalmente t0 unidades de tiempo, sustituyendo s = t − t0 la
transformada de Fourier resulta∫ ∞

−∞
x (t− t0) e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
x (s) e−j2π f (s+t0)ds

= e−j2π f t0

∫ ∞

−∞
x (s) e−j2π f sds

= e−j2π f t0 X ( f ) ,

y el par transformado de Fourier de una señal desplazada en el tiempo es

x (t− t0) ⇔ X ( f ) e−j2π f t0 . (2.71)

EJEMPLO 2.24. Propiedad de desplazamiento temporal
El espectro de la señal x1(t) = A cos(2π f0t) es X1( f ) = (A/2)δ( f + f0) + (A/2)δ( f − f0),
como muestra la Fig. 2.39(a) . En la Fig. 2.39(b) se grafica x2(t) que es x1(t) desplazada T0/8
unidades de tiempo. Es evidente que

x2(t) = x1(t− T0/8) = A cos [2π f0(t− T0/8]
= A cos(2π f0t− π/4).
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El espectro de x2(t) es X2( f ) = e−j2π f (T0/8)X1( f ). Operando se encuentra que

X2( f ) = e−j2π f (T0/8) [(A/2)δ( f + f0) + (A/2)δ( f − f0)]

= (A/2)e−j2π(− f0)(T0/8)δ( f + f0) + (A/2)e−j2π( f0)(T0/8)δ( f − f0)

= (A/2)ejπ/4δ( f + f0) + (A/2)e−jπ/4δ( f − f0)

=
(

A
√

2
4 + jA

√
2

4

)
δ( f + f0) +

(
A
√

2
4 − jA

√
2

4

)
δ( f − f0).

De manera similar puede encontrarse que para x3(t) = x1(t− T0/4) es X3( f ) = e−j2π f (T0/4)X1( f ),
de donde

X3( f ) = j A
2 δ( f + f0)− j A

2 δ( f − f0),

como se muestra en la Fig. 2.39(c) . Finalmente,

x4(t) = x1(t− T0/2) = A cos [2π f0(t− T0/2]
= A cos(2π f0t− π) = −A cos(2π f0t− π) = −x1(t).

Por lo tanto,

X4( f ) = e−j2π f (T0/2)X1( f )

= e−jπ f T0(A/2)δ( f + f0) + e−jπ f T0(A/2)δ( f − f0)

= − A
2 δ( f + f0)− A

2 δ( f − f0),

como ilustra la Fig. 2.39(d) .

Los casos presentados revelan que el corrimiento temporal resulta en un cambio de fase θ ( f ) =
arctan [Im ( f ) /Re ( f )] , sin alterar el módulo de la transformada de Fourier. �

2.5.5. Desplazamiento frecuencial (modulación)

Si X ( f ) se desplaza en frecuencia f0 Hz, su transformada inversa queda multiplicada por
ej2π f0t:

x (t) ej2π f0t ⇔ X ( f − f0) . (2.72)

Este par transformado puede obtenerse sustituyendo s = f − f0 en la ecuación de síntesis∫ ∞

−∞
X ( f − f0) e j2π f td f =

∫ ∞

−∞
X (s) ej2πt(s+ f0)ds

= ej2π f0t
∫ ∞

−∞
X (s) e−j2πt sds

= ej2π f0tx (t) .

EJEMPLO 2.25. Propiedad de modulación
Para ilustrar el efecto del desplazamiento en frecuencia, supongamos que la función x1(t) es real,
como muestra la Fig. 2.40(a) , y que su espectro X1 ( f ) se desplaza en frecuencia ± f0 unidades a
izquierda y derecha del origen, respectivamente, atenuando su amplitud a la mitad [Fig. 2.40(b)].
Este nuevo espectro X2 ( f ) está dado entonces por

X2 ( f ) =
1
2

X1 ( f + f0) +
1
2

X1 ( f − f0) ,
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Fig. 2.40. Propiedad de desplazamiento en frecuencia (modulación).

de modo que la función temporal correspondiente es

x2 (t) =
1
2

x1 (t) e−j2π f0t +
1
2

x1 (t) ej2π f0t = x1 (t) cos 2π f0t.

El desplazamiento frecuencial (en ambos sentidos) resulta en la multiplicación de la función temporal
x1 (t) por un coseno cuya frecuencia está determinada por el corrimiento f0, como se representa
en la Fig. 2.40(b) . Cuanto mayor sea el desplazamiento frecuencial, mayor será la frecuencia de la
portadora, como ilustra la Fig. 2.40(c) . Este proceso, conocido como modulación, es fundamental
para la transmisión de información sobre distintos medios; más adelante, en la Sección 2.6.5, se
interpretará esta propiedad utilizando otras herramientas. �

2.5.6. Formulación alternativa de la ecuación de síntesis

La ecuación de síntesis
x (t) =

∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f td f ,

también puede escribirse como

x (t) =
[∫ ∞

−∞
X∗ ( f ) e−j2π f td f

]∗
,
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Fig. 2.41. (a) Cálculo de la transformada directa de Fourier. (b) Cálculo de la transformada
inversa utilizando el mismo algoritmo que para el cálculo de la transformada directa.

donde X∗ ( f ) es el complejo conjugado de X ( f ). La verificación de la propiedad es trivial:[∫ ∞

−∞
X∗ ( f ) e−j2π f td f

]∗
=

∫ ∞

−∞

[
X∗ ( f ) e−j2π f t

]∗
d f

=
∫ ∞

−∞
[X∗ ( f )]∗

(
e−j2π f t

)∗
d f

=
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f td f

= x (t) .

La importancia de la formulación alternativa es que ahora tanto la transformada de Fouri-
er como la transformada inversa comparten el mismo término e−j2π f t (es decir, tienen el
mismo núcleo o kernel). Esta similaridad es de considerable importancia en el desarrollo
de programas que permitan calcular de manera rápida la transformada de Fourier. Ob-
serve que si se dispone de un algoritmo que calcule la transformada directa de Fourier, el
mismo algoritmo puede utilizarse para calcular la transformada inversa: basta con ingre-
sar como dato el conjugado de la transformada Y∗ ( f ) , y conjugar el resultado entregado
por el algoritmo para obtener la antitransformada x (t) , como se muestra en la Fig. 2.41.

2.5.7. Funciones pares

Si xe (t) es una función par del tiempo, es decir xe (t) = xe (−t), entonces la transformada
de Fourier de xe (t) es una función par y real:

xe (t) ⇔ Re ( f ) =
∫ ∞

−∞
xe (t) cos (2π f t) dt.
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Fig. 2.42. Par transformado de Fourier de una función par.

El par transformado se obtiene de manera trivial:

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f tdt

=
∫ ∞

−∞
xe (t) cos (2π f t) dt− j

∫ ∞

−∞
xe (t) sen (2π f t) dt

=
∫ ∞

−∞
xe (t) cos (2π f t) dt = Re ( f ) .

La parte imaginaria se anula ya que el integrando es una función impar. Como cos (2π f t)
es una función par, xe (t) cos (2π f t) = xe (t) cos [2π (− f ) t] y entonces, Xe ( f ) = Xe (− f ):
la transformada es par. De manera similar, si X ( f ) es una función real y par de la fre-
cuencia, la fórmula de síntesis permite obtener

x (t) =
∫ ∞

−∞
Xe ( f ) ej2π f td f =

∫ ∞

−∞
Re ( f ) ej2π f td f

=
∫ ∞

−∞
Re ( f ) cos (2π f t) d f + j

∫ ∞

−∞
Re ( f ) sen (2π f t) d f

=
∫ ∞

−∞
Re ( f ) cos (2π f t) d f = xe (t) .

EJEMPLO 2.26. Funciones pares
Como se muestra en la Fig. 2.42, la transformada de Fourier de una función par es una función real
y par de la frecuencia; recíprocamente, la transformada inversa de Fourier de una función real y par
de la frecuencia es una función par del tiempo. �

2.5.8. Funciones impares

Si xo (t) = −xo (−t), entonces xo (t) es una función impar del tiempo, y su transformada
de Fourier es una función impar e imaginaria:

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
xo (t) e−j2π f tdt

=
∫ ∞

−∞
xo (t) cos (2π f t) dt− j

∫ ∞

−∞
xo (t) sen (2π f t) dt

= −j
∫ ∞

−∞
xo (t) sen (2π f t) dt = jIo ( f ) .

El integrando real es nulo ya que la multiplicación de una función par por una im-
par es una función impar. Como sen (2π f t) es una función impar, xo (t) sen (2π f t) =
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Fig. 2.43. Par transformado de Fourier de una función impar.

−xo (t) sen [2π (− f ) t] y entonces, xo ( f ) = −xo (− f ): la transformada es impar. Aná-
logamente, si X ( f ) es una función impar e imaginaria, la fórmula de síntesis permite
obtener

x (t) =
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f td f

= j
∫ ∞

−∞
Io ( f ) ej2π f td f

= j
∫ ∞

−∞
Io ( f ) cos (2π f t) d f + j

∫ ∞

−∞
jIo ( f ) sen (2π f t) d f

= −
∫ ∞

−∞
Io ( f ) sen (2π f t) d f = xo (t) ,

y la función xo (t) resultante es impar. El par transformado de Fourier está dado por

xo (t) ⇔ jIo ( f ) = −j
∫ ∞

−∞
xo (t) sen (2π f t) dt.

EJEMPLO 2.27. Funciones impares
Un ejemplo de este par transformado se muestra en la Fig. 2.43. La función x (t) es impar en t; por lo
tanto, la transformada de Fourier es impar (en f ) y imaginaria. Recíprocamente, si la transformada
X ( f ) es imaginaria e impar en f , la transformada inversa de Fourier es una función temporal impar
en t. �

2.5.9. Descomposición de ondas

Una función arbitraria puede descomponerse de manera única como la suma de una
función par y otra impar:

x (t) =
1
2

x (t) +
1
2

x (t) =
1
2
[x (t) + x (−t)] +

1
2
[x (t)− x (−t)]

= xe (t) + xo (t) . (2.73)

donde

xe (t) =
1
2
[x (t) + x (−t)] , (2.74)

xo (t) =
1
2
[x (t)− x (−t)] . (2.75)

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



2.5. Propiedades de la transformada de Fourier 127

Fig. 2.44. Propiedad de descomposición de ondas.

Las ecuaciones (2.74) y (2.75) son las definiciones de funciones pares e impares, respec-
tivamente. En consecuencia, en base a las propiedades anteriores, la transformada de
Fourier de (2.73) es

X ( f ) = R ( f ) + jI ( f ) = Xe ( f ) + Xo ( f ) ,

donde Xe ( f ) = R ( f ) y Xo ( f ) = jI ( f ). Más adelante se verá que esta descomposición
puede utilizarse para acelerar el cálculo de la transformada de Fourier.

EJEMPLO 2.28. Descomposición de ondas
Para demostrar el concepto de la descomposición de formas de onda, consideremos la función
exponencial

x (t) = βe−αt, α > 0, t ≥ 0. (2.76)

Procediendo como en (2.73), se obtiene

x (t) =
β

2
e−αt +

β

2
e−αt =

β

2

[(
e−αt)

t≥0 +
(
eαt)

t≤0

]
+

β

2

[(
e−αt)

t≥0 −
(
eαt)

t≤0

]
=

β

2
e−α|t| +

β

2

[(
e−αt)

t≥0 −
(
eαt)

t≤0

]
= xe (t) + xo(t),

donde

xe (t) =
β

2
e−α|t|, xo(t) =

β

2

[(
e−αt)

t≥0 −
(
eαt)

t≤0

]
.

La Fig. 2.44 muestra la descomposición en funciones pares e impares. El espectro de la función (2.76)
ya fue calculado en el Ejemplo 2.5; la descomposición de ondas permite calcular sin gran esfuerzo
el espectro Xe ( f ) de xe (t) y Xo ( f ) de xo (t) . Como xe (t) es par, de acuerdo a la Propiedad 2.5.7
su espectro es real, y como xo (t) es impar su espectro es imaginario (Propiedad 2.5.8). A su vez,
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Fig. 2.45. (a) Pulso exponencial creciente x(t) = βeαt, α > 0, t < 0. (b) Representación
módulo/fase y (c) parte real/imaginaria de la transformada de Fourier (comparar
con la Fig. 2.14).

X ( f ) = Xe ( f ) + Xo ( f ) . En consecuencia,

xe (t) ⇔ Xe ( f ) = Re [X ( f )] =
βα

a2 + (2π f )2
,

xo (t) ⇔ Xo ( f ) = j Im [X ( f )] =
−jβ2π f

α2 + (2π f )2
. �

EJEMPLO 2.29. Transformada de un pulso exponencial creciente
La descomposición de ondas también puede utilizarse para calcular el espectro del pulso exponencial
creciente

y (t) =

{
eαt, t ≤ 0, α > 0,
0, t > 0.

Haciendo referencia a las funciones xe (t) y xo (t) del Ejemplo previo, es evidente que y (t) =
2xe (t)− x (t), y en consecuencia, Y ( f ) = 2Xe ( f )− X ( f ) . Como

X ( f ) =
a

a2 + (2π f )2
− j

2π f

a2 + (2π f )2
,

Xe ( f ) =
a

a2 + (2π f )2
,

resulta

Y ( f ) = 2Xe ( f )− X ( f )

=
a

a2 + (2π f )2
+ j

2π f

a2 + (2π f )2

= X∗ ( f )

de modo que el espectro del pulso exponencial creciente es el conjugado del espectro del Ejemplo
2.5, es decir que se invierte el signo de la fase (Fig. 2.45). Compare con el espectro de X ( f ) que
se muestra en la Fig. 2.14. �

2.5.10. Propiedades para funciones complejas

Para simplificar la presentación, hasta el momento sólo se han considerado funciones
temporales que toman valores reales. La transformada de Fourier, la transformada inver-
sa y sus propiedades son aplicables también para el caso en que h (t) sea una función
temporal que tome valores complejos. Si

x (t) = xr (t) + jxi (t) ,
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donde xr (t) es la parte real de x (t) y xi (t) es la parte imaginaria de x (t), la transformada
de Fourier resulta

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
[xr (t) + jxi (t)] e−j2π f tdt

=
∫ ∞

−∞
[xr (t) cos (2π f t) + xi (t) sen (2π f t)] dt

−j
∫ ∞

−∞
[xr (t) sen (2π f t)− xi (t) cos (2π f t)] dt

= R ( f ) + jI ( f ) .

Entonces,

R ( f ) =
∫ ∞

−∞
[xr (t) cos (2π f t) + xi (t) sen (2π f t)] dt,

I ( f ) = −
∫ ∞

−∞
[xr (t) sen (2π f t)− xi (t) cos (2π f t)] dt.

De manera análoga, la fórmula de síntesis para funciones complejas permite obtener

xr (t) =
∫ ∞

−∞
[R ( f ) cos (2π f t)− I ( f ) sen (2π f t)] d f ,

xi (t) = −
∫ ∞

−∞
[R ( f ) sen (2π f t) + I ( f ) cos (2π f t)] d f .

Si x (t) es real, entonces x (t) = xr (t) [xi (t) ≡ 0], y las partes real e imaginaria de las
transformada de Fourier son

Re ( f ) =
∫ ∞

−∞
xr (t) cos (2π f t) dt, (2.77)

Io ( f ) = −
∫ ∞

−∞
xr (t) sen (2π f t) dt. (2.78)

En este caso, Re ( f ) es una función par (de la frecuencia) ya que Re ( f ) = Re (− f );
análogamente, como Io ( f ) = −Io (− f ), la transformada Io ( f ) es impar.

Si x (t) es imaginaria pura, x (t) = jxi (t) [xr (t) ≡ 0], y entonces

Ro ( f ) =
∫ ∞

−∞
xi (t) sen (2π f t) dt, (2.79)

Ie ( f ) =
∫ ∞

−∞
xi (t) cos (2π f t) dt. (2.80)

Ahora, Ro ( f ) es una función impar de la frecuencia, e Ie ( f ) es una función par. En la
Tabla 2.4 se listan diferentes propiedades de simetría de funciones temporales complejas
y las características de sus correspondientes transformadas de Fourier.

EJEMPLO 2.30. Determinación simultánea de la transformada de dos funciones reales
Se pueden utilizar las relaciones (2.77)-(2.80) para determinar simultáneamente la transformada de
Fourier de dos señales reales. Para ilustrar esto, consideremos dos funciones reales x (t) y y (t).
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Tabla 2.4: Propiedades de la Transformada de Fourier para funciones complejas.

Dominio tiempo Dominio frecuencia
x (t) X ( f )

real Parte real: par

Parte imaginaria: impar

imaginaria Parte real: impar

Parte imginaria: par

Parte real: par real

Parte imaginaria: impar

Parte real: impar imaginaria

Parte imaginaria: par

real y par real y par

real e impar imaginaria e impar

imaginaria y par imaginaria y par

imaginaria e impar real e impar

compleja y par compleja y par

compleja e impar compleja e impar

Sean ahora h (t) = x (t) y g (t) = jy (t); entonces H ( f ) = X ( f ), y G ( f ) = jY ( f ). Como h (t)
es real, de (2.77)-(2.78) se tiene que

h (t) = x (t) ⇔ H ( f ) = X ( f ) = Re ( f ) + jIo ( f ) .

Análogamente, como g (t) es imaginaria,

g (t) = jy (t) ⇔ G ( f ) = jY ( f ) = Ro ( f ) + jIe ( f ) .

Entonces,
x (t) + jy (t) ⇔ X ( f ) + jY ( f ) ,

donde
X ( f ) = Re ( f ) + jIo ( f ) , Y ( f ) = Ie ( f )− jRo ( f ) . (2.81)

De modo que si z (t) = h (t) + g (t) = x (t) + jy (t), la transformada de Fourier de z (t) puede
expresarse como

Z ( f ) = R ( f ) + jI ( f )

=
1
2
[R ( f ) + R (− f )] +

1
2
[R ( f )− R (− f )] + j

1
2
[I ( f ) + I (− f )] + j

1
2
[I ( f )− I (− f )] ,

y de acuerdo con (2.81)

X ( f ) =
1
2
[R ( f ) + R (− f )] + j

1
2
[I ( f )− I (− f )] ,

Y ( f ) =
1
2
[I ( f ) + I (− f )]− j

1
2
[R ( f )− R (− f )] .

Entonces es posible separar el espectro Z ( f ) de la función compuesta en las transformadas de
Fourier de cada una de las señales reales, x (t) y y (t), tal como se observa en la Fig. 2.46. Como
veremos más adelante, esta idea puede explotarse para incrementar la velocidad de cálculo de la
transformada discreta de Fourier. �
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Fig. 2.46. Esquema para el cálculo simultáneo de la transformada de Fourier de dos señales
reales.

2.5.11. Diferenciación e integración

Si x (t) es una señal con transformada de Fourier X ( f ) , diferenciado ambos lados de la
ecuación de síntesis se obtiene

dx (t)
dt

=
∫ ∞

−∞

d
dt

X ( f ) ej2π f td f =
∫ ∞

−∞
j2π f X ( f ) ej2π f td f ,

que establece el par transformado

dx (t)
dt

⇔ j2π f X ( f ) . (2.82)

Esta es una propiedad particularmente importante porque reemplaza la operación de
diferenciación en el dominio temporal por una multiplicación por j2π f en el dominio
frecuencial, lo que facilita el análisis de sistemas lineales e invariantes en el tiempo de-
scriptos por ecuaciones diferenciales.

Ya que la diferenciación en tiempo corresponde a una multiplicación por j2π f en el do-
minio frecuencial, uno puede esperar que la integración involucre la división por j2π f
en el dominio frecuencial. La relación precisa es∫ t

−∞
x (τ) dτ ⇔ 1

j2π f
X ( f ) +

1
2

X (0) δ ( f ) . (2.83)

El impulso en la expresión de la transformada refleja el comportamiento de continua o
valor promedio que puede resultar por la integración.

EJEMPLO 2.31. Transformada de un escalón unitario
Aplicando la Propiedad 2.5.9 de descomposición de ondas, se calculará la transformada de Fourier del
escalón unitario que se muestra en la Fig. 2.47, donde se ha graficado la descomposición par-impar
de u (t), que puede escribirse como

u (t) = ue (t) + uo (t) =
1
2
+

[
u (t)− 1

2

]
,

con ue (t) = 1/2 y uo (t) = u (t) − 1/2. Consideremos primero la parte impar uo (t). Como
u′o (t) = u′ (t) = δ (t), de la propiedad de diferenciación se obtiene

δ (t) =
duo (t)

dt
⇔ 1 = j2π f Uo ( f ) ,
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Fig. 2.47. Propiedades de integración y de derivación.

ya que la transformada de Fourier del impulso es 1. Entonces,

Uo ( f ) =
1

j2π f
. (2.84)

Obsérvese que, de acuerdo a la Propiedad 2.5.8 sobre las funciones impares, al ser uo (t) impar y real
su transformada de Fourier Uo ( f ) debe ser imaginaria pura e impar, lo que es evidente de (2.84).

La parte par de u (t), que se nota ue (t), es una señal constante de amplitud 1/2, y por lo tanto su
transformada de Fourier es un impulso en f = 0. Específicamente,

ue (t) =
1
2
⇔ Ue ( f ) =

1
2

δ ( f ) , (2.85)

y combinando las transformadas de la parte impar (2.84) y de la parte par (2.85) de u (t), resulta
el par transformado

u (t) ⇔ 1
j2π f

+
1
2

δ ( f ) . (2.86)

Este resultado también puede obtenerse a partir de la propiedad de integración. Si h (t) = δ (t), la
integral de h (t) es u (t) , y como H ( f ) = 1, la propiedad de integración (2.83) permite obtener
directamente (2.86). Observe que el término impulsivo en (2.86) se debe exclusivamente al valor de
continua no nulo de u (t).

Finalmente, notemos que se puede aplicar la propiedad de diferenciación para recuperar el valor de
la transformada del impulso a partir de la transformada del escalón unitario. En efecto, diferenciando
(2.86),

δ (t) =
du (t)

dt
⇔ j2π f

[
1

j2π f
+ δ ( f )

]
= 1+ j2π f δ ( f ) = 1

ya que 2π f δ ( f ) = 0. �

Transformadas de funciones polinomiales a tramos

Una aplicación especial de la propiedad de derivación es la obtención de transformadas
de funciones polinomiales a tramos. Las derivadas de estas funciones contienen impulsos
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en el punto donde se unen los distintos tramos. Como la transformada del impulso es
conocida, puede ser más sencillo calcular la transformada de la función derivada que la
de la función original, tal como muestran los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 2.32. Transformada de un pulso triangular
En la Fig. 2.48(a) se representa el pulso triangular definido como

p(t) =

{
2a
T (T/2− |t|), si |t| < T/2,

0. en caso contrario.

El cálculo la transformada de p(t) por definición es complicado:

P( f ) =
∫ ∞

−∞
p(t) e−j2π f tdt =

∫ 0

−T/2

2a
T

(
T
2 + t

)
e−j2π f tdt+

∫ T/2

0

2a
T

(
T
2 − t

)
e−j2π f tdt

= 2a
T

∫ 0

−T/2

T
2 e−j2π f tdt+ 2a

T

∫ 0

−T/2
te−j2π f tdt+ 2a

T

∫ T/2

0

T
2 e−j2π f tdt− 2a

T

∫ T/2

0
te−j2π f tdt

=
a

−j2π f
e−j2π f t

∣∣∣∣0
−T/2

+
2a

T(2π f )2
(1+ j2π f t)e−j2π f t

∣∣∣∣0
−T/2

+

a
−j2π f

e−j2π f t
∣∣∣∣T/2

0
− 2a

T(2π f )2
(1+ j2π f t)e−j2π f t

∣∣∣∣T/2

0

=
a

−j2π f

(
1−ejπT f+e−jπT f−1

)
+

2a
T(2π f )2

[
1−(1− jπT f )ejπT f−(1+ jπT f )e−jπT f+1

]
=

a
−j2π f

[−2j sen(πT f )] +
2a

T(2π f )2
[
2−ejπT f−e−jπT f+ jπT f ejπT f− jπT f e−jπT f

]
=

a
π f

sen(πT f ) +
2a

T(2π f )2
[2− 2 cos(πT f ) + jπT f 2j sen(πT f )]

=
a

T(π f )2
[1− cos(πT f )].

Como 1− cos θ = 1− [cos2(θ/2)− sen2(θ/2)] = 2 sen2(θ/2), se tiene que

P( f ) = a
T
4

2[sen(πT f /2)]2

(πT f /2)2
=

aT
2

[
sinc

(
T
2 f
)]2

.

El cálculo es más sencillo si se aplica la propiedad de derivación. La derivada temporal de p(t) es
un par de pulsos rectangulares, como se muestra en la Fig. 2.48(a) , es decir

p′(t) = r(t+ T/4)− r(t− T/4), donde r(t) =

{
2a/T, |t| < T/4,

0, |t| > T/4.

Es conocido que R( f ) = (2a/T)(T/2) sinc (T f /2) = a sinc (T f /2) , y por lo tanto, aplicando la
propiedad de desplazamiento temporal,

F{p′(t)} = ej2π f T/4R( f )− e−j2π f T/4R( f ) = R( f )(ej2π f T/4− e−j2π f T/4) = 2j sen(πT f /2)R( f )

y como F{p′(t)} = j2π f P( f ), se tiene que

j2π f P( f ) = 2j sen(πT f /2)R( f )

de donde

P( f ) =
1

π f
sen(πT f /2)R( f ) =

T
2

sen(πT f /2)
π f (T/2)

R( f ) =
aT
2

[
sinc

(
T
2 f
)]2

El resultado coincide con el calculado por definición, pero se alcanza mucho más fácilmente. �
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Fig. 2.48. El pulso triangular (a) y parabólico (b) y sus derivadas temporales.

EJEMPLO 2.33. Transformadas de un pulso parabólico
Sea p (t) un pulso parabólico, definido como

p(t) = (1− t2)r (t) , donde r(t) =

{
1, |t| < 1,

0, |t| > 1,

como se muestra en la Fig. 2.48(b). Si P( f ) es la transformada de Fourier de p(t), la propiedad de
derivación asegura que

j2π f P( f ) ⇔ p′(t) = −2tr(t) + (1− t2)r′(t), (2.87)

donde r′(t) = δ(t + 1) − δ(t − 1), y por la propiedad de criba del impulso (Propiedad 3), (1−
t2)r′(t) = 0. Derivando p′(t) resulta

(j2π f )2P( f ) ⇔ p′′(t) = −2r(t)− 2tr′(t),
= −2r(t)− 2t [δ(t+ 1)− δ(t− 1)] .

Nuevamente, por la propiedad de criba del impulso, t [δ(t+ 1)− δ(t− 1)] = t|t=−1 δ(t + 1) −
t|t=1 δ(t− 1) = −δ(t+ 1)− δ(t− 1), de modo que

(j2π f )2P( f ) ⇔ p′′(t) = −2r(t) + 2δ(t+ 1) + 2δ(t− 1).

Como

2r(t) ⇔ 4 sinc(2 f ),
2 [δ(t+ 1) + δ(t− 1)] ⇔ 4 cos(2π f ),

se tiene que

P( f ) =
4 cos(2π f )− 4 sinc(2 f )

(j2π f )2
+ k1δ( f ) + k2δ′( f ),

donde k1 y k2 son constantes de integración que aparecen pues se puede agregar una constante k1
al pulso parabólico sin alterar su primera derivada, y k2 tiene en cuenta este efecto para la derivada
segunda. La integración del pulso p(t) revela que no hay constantes aditivas o rampas lineales, de
modo que k1 = k2 = 0 en este caso y por lo tanto,

P( f ) = −cos(2π f )
π2 f 2 +

sen(2π f )
2π3 f 3 . �
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Fig. 2.49. Propiedad de dualidad.

2.5.12. Dualidad

Si la transformada de Fourier de x (t) es X ( f ), entonces

X (t) ⇔ x (− f ) .

Este par transformado puede deducirse reescribiendo la ecuación de la transformada
inversa para la variable (−t)

x (−t) =
∫ ∞

−∞
X ( f ) ej2π f (−t)d f ,

e intercambiando los parámetros t y f ,

x (− f ) =
∫ ∞

−∞
X (t) e−j2π f tdt. (2.88)

En palabras, si una función temporal tiene la “forma” x (t) , y su transformada de Fourier
es X ( f ) , entonces una función temporal con la “forma” de X (·) tendrá como transforma-
da una función con la “forma” de x (·) en frecuencia, reflejada sobre el eje de ordenadas.

EJEMPLO 2.34. Derivación de la transformada de un sinc(·) aplicando la propiedad de
dualidad
Para ilustrar esta propiedad consideremos el par transformado de Fourier

x (t) = A, |t| < α ⇔ X( f ) = 2Aα sinc (2α f ) ,

ilustrado previamente. Por la propiedad de dualidad,

y(t) = X(t) = 2Aα sinc (2αt) ⇔ Y ( f ) = x (− f ) = A, | f | < α, (2.89)

tal como se ilustra en la Fig. 2.49. En este caso, como las funciones involucradas son simétricas en
tiempo y en frecuencia, el cambio de signo de la ecuación (2.88) pasa inadvertido. �
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Fig. 2.50. Otro ejemplo de la propiedad de dualidad.

EJEMPLO 2.35. Demostración de la propiedad de dualidad para una señal senoidal
A partir del Ejemplo 2.15 se derivó el par transformado

x (t) = A sin (2παt) ⇔ X( f ) = j
A
2

δ ( f + α)− j
A
2

δ ( f − α) .

Si se define la función temporal y (t) = X (t) , es decir, una señal temporal compleja formada por
un par de impulsos en t = ±α,

y (t) = j
A
2

δ (t+ α)− j
A
2

δ (t− α)

su transformada de Fourier Y( f ) es

Y( f ) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f tdt = j

A
2

e−j2π f (−α) − j
A
2

e−j2π f (+α) = j
A
2

(
ej2π f α − e−j2π f α

)
= j

A
2
[2j sen (2πα f )] = −A sen (2πα f ) = x (− f ) .

Esta relación dual se muestra en la Fig. 2.50. �

El empleo de esta propiedad permite evitar muchos desarrollos matemáticos complejos,
como el del Ejemplo 2.11 (transformada de un sinc). También puede servir para sugerir
o determinar otras propiedades de las transformadas de Fourier. Específicamente, si una
función temporal tiene ciertas características que determinan una forma especial de su
transformada de Fourier, entonces las mismas características asociadas a una función fre-
cuencial tendrán características duales en el dominio temporal. Por ejemplo, veremos que
una función temporal periódica tiene una trasformada de Fourier discreta, formada por
un tren de impulsos equiespaciados, y pesados por una cierta función: tal el caso de las
funciones periódicas sen (2π f0t) y cos (2π f0t) del Ejemplo 2.15, cuyas transformadas son
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Fig. 2.51. Pulso gaussiano y su transformada de Fourier.

impulsos. Debido a la dualidad, una función temporal formada por impulsos equiespa-
ciados y modulados por una cierta función, tendrá una transformada de Fourier que es
periódica en frecuencia. Un anticipo de estas relaciones se vislumbra en la transformada
del tren de impulsos desarrollada en el Ejemplo 2.19.

De manera similar, las propiedades enunciadas hasta ahora también implican propiedades
duales. Por ejemplo, hemos visto que la diferenciación en el dominio tiempo se relaciona
con la multiplicación por j2π f en el dominio frecuencial. De la discusión precedente, se
puede sospechar que la multiplicación por j2πt en el dominio temporal se corresponde
con una derivación en el dominio frecuencial. Para determinar la forma precisa de esta
propiedad dual, aplicamos la definición. Diferenciando la ecuación de análisis respecto a
f , se tiene

X ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f tdt ⇒ dX ( f )

d f
= −

∫ ∞

−∞
j2πtx (t) e−j2π f tdt,

de modo que hemos establecido el par transformado

−j2πt x (t) ⇔ dX ( f )
d f

. (2.90)

Análogamente, se pueden derivar las propiedades de la antitransformada de la integral
en frecuencia

− 1
j2πt

x (t) + x (0) δ (t) ⇔
∫ f

−∞
X (η) dη (2.91)

y la de corrimiento frecuencial

ej2π f0t x (t) ⇔ X ( f − f0) . (2.92)

Compare estos resultados con sus duales: (2.90) con (2.82), (2.91) con (2.83), y (2.92)
con (2.71) y (2.72), y note las diferencias de signos en cada caso. En particular, para la
propiedad de integración, recuerde que el impulso δ (t) es una función par (Sección 2.3.4,
Propiedad 1).

EJEMPLO 2.36. El pulso gaussiano
Como ejemplo de la aplicación de la propiedad de diferenciación en tiempo, y de su dual, la difer-
enciación en frecuencia, determinaremos una función temporal x (t) cuya transformada de Fourier
X ( f ) tiene la misma expresión matemática (con el obvio cambio de variables t por f ). En otras
palabras, usando una variable auxiliar σ para evitar confusión, x (σ) = X (σ) .
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Si x (t) ⇔ X ( f ) indica el par transformado de Fourier, en base a la propiedad de derivación en
frecuencia (2.90) se puede escribir

−2πt x (t) ⇔ 1
j

d
d f

X ( f ) . (2.93)

Por otra parte, por la propiedad de derivación temporal

d
dt

x (t) ⇔ j2π f X ( f ) . (2.94)

Si se impone que la señal temporal x (t) satisfaga la ecuación diferencial de primer orden

d
dt

x (t) = −2πt x (t) , (2.95)

es decir, que los miembros izquierdos de (2.93) y (2.94) sean iguales, es evidente que los miembros
derechos también lo serán; en particular, 1

j
d

d f X ( f ) = j2π f X ( f ) o, teniendo en cuenta que j2 = −1,

d
d f

X ( f ) = −2π f X ( f ) . (2.96)

En definitiva, si la señal temporal x (t) satisface la ecuación diferencial de primer orden (2.95), su
transformada de Fourier X ( f ) satisface la ecuación diferencial de primer orden (2.96). Como las
dos ecuaciones diferenciales tienen exactamente la misma expresión matemática, ambas tendrán
idéntica solución. Notando

d
dσ

g (σ) = −2πσg (σ) , (2.97)

es evidente que
x (t) = g (σ)|σ=t , X ( f ) = g (σ)|σ= f .

Resolviendo (2.97), se tiene que

g (σ) = e−π σ2
, (2.98)

que se muestra en la Fig. 2.51. El pulso definido por (2.98) se denomina pulso gaussiano, debido a la
similitud de la función con la función densidad de probabilidad de Gauss. En síntesis, la transformada
de Fourier del pulso gaussiano es el mismo pulso, estableciendo el par transformado8

x (t) = e−π t2 ⇔ X ( f ) = e−π f 2
. �

Si bien muchas de las propiedades de la transformada de Fourier pueden extenderse sin
mayores inconvenientes a la serie de Fourier, esto no ocurre con la propiedad de dualidad,
debido a la distinta naturaleza de las variables tiempo-frecuencia en este caso. Mientras
que para la transformada tanto la variable temporal (“t”) como la variable frecuencial
(“ f ”) son reales, para la serie de Fourier la variable temporal es real, mientras que la
variable frecuencial (“k”, el número de armónico) es un número entero. Por ejemplo, si
bien se puede establecer una propiedad de derivación temporal para la serie de Fourier,
análoga a la de la transformada,

d
dt

x̃(t) ⇔ j
2π

T0
kck,

no tiene sentido la propiedad dual de “derivación” en frecuencia, ya que “no se puede”
calcular dck/dk porque k es una variable entera.

8Si las transformadas se expresan en función de la frecuencia angular Ω, la función temporal que tiene la
misma expresión matemática que su transformada puede ser diferente, como se estudia en el Ejercicio 24.
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2.5.13. Relación de Parseval

Si h (t) y H ( f ) son un par transformado de Fourier, entonces∫ ∞

−∞
|x (t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|X ( f )|2 d f .

Esta relación puede demostrarse fácilmente a partir de la definición de la transformada
de Fourier (2.32). Específicamente,∫ ∞

−∞
|x (t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
x (t) x∗ (t) dt =

∫ ∞

−∞
x (t)

[∫ ∞

−∞
X∗ ( f ) e−j2π f td f

]
dt.

Intercambiando el orden de integración,∫ ∞

−∞
|x (t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
X∗ ( f )

[∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f tdt

]
︸ ︷︷ ︸

X( f )

d f .

Pero el término entre corchetes es la transformada de Fourier X ( f ) de x (t); entonces,∫ ∞

−∞
|x (t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|X ( f )|2 d f . (2.99)

El término de la izquierda de la ecuación (2.99) es la energía total de la señal x (t) [ecuación
(2.48)]. La relación de Parseval dice que la energía total puede ser determinada ya sea
calculando la energía por unidad de tiempo (|x (t)|2), e integrando en el tiempo, o bien
calculando la energía por unidad de frecuencia (|X ( f )|2) e integrando sobre la frecuen-
cia. Por tal motivo, |X ( f )|2 suele denominarse como el espectro de densidad de energía de
la señal x (t).

La energía de una señal periódica es infinita, y en consecuencia la ecuación (2.99) no
es apropiada para esta clase de señales. Sin embargo, para señales periódicas se puede
establecer una relación análoga. A partir de la expresión de la serie de Fourier (2.19),
repetida aquí por comodidad,

x̃(t) = ∑
k

ckej 2π
T0

kt

se tiene que

x̃(t)x̃∗(t) =

(
∑

k
ckej 2π

T0
kt

)(
∑
`

c∗` e
−j 2π

T0
`t

)
= ∑

k
∑
`

ckc∗` e
j 2π

T0
(k−`)t.

Integrando sobre un período se tiene∫
T0

x̃(t)x̃∗(t) dt =
∫

T0
∑

k
∑
`

ckc∗` e
j 2π

T0
(k−`)t

= ∑
k

∑
`

ckc∗`
∫

T0

ej 2π
T0
(k−`)tdt.

Como ∫
T0

ej 2π
T0
(k−`)tdt =

{
T0, si ` = k,
0, en caso contrario,
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Tabla 2.5: Propiedades de la transformada de Fourier.

Dominio tiempo x (t) Dominio frecuencia X( f )

linealidad a x (t) + b y (t) a X ( f ) + b Y ( f ) linealidad

dualidad X (t) x (− f ) dualidad

escalado en tiempo x (k t) 1
k X( f /k) escalado inverso

escalado inverso 1
k x (k t) X (k f ) escalado en frecuencia

desplazamiento temporal x (t− t0) e−j2π f t0 X ( f ) desfasaje

modulación ej2π f0tx(t) X ( f − f0) desplazamiento frecuencial

función par xe (t) Xe ( f ) = Re ( f ) función real

función impar xo (t) Xo ( f ) = jIo ( f ) función imaginaria

función real x (t) = xr (t) X ( f ) = Re ( f ) parte real: par

+jIo ( f ) parte imaginaria: impar

función imaginaria x (t) = jxi (t) X ( f ) = Ro ( f ) parte real: impar

+jIe ( f ) parte imaginaria: par

según la nota a pie de página 74, resulta que

ckc∗`
∫

T0

ej 2π
T0
(k−`)tdt = ckc∗k T0 = |ck|2T0,

y por lo tanto,
1
T0

∫
T0

|x (t)|2 dt =
∞

∑
k=−∞

|ck| 2,

donde los ck son los coeficientes de la serie de Fourier de x (t), y T0 es el período. En otras
palabras, para el caso de señales periódicas la relación de Parseval vincula la potencia
promedio en un período de la función temporal con la energía de los coeficientes de
la serie de Fourier. La cantidad |ck|2 se puede interpretar como la energía por período
contribuida por el k-ésimo armónico. Tal como se mencionó en la Sección 2.3.4, las señales
periódicas no tienen energía finita, pero si potencia promedio finita [ecuación (2.49)].

2.5.14. Resumen de propiedades

En la Tabla 2.5 se reunen las propiedades básicas de la transformada de Fourier. En todos
los casos, X ( f ) es la transformada de Fourier de x (t).

Hasta el momento hemos visto algunas de las principales propiedades de la transfor-
mada de Fourier. La siguiente propiedad, el teorema de convolución, es clave para el
estudio de los sistemas lineales, y por ello será analizada en detalle, discutiendo primero
la derivación e importancia de la integral de convolución, y estudiando luego su trans-
formada.
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2.6. La integral de convolución

La convolución entre dos funciones es un concepto físico importante en muchas ramas
de la ciencia. Sin embargo, como sucede con muchas relaciones matemáticas importantes,
no es sencillo comprender sus alcances e implicaciones. Para el caso de sistemas lineales
e invariantes en el tiempo, la integral de convolución permite determinar la respuesta del
sistema ante cualquier entrada, a partir del conocimiento de la respuesta del sistema ante
una única entrada particular, el impulso. Si la respuesta del sistema ante un impulso (la
“respuesta impulsiva” del sistema) se nota como h (t) , la salida de un sistema lineal e
invariante en el tiempo (SLIT) excitado con una entrada cualquiera x (t) está dada por la
expresión

y (t) =
∫ ∞

−∞
x (τ) h (t− τ) dτ =

∫ ∞

−∞
x (t− τ) h (τ) dτ, (2.100)

y se dice que la función y (t) es la convolución de las funciones x (t) y h (t) , que se nota
x (t) ∗ h (t) .

2.6.1. Derivación de la integral de convolución

En esta sección se muestra que un sistema lineal e invariante en el tiempo queda comple-
tamente caracterizado por su respuesta impulsiva. En otras palabras, el conocimiento de
la respuesta del sistema a un impulso de amplitud unitaria permite determinar su salida
para una entrada arbitraria aplicando la integral de convolución (2.100).

Una señal continua arbitraria x(t) se puede aproximar con precisión arbitraria por una
versión “escalonada” x̂ (t), como la que se muestra en la Fig. 2.52(a) . Aunque los escalones
podrían tener distinto ancho, lo habitual es elegir el mismo valor ∆ para todos. La señal
escalonada x̂ (t) se puede expresar como una combinación lineal de pulsos temporales
de ancho ∆ escalados y desplazados, como ilustran las Figs. 2.52(b)-(e) . Si se define el
pulso δ∆ (t) como

δ∆ (t) =

{ 1
∆ , 0 < t < ∆,

0, en caso contrario,

que tiene área unitaria, la expresión δ∆(t − k∆) representa un pulso desplazado en el
tiempo

δ∆ (t− k∆) =

{ 1
∆ , k∆ < t < (k+ 1)∆,

0, en caso contrario.

Entonces, la aproximación escalonada x̂ (t) de la señal continua x (t) se puede escribir

x̂ (t) =
∞

∑
k=−∞

x (k∆) δ∆ (t− k∆)∆. (2.101)

Observando la Fig. 2.52 se nota que sólo un término de la sumatoria (2.101) es no nulo
para cada valor de t. A medida que el intervalo ∆ tiende a cero, la aproximación x̂ (t) es
cada vez más fiel, y en el límite, cuando ∆→ 0, es igual a x (t),

x (t) = lı́m
∆→0

∞

∑
k=−∞

x (k∆) δ∆ (t− k∆)∆. (2.102)
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Fig. 2.52. Aproximación escalonada a una señal continua.

Si ∆ se hace cada vez más pequeño, la sumatoria de la ecuación (2.102) tiende a una
integral (la conocida aproximación de Riemann): para ∆ → 0, se tiene que ∆ → dτ,
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Fig. 2.53. Interpretación gráfica de la ecuación (2.102).

k∆→ τ, y δ∆ (t− k∆)→ δ(t− τ). Entonces (2.102) se puede expresar como

x (t) =
∫ ∞

−∞
x (τ) δ (t− τ) dτ. (2.103)

La expresión (2.103) no es otra cosa que la Propiedad 3 del impulso (Sección 2.3.4). El
pasaje al límite de la expresión (2.102) a la ecuación (2.103) se puede interpretar con la
ayuda de la Fig. 2.53, donde se han graficado las funciones x (τ) , δ∆ (t− τ) y su producto.
En esta representación, t es un valor determinado [el instante de tiempo donde se quiere
calcular x(t)] y τ = k∆ es la variable. El área bajo la curva x (τ) δ∆ (t− τ) se puede
aproximar por el área sombreada del rectángulo de la Fig. 2.53(c), que es x (m∆)∆, donde
t− ∆ < m∆ < t; para este valor de t, el término con k = m es el único término no nulo
en la sumatoria de la ecuación (2.102). En consecuencia en el límite, cuando ∆ → 0, x (t)
iguala el área bajo al curva ∆x (τ) δ∆ (t− τ) .

Esta representación escalonada permite estudiar la respuesta o salida y(t) de un sistema
lineal ante una entrada arbitraria x(t). En la Fig. 2.54(a) se ha representado la señal x (t)
y su aproximación escalonada x̂ (t) , mientras que en la Fig. 2.54(b)-(d) se ilustran las re-
spuestas del sistema ante tres de los pulsos escalados que forman x̂ (t) . Como la respues-
ta es diferente según sea el instante donde se aplique el pulso, el sistema no es invariante
en el tiempo. Sin embargo, como el sistema es lineal, la salida ŷ (t) correspondiente a la
entrada x̂ (t) es la suma de todas estas respuestas [Fig. 2.54(e)]. Para obtener la respuesta
y (t) ante la entrada x (t) basta tomar el límite de ŷ (t) para ∆ → 0, de manera análoga a
la indicada por la ecuación (2.102) para x̂(t), y como ilustra la Fig. 2.54( f ). Como el pulso
δ∆ (t− k∆) corresponde al pulso de área unitaria desplazado, cuando ∆→ 0 la respuesta
ĥk∆ (t) tiende a la respuesta impulsiva del sistema ante un impulso unitario aplicado en
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Fig. 2.54. Interpretación gráfica de la respuesta de un sistema lineal continuo variante en el
tiempo [ecuación (2.102)].
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Fig. 2.55. Interpretación gráfica de las ecuaciones (2.104) y (2.105).

t = k∆. Notando como hτ (t) la respuesta del sistema ante un impulso unitario δ (t− τ)
aplicado en el instante t = τ, resulta

y (t) = lı́m
∆→0

∞

∑
k=−∞

x (k∆) hk∆ (t)∆. (2.104)

Cuando ∆→ 0 la suma en el miembro derecho tiende a la integral, como se representa en
la Fig. 2.55. Entonces, siguiendo un procedimiento similar al que permite pasar de (2.102)
a (2.103), se encuentra que

y (t) =
∫ ∞

−∞
x (τ) hτ (t) dτ. (2.105)

La interpretación de la ecuación (2.105) es análoga a la de la ecuación (2.102). Como mues-
tra la ecuación (2.103), cualquier entrada x (t) puede pensarse como una suma de im-
pulsos escalados y desplazados, donde el “peso” del impulso δ (t− τ) es precisamente
x (τ) dτ. Con esta interpretación, la ecuación (2.105) representa la superposición de las re-
spuestas a cada uno de estos impulsos, y, por linealidad, el “peso” de la respuesta hτ (t)
al impulso desplazado δ (t− τ) también es x (τ) dτ.

La ecuación (2.105) representa la forma general de la respuesta de un sistema lineal de
tiempo continuo. Si además de ser lineal el sistema es invariante en el tiempo, entonces la
respuesta del sistema en un tiempo t = t1 ante un impulso δ(t − τ) aplicado en t = τ
[Fig. 2.56(a)] es la misma que la respuesta del sistema en un tiempo t = t1 + T ante un
impulso δ(t− τ − T) aplicado en t = τ + T [Fig. 2.56(b)], es decir

hτ+T (t) = hτ (t− T) .

Por conveniencia notacional se suele elegir τ = 0, de modo que hT(t) = h0(t− T), y se
define la respuesta impulsiva del sistema h (t) como

h (t) = hτ (t)|τ=0 = h0 (t) ,

es decir, la respuesta del sistema ante un impulso aplicado en t = 0. En este caso, la
ecuación (2.105) se convierte en

y (t) =
∫ ∞

−∞
x (τ) h (t− τ) dτ. (2.106)

Esta integral se conoce como integral de convolución o integral de superposición, y es la rep-
resentación de un sistema continuo en el tiempo lineal e invariante en el tiempo en función
de su respuesta impulsiva h(t).
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Fig. 2.56. Respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo.

Es interesante resaltar las diferencias entre las ecuaciones (2.105) y (2.106), que se ilustran
en la Fig. 2.54(b)-(d) y en la Fig. 2.57(b)-(d) , respectivamente. Para el sistema variante en
el tiempo (Fig. 2.54) es necesario conocer la respuesta hτ(t) del sistema ante un impulso
aplicado en t = τ, para todos los posibles valores de τ; en otras palabras, hτ (t) representa una
familia de respuestas impulsivas. En cambio, para los sistemas invariantes en el tiempo
(Fig. 2.57) basta con conocer una única respuesta impulsiva. Por comodidad, se suele
elegir la respuesta del sistema ante un impulso aplicado en t = 0.Evaluación gráfica de
la integral de convolución

No es sencillo visualizar la operación matemática descripta por la ecuación (2.106); sin
embargo, un análisis gráfico permite comprender el significado de la convolución. Sean
x (t) y h (t) dos funciones temporales, por ejemplo los pulsos que se muestran en la
Fig. 2.58(a) y (b), respectivamente. Para evaluar (2.106) son necesarias las funciones x (τ)
y h (t− τ). Las funciones x (τ) y h (τ) son las funciones x (t) y h (t), respectivamente,
donde la variable t se ha reemplazado por la variable τ. La función h (−τ) es el reflejo
de h (τ) respecto al eje de las ordenadas, como se muestra en la Fig. 2.59(b) y h (t− τ) es
la función h (−τ) desplazada en una cantidad t, como se representa en la Fig. 2.59(c).
Para evaluar la integral (2.106) es necesario multiplicar e integrar las funciones x (τ)
[Fig. 2.59(a)] y h (t− τ) [Fig. 2.59(c)] para cada valor de t desde −∞ hasta ∞. Como se
muestra en la Fig. 2.60(a), este producto es cero cuando el parámetro t = −t1. El produc-
to sigue siendo nulo hasta que el parámetro t toma el valor t = 0. En t = t2 el producto
de x (τ) y h (t1 − τ) es la zona sombreada que se muestra en la Fig. 2.60(c); el área de
esta zona es el valor de la integral. A medida que t se incrementa a t0 y posteriormente
a t3, la Fig. 2.60(d) y (e) muestran las funciones que deben multiplicarse. Para t = t4 el
producto nuevamente se anula como se muestra en la Fig. 2.60( f ), y sigue siendo nulo
para cualquier valor de t tal que t > t4 [Fig. 2.60(g)]. Resumiendo, si se deja que t varíe
continuamente desde −∞ hasta ∞ la convolución de x (t) y h (t) es la función triangular
que se muestra en la Fig. 2.60(h).

El procedimiento descrito es una técnica de análisis gráfico conveniente para evaluar o
interpretar integrales de convolución. Los pasos a seguir son:

1. Reflexión. Se refleja h (t) respecto del eje de ordenadas.

2. Desplazamiento. Se desplaza h (−τ) en una cantidad t donde se desea evaluar la
convolución.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



2.6. La integral de convolución 147

Fig. 2.57. Interpretación de la respuesta de un sistema lineal continuo invariante en el tiempo
[ecuación (2.106)].
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Fig. 2.58. Formas de onda a convolucionar.

Fig. 2.59. Descripción gráfica de la operación de reflexión.

Fig. 2.60. Ejemplo gráfico de la convolución.
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Fig. 2.61. Procedimiento de cálculo de la convolución.

3. Multiplicación. Se multiplica la función desplazada h (t− τ) por x (τ).

4. Integración. El área bajo el producto de h (t−τ) y x (τ) es el valor de la convolución
en el tiempo t.

EJEMPLO 2.37. Cálculo gráfico de la integral de convolución
Las reglas para la evaluación gráfica de la integral de convolución se ejemplifican con el cálculo
de y(t) = x (t) ∗ h (t) para las funciones h(t) = e−tu(t) y x(t) = u(t), que se representan en
la Fig. 2.61(a) y (b), respectivamente. Primero se refleja h (τ) para obtener h (−τ), como se ve
en la Fig. 2.61(c). Luego se desplaza h (−τ) en una cantidad t = t1 que es el instante donde se
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quiere calcular la convolución [Fig. 2.61(d)]. Después se multiplica h (t− τ) por x (τ) [Fig. 2.61(e)],
y finalmente se integra para obtener el resultado de la convolución para el tiempo t1[Fig. 2.61( f )].
El resultado ilustrado en la Fig. 2.61( f ) se puede determinar directamente de la ecuación (2.100),

y (t1) =
∫ ∞

−∞
x (τ) h (t1 − τ) dτ

Los extremos de integración se ajustan teniendo en cuenta los rangos donde alguna de las funciones
es nula: como x(τ) es cero para τ < 0, no tiene sentido integrar desde −∞. Por otra parte como
h(t) es cero para t < 0, h(t1 − τ) es cero para t1 − τ < 0, o bien para todo τ > t1; por lo tanto
sólo es necesario integrar hasta t1. Entonces,

y (t1) =
∫ ∞

−∞
x (τ) h (t1 − τ) dτ =

∫ t1

0
(1) e−(t1−τ) dτ

= e−t
1

(
eτ |t1

0

)
= e−t1

(
et1 − 1

)
= 1− e−t1 . �

En el Ejemplo 2.37 los extremos de la integral de convolución (originariamente de −∞ a
∞) cambian de 0 a t. En general, los valores de los extremos cambian de acuerdo a cómo
sean las funciones del integrando. Para el ejemplo, el menor valor de la variable9 τ para
el cual la función h (t−τ) = e−(t−τ) es nula es τ = −∞; para la función x (τ) es τ = 0.

Al integrar se debe elegir el mayor de estos dos valores como el menor de los extremos
de integración. Para hallar el extremo superior se observa que h (t− τ) = e−(t−τ) es nula
para cualquier τ > t, y que x (τ) es nula para τ > ∞. Por lo tanto el extremo superior de
integración es el menor de estos valores.

Una regla general para determinar los extremos de integración es la siguiente:

Si x (t) es una función que se anula fuera del intervalo [L1, U1] , y h(t) una función
que se anula fuera del intervalo [L2, U2], los límites de integración de la integral de
convolución (2.100) son máx (L1, L2) y mı́n (U1, U2), respectivamente:∫ ∞

−∞
x (τ) h (t− τ) dτ =

∫ mı́n(U1,U2)

máx(L1,L2)
x (τ) h (t− τ) dτ.

Los valores de τ para los cuales se anula x (τ) son fijos; sin embargo, los valores de τ
donde la “función deslizante” h (t− τ) es distinta de cero son función del parámetro
t. Por ello es posible tener diferentes límites de integración para distintos rangos de t.
Un gráfico como el de la Fig. 2.61 es útil para determinar correctamente los límites de
integración; el cálculo de la integral se puede dividir en a lo sumo 5 etapas, según las
señales x(τ) y h(t− τ):

1. no se solapen, como ocurre con las señales graficadas en la Fig. 2.60(a) o (b) ;

2. se solapen parcialmente por izquierda, según se muestra en la Fig. 2.60(c) ;

3. se solapen totalmente, representado en la Fig. 2.60(d) ;

4. se solapen parcialmente por derecha, como se ilustra en la Fig. 2.60(e) ;

9En este análisis, la variable es τ, y t es un parámetro que queda fijo: la integral se calcula “punto a punto”
para cada valor de t.
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Fig. 2.62. Señales a convolucionar en el Ejemplo 2.38.

5. no se solapen, como se muestra en la Fig. 2.60( f ) o (g).

Dependiendo de la naturaleza de las funciones a convolucionar, algunas de estas etapas
pueden estar ausentes, como ocurre con las señales del Ejemplo 2.37, donde faltan las
etapas 3 (solapamiento total), 4 (solapamiento parcial por derecha) y 5 (sin solapamien-
to), como se observa en la Fig. 2.61. Los detalles del cálculo se estudian en el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO 2.38. Las cinco etapas en el cálculo de la convolución
Se desea calcular la salida y(t) de un sistema con respuesta impulsiva

h(t) =

{
e−t, 0 ≤ t ≤ 2,
0, en caso contrario,

cuando se lo excita con una entrada

x(t) =

{
sen πt, 4 ≤ t ≤ 5,
0, en caso contrario.

Las señales h(t) y x(t) se representan en la Fig. 2.62(a) y (b), respectivamente. La salida y(t) se
calcula convolucionando h(t) y x(t) siguiendo los pasos indicados más arriba: reflexión de una de
las señales; desplazamiento de la misma hasta el instante donde desea calcularse la convolución,
multiplicación de las dos señales, e integración del producto. La sucesión de estas tres operaciones
para distintos valores del parámetro t se ilustra en la Fig. 2.63.
Etapa 1 (sin solapamiento: −∞ < t < 4). La reflexión y el desplazamiento de la señal hasta el

instante t1 = 1 se muestra en la Fig. 2.63(a) . Es evidente que h(t1 − τ) y x(τ) son distintas
de cero en rangos diferentes; por lo tanto su producto es nulo, y también el área (integral).
Esta situación continúa hasta que t = t2 = 4, como se representa en la Fig. 2.63(b) . Por lo
tanto,

y(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ =

∫
0 dτ = 0, para −∞ < t < t2 = 4.

Etapa 2 (solapamiento parcial por izquierda: 4 ≤ t < 5). Para t > t2 las señales x(τ) y h(t− τ)
comparten un intervalo donde son no nulas, como se muestra en la Fig. 2.63(c) para t = t3.
En este caso, el producto de las funciones es nulo para t < t2 = 4 y para t > t3, siempre que
t3 sea menor que 5, cuando ocurre un solapamiento total entre x(τ) y h(t− τ). Por lo tanto,
en esta etapa se tiene que

y(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ =

∫ t

4
sen πτ e−(t−τ)dτ

=
π

1+ π2 e4−t − 1
1+ π2 (π cos πt− sen πt), para t2 = 4 < t < 5.
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Fig. 2.63. Detalle de las 5 etapas en el cálculo de la convolución: sin solapamiento (a)-(b);
solapamiento parcial por izquierda (c); solapamiento total (d); solapamiento parcial
por derecha (e); sin solapamiento ( f ). Resultado de la convolución (g).
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Etapa 3 (solapamiento total : 5 < t < 6). En este caso las señales x(τ) y h(t − τ) se solapan
totalmente, como se representa en la Fig. 2.63(d) para t = t4 = 5,5. En este caso los extremos
de integración quedan fijos y determinados por una de las funciones [x(τ) en este ejemplo].
Resulta entonces

y(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ =

∫ 5

4
sen πτ e−(t−τ)dτ

=
(1+ e)π
1+ π2 e4−t, para 5 < t < 6.

Etapa 4 (solapamiento parcial por derecha: 6 ≤ t < 7). En este intervalo de tiempo las señales
x(τ) y h(t− τ) nuevamente vuelven a solaparse parcialmente, pero sólo por derecha, como
se muestra en la Fig. 2.63(e) . En esta etapa el producto de las funciones es siempre cero para
t > 5, lo que fija el extremo superior de integración. El límite inferior depende de la posición
de la “función deslizante”h(t− τ), y en este ejemplo es t− 2. Por lo tanto, en este intervalo,

y(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ =

∫ 5

t−2
sen πτ e−(t−τ)dτ

=
π

1+ π2 et−5 +
e2

1+ π2 (π cos πt+ sen πt), para t2 = 6 < t < 7.

Etapa 5 (sin solapamiento: 7 ≤ t): Finalmente, para t > 7, las dos señales x(τ) y h(t − τ) no
comparten ningún intervalo donde ambas sean no nulas, por lo que el producto (y el área) son
nulos, como se representa en la Fig. 2.63( f ).

Resumiendo los resultados, se tiene que

y(t) = x(t) ∗ h(t) =



0, t < 4,
π

1+π2 e4−t − 1
1+π2 (π cos πt− sen πt), 4 ≤ t < 5,

(1+e)π
1+π2 e4−t, 5 ≤ t < 6,

π
1+π2 e7−t + e−2

1+π2 (π cos πt− sen πt), 6 ≤ t < 7,

0, 7 ≤ t,

cuya representación temporal se representa en la Fig. 2.63(g). �

2.6.2. Forma alternativa de la integral de convolución

La interpretación gráfica descripta anteriormente no es sino una de las posibles inter-
pretaciones de la convolución. La ecuación (2.100) también puede escribirse como

y (t) =
∫ ∞

−∞
h (σ) x (t− σ) dσ, (2.107)

que resulta de efectuar el cambio de variables t − τ 7→ σ. Si bien dσ = −dt, el signo
de la integral no cambia porque también cambian los extremos de integración. De mo-
do que para el cálculo de la convolución tanto x (τ) como h (τ) pueden ser reflejadas y
desplazadas, y la elección entre una u otra forma depende de cuál de las dos se pueda
calcular con mayor facilidad.
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Fig. 2.64. Ejemplo gráfico del cálculo de la convolución por dos métodos alternativos.

Fig. 2.65. Comparación del cálculo de la convolución del Ejemplo 2.39 utilizando la expresión
(2.100) (a) o la ecuación (2.107) (b) .

En la Fig. 2.64 se muestra gráficamente que las dos formas (2.100) y (2.107) de calcular la
integral de convolución son equivalentes. La serie de gráficos a la izquierda de la Fig. 2.64
muestran la evaluación de (2.100), mientras que las curvas de la derecha ilustran el cál-
culo de (2.107). Los pasos definidos anteriormente: Reflexión, Desplazamiento, Multipli-
cación e Integración se ilustran en la Fig. 2.64(b), (c), (d) y (e), respectivamente. Como se
indica en la Fig. 2.64(e), la convolución de x (τ) y h (τ) es la misma, independientemente
de qué función se elija para reflejar y desplazar.
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EJEMPLO 2.39. Comparación de los métodos para el cálculo de la convolución
Sean

h (t) =

{
e−t, t ≥ 0,

0, t < 0,
x (t) =

{
sen t, 0 ≤ t ≤ π/2,

0, en caso contrario.

Para las señales de este ejemplo, la convolución puede calcularse en 3 etapas: 1 (sin solapamiento),
2 (solapamiento parcial por izquierda), y 3 (solapamiento total). Como h(t) es de longitud infinita,
nunca ocurren las etapas 4 (solapamiento parcial por derecha) y 5 (sin solapamiento). Usando
(2.100), y(t) = x(t) ∗ h(t) está dada por

y (t) =
∫ ∞

−∞
x (τ) h (t− τ) dτ =


0, (etapa 1): t ≤ 0,∫ t

0 sen τ e−(t−τ)dτ, (etapa 2): 0 ≤ t < π/2,∫ π/2
0 sen τ e−(t−τ)dτ, (etapa 3): π/2 ≤ t,

(2.108)

Los límites de la integral se determinan aplicando la regla enunciada en la Sección 2.6.1, y con la
ayuda de la Fig. 2.65(a) . Los valores extremos del argumento de la función x (τ) para los cuales es
distinta de cero son 0 y π/2, respectivamente. Para la función h (t− τ) = e−(t−τ) el menor valor
del argumento para el cual la función se anula es τ = −∞, y el mayor valor del argumento es τ = t.
Para definir los extremos de integración se toma el mayor valor entre los extremos inferiores;en
cualquier caso, este límite es 0. El extremo superior de integración es el menor de los extremos
superiores, y por lo tanto es una función de t. Para 0 ≤ t ≤ π/2, el mínimo es t; para t ≥ π/2, el
extremo de integración es π/2. Evaluando (2.108) se encuentra que

y (t) =


0, t ≤ 0,
1
2
(
sen t− cos t+ e−t) , 0 ≤ t < π/2,

1
2 e−t

(
1+ eπ/2

)
, π/2 ≤ t.

(2.109)

De manera análoga, de (2.107),

y (t) =
∫ ∞

−∞
h (τ) x (t− τ) dτ =


0, (etapa 1): t≤0,∫ t

0 e−τ sen (t− τ) dτ, (etapa 2): 0≤ t<π/2,∫ t
t−π/2 e−τ sen (t− τ) dτ, (etapa 3): π/2≤ t.

(2.110)

Aunque la ecuación (2.110) que describe la señal de salida y(t) es diferente de (2.108), su evaluación
da el mismo resultado (2.109). �

2.6.3. Convolución con impulsos

La integral de convolución más sencilla de evaluar es aquella en la cual alguna de las
funciones intervinientes es un impulso. La convolución entre una función x(t) y un im-
pulso δ(t− t0) representados en las Figs. 2.66(a) y (b), respectivamente, se puede calcular
aplicando, por ejemplo, la ecuación (2.100),

x(t) ∗ δ(t− t0) =
∫ ∞

−∞
x(t− τ) δ(τ − t0) dτ = x(t− t0).

El paso del segundo al tercer miembro se explica por la Propiedad 3 del impulso, repetida
aquí por comodidad, ∫ ∞

−∞
δ (τ − θ) x (τ) dτ = x (θ) .
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Fig. 2.66. Convolución de una función x(t) con un impulso δ(t− t0).

Si, en cambio, se aplica la expresión (2.107), se tiene que

x(t) ∗ δ(t− t0) =
∫ ∞

−∞
x(τ) δ[(t− τ)− t0] dτ =

∫ ∞

−∞
x(τ) δ(t− t0 − τ) dτ = x(t− t0).

En definitiva, cualquiera de las dos expresiones muestra que la convolución de la función
x (t) con una función impulso resulta en desplazar x (t), llevando el origen del eje de las
abscisas al lugar donde está localizado el impulso, como se muestra en la Figs. 2.66(c).
Como se estudiará más adelante, esta propiedad simplifica mucho el análisis de proble-
mas más complicados.

EJEMPLO 2.40. Convolución con un par de impulsos
Sea h (t) la función formada por un par de impulsos que se muestra en la Fig. 2.67(a), y x (t) la
función pulso que se observa en la Fig. 2.67(b). Para estas funciones, la ecuación (2.100) toma la
forma particular

y (t) =
∫ ∞

−∞
[δ (τ − T) + δ (τ + T)] x (t− τ) dτ,

y aplicando la Propiedad 3 del impulso se encuentra que

y (t) = x (t− T) + x (t+ T) ,

cuya gráfica se representa en la Fig. 2.67(c). �

EJEMPLO 2.41. Convolución con un tren de impulsos
El pulso rectangular

x(t) =

{
A, |t| < τ/2,
0, en caso contrario,

de la Fig. 2.67(d) se convoluciona con el tren de impulsos

p (t) = ∑
n

δ(t− nT0)

que se grafica en la Fig. 2.67(e). El resultado de la convolución es

y(t) = x(t) ∗ p(t) = x(t) ∗∑
n

δ(t− nT0) = ∑
n

x(t− nT0).

Esta expresión, que se representa en la Fig. 2.67( f ),muestra que al convolucionar el pulso rectangular
con el tren de impulsos, el primero queda replicado donde se localizan cada uno de los impulsos.�
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Fig. 2.67. Convolución de un pulso con dos impulsos (a)-(c) y con un tren de impulsos (d)-( f ) .

El ejemplo anterior muestra una manera posible de obtener una función periódica a partir
de una señal aperiódica. Si se observa con atención, la señal y(t) del Ejemplo 2.41 es en
realidad una señal periódica. Utilizando la notación de las primeras Secciones, se tiene
que

x̃(t) = x(t) ∗ p(t).

Esta observación es de gran utilidad para facilitar el cálculo de algunas series de Fourier.

2.6.4. Teorema de convolución temporal

Posiblemente, una de las herramientas más poderosas en el análisis científico es la relación
entre la convolución de dos señales y su transformada de Fourier. Esta propiedad, cono-
cida como teorema de convolución, permite calcular la convolución matemáticamente (o
visualmente) en el dominio tiempo multiplicando las transformadas en el dominio fre-
cuencia. Esto es, si h (t) tiene transformada de Fourier H ( f ) y x (t) tiene transformada
X ( f ), entonces la convolución x (t) ∗ h (t) tiene transformada X ( f )H ( f ). El par trans-
formado correspondiente es

h (t) ∗ x (t) ⇔ H ( f )X ( f )

Para establecer este resultado, se transforman ambos lados de la ecuación (2.100),∫ ∞

−∞
y (t) e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
x (τ) h (t− τ) dτ

]
e−j2π f tdt. (2.111)

Suponiendo que el orden de integración puede intercambiarse10, se tiene que

Y ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (τ)

[∫ ∞

−∞
h (t− τ) e−j2π f tdt

]
dτ. (2.112)

10El intercambio del orden de integración no es inmediato porque las integrales son impropias; para que
el resultado sea correcto, las funciones x (·) y h (·) deben cumplir con una serie de requisitos (continuidad
uniforme, etc.) que en general son satisfechos por las señales usuales en la teoría de sistemas.
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Fig. 2.68. Ejemplo gráfico del teorema de convolución.

Sustituyendo σ = t− τ, el término entre corchetes se puede escribir como∫ ∞

−∞
h (σ) e−j2π f (σ+t)dσ = e−j2π f τ

∫ ∞

−∞
h (σ) e−j2π f (σ)dσ = e−j2π f τ H ( f ) .

Entonces, la ecuación (2.112) resulta

Y ( f ) =
∫ ∞

−∞
x (τ) e−j2π f τ H ( f ) dτ = H ( f )

∫ ∞

−∞
x (τ) e−j2π f τdτ = H ( f )X ( f ) .

La recíproca se puede probar de manera similar.

EJEMPLO 2.42. Transformada de un pulso triangular
Para ilustrar esta propiedad se estudia la convolución de los dos pulsos, ilustrados en las Fig. 2.68(a)
y (b). La convolución de dos pulsos es una función triangular, como se observa en la Fig. 2.68(e). La
transformada de Fourier del pulso es la función sinc ( f ) que se muestra en la Fig. 2.68(c) y (d). El
teorema de convolución establece que la convolución en el dominio temporal se corresponde con la
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Fig. 2.69. Ejemplo de aplicación del teorema de convolución temporal.

multiplicación en el dominio frecuencial; de este modo, la forma de onda triangular de la Fig. 2.68(e)
y la función sinc2 ( f ) de la Fig. 2.68( f ) son pares transformados de Fourier. Los detalles del cálculo
se estudian en el Ejercicio 17. �

Uno de los aportes más significativos de la teoría de distribuciones es que el producto de
una función continua y un impulso está bien definido (Sección 2.3.4, Propiedad 3). Por lo
tanto, si x (t) es una función continua en t = t0, entonces,

x (t) δ (t− t0) = x (t0) δ (t− t0) .

Es decir, que el resultado del producto de una función continua con un impulso es un
impulso de área igual al valor de la función continua evaluada donde ocurre el impul-
so. Este resultado, junto con el teorema de convolución, ayuda a obtener muchos pares
transformados de Fourier: el cambio de una convolución en el dominio temporal por un
producto en el dominio frecuencial permite resolver problemas arduos de manera casi
trivial.
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EJEMPLO 2.43. Transformada de un tren de pulsos
En la Fig. 2.69(a) se muestra un pulso rectangular x(t) de ancho τ y altura A y en la Fig. 2.69(b)
un tren infinito de impulsos p(t). La convolución de estas dos funciones es el tren infinito de pulsos
que se muestra en la Fig. 2.69(e). Para obtener la transformada de Fourier de esta secuencia infinita
de pulsos, se aplica el teorema de convolución temporal. La transformada de Fourier del pulso x (t)
es X( f ) = Aτ sinc (τ f ) que se muestra en la Fig. 2.69(c) y la transformada del tren de impulsos
p(t) = ∑n δ(t − nT0) es P( f ) = T−1

0 ∑k δ( f − k/T0), que se representa en la Fig. 2.69(d). La
señal que resulta de convolucionar x(t) con p(t) es la señal (periódica)

x̃(t) = x(t) ∗ p(t) = x(t) ∗∑
n

δ(t− nT0) = ∑
n

x(t− nT0),

como se estudió en el Ejemplo 2.41. La transformada de esta función se puede obtener aplicando el
teorema de convolución temporal, que establece que la transformada de x̃(t) es el producto de las
transformadas de x(t) y de p(t). Se tiene entonces

F{x̃(t)} = F{x(t) ∗ p(t)} = X( f )P( f )

= Aτ
1
T0

∑
k

δ

(
f − k

T0

)
= A

τ

T0
∑
k

sinc
(

τ

T0
k
)

δ

(
f − k

T0

)
.

Esta transformada se muestra en la Fig. 2.69( f ). Resulta entonces que la transformada de Fourier
de un tren de pulsos es una sucesión de funciones impulso, cuya amplitud está pesada o modulada
por una función Aτ sinc (τ f ). �

Los Ejemplos 2.41 y 2.43 muestran una propiedad fundamental de los espectros de señales
periódicas. Como la señal periódica x̃(t) se puede pensar como la convolución de un tren
de impulsos p(t) y una señal aperiódica x(t) formada por un período de x̃(t), el teorema
de la convolución en tiempo establece que la trasformada F{x̃(t)} de x̃(t) es el producto
de las transformadas de x(t) y de p(t). En particular, como el espectro de p(t) también es
un tren de impulsos (en frecuencia), el espectro de la señal periódica estará formado por
impulsos, modulados en amplitud por la transformada de la señal aperiódica x(t), como
se sintetiza en el cuadro siguiente. El producto de las funciones en el dominio frecuencia
debe interpretarse en el sentido de la teoría de distribuciones; en caso contrario carece de
sentido.

x̃ (t) = x(t) ∗ p(t)

=
∞

∑
k=−∞

ckejk2π f0t con x (t)=

{
x̃ (t) , t0≤ t≤ t0+T0,

0, caso contrario.
p(t) = ∑n δ(t− nT0)

m m
m X( f ) P( f ) =

1
T0

∑k δ
(

f− k
T0

)
F{x̃ (t)}=X( f )P( f ) =

∞
∑

k=−∞
ckδ( f−k f0)

= f0
∞
∑

k=−∞
X(k f0) δ( f−k f0) =

1
T0

∞
∑

k=−∞
X
(

k
T0

)
δ
(

f− k
T0

)
Esto es otro punto de vista de los resultados presentados en la Sección 2.4.1.
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Respuesta en frecuencia de sistemas lineales e invariantes en el tiempo

Una de las propiedades más útiles de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo
(SLIT) es que cuando son excitados con entradas exponenciales complejas de la forma
ej2π f0t su salida también es una exponencial compleja, sólo que con amplitud y fase dis-
tintas a las de la señal de entrada. Como las formas de onda de entrada y salida son
las mismas, se dice que las exponenciales complejas son autofunciones para los sistemas
lineales.

Sea S un sistema lineal e invariante en el tiempo caracterizado por su respuesta impulsiva
h(t). Si la señal de entrada es una exponencial compleja x(t) = Aej2π f0t, la salida está
dada por

y(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ ∞

−∞
h(τ) x(t− τ) dτ

=
∫ ∞

−∞
h(τ) Aej2π f0(t−τ) dτ =

(∫ ∞

−∞
h(τ) e−j2π f0τ dτ

)
︸ ︷︷ ︸

H( f )| f= f0

Aej2π f0t

= H( f )| f= f0
Aej2π f0t = H( f )| f= f0

x(t), (2.113)

La última expresión muestra que la salida del sistema es la entrada escalada por el número
complejo H( f )| f= f0

. En estos casos, la transformada de Fourier H( f ) de la respuesta im-
pulsiva h(t) se denomina respuesta en frecuencia del sistema S .

El mismo resultado puede obtenerse aplicando el teorema de convolución en tiempo. Si
H( f ) es la transformada de Fourier de la respuesta impulsiva h(t), la transformada de la
entrada x(t) = Aejπ f0t es X( f ) = Aδ( f − f0). Por lo tanto,

Y( f ) = H( f )X( f ) = H( f )Aδ( f − f0) = H( f )| f= f0
Aδ( f − f0).

Como H( f )| f= f0
es un número complejo, la antitransformada de Y( f ) es inmediata:

y(t) = F−1{Y( f )} = H( f )| f= f0
F−1{Aδ( f − f0)}

= H( f )| f= f0
Aej2π f0t

= H( f )| f= f0
x(t).

Esta característica facilita enormemente el cálculo de la respuesta del sistema cuando se
excita con este tipo de señales, pues lo único que debe calcularse es el número complejo
H( f )| f= f0

.

La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo ante una excitación de tipo
senoidal es consecuencia directa de estos resultados. Si la entrada x(t) está dada por

x(t) = A cos(2π f0t+ φ) = A 1
2

(
ej(2π f0t+φ)+e−j(2π f0t+φ)

)
= 1

2 Aejφej2π f0t + 1
2 Ae−jφe−j2π f0t,

la propiedad de linealidad, junto con el resultado (2.113) indica que

y(t) = H( f )| f= f0
1
2 Aejφej2π f0t + H( f )| f=(− f0)

1
2 Ae−jφe−j2π f0t. (2.114)

Esta expresión puede simplificarse todavía más notando que, si la respuesta impulsiva
h(t) es real,

H( f )| f=(− f0)
= H∗( f )| f= f0

,
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como resulta evidente de aplicar la definición:

H∗( f0) =

(∫ ∞

−∞
h(t)e−j2π f0t dt

)∗
=
∫ ∞

−∞
h∗(t)(e−j2π f0t)∗ dt

=
∫ ∞

−∞
h(t)ej2π f0t dt =

∫ ∞

−∞
h(t)e−j2π(− f0)t dt = H(− f0).

Por lo tanto, la expresión (2.114) puede escribirse como

y(t) = H( f )| f= f0
1
2 Aejφej2π f0t + H∗( f )| f= f0

1
2 Ae−jφe−j2π f0t

= H( f )| f= f0
1
2 Aejφej2π f0t +

(
H( f )| f= f0

1
2 Aejφej2π f0t

)∗
= Re

{
H( f )| f= f0

Aejφej2π f0t
}

. (2.115)

Notando
H( f )| f= f0

= |H( f0)|ej arg[H( f0)]

donde

|H( f0)| =
√

Re{H( f0)}2 + Im{H( f0)}2, arg[H( f0)] = arctan
[

Im{H( f0)}
Re{H( f0)}

]
,

la ecuación (2.115) resulta

y(t) = Re
{
|H( f0)|ej arg[H( f0)]Aejφej2π f0t

}
= |H( f0)|A cos (2π f0t+ φ+ arg[H( f0)]) .

Esta expresión pone de manifiesto el efecto del sistema en la respuesta:

y(t) = |H( f0)|︸ ︷︷ ︸
↑

cambio en la magnitud

A cos(2π f0t+ φ+arg[H( f0)]︸ ︷︷ ︸
↑

cambio en la fase

)

La salida del sistema es la misma entrada escalada en magnitud por el módulo de la re-
spuesta en frecuencia |H( f0)|, y desfasada por el argumento de la respuesta en frecuencia,
ambos evaluados a la frecuencia f0 de la excitación.

A veces resulta más conveniente expresar el desfasaje introducido por el sistema como
un retardo de tiempo, lo que puede lograrse escribiendo

y(t) = |H( f0)|A cos (2π f0t+ φ+ arg[H( f0)])

= |H( f0)|A cos [2π f0 (t+ arg[H( f0)]/(2π f0)) + φ]

= H( f0)|A cos [2π f0 (t− ∆T) + φ] ,

donde

∆T = −arg[H( f0)]

2π f0

es el retardo de tiempo que sufre la señal al atravesar el sistema.
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EJEMPLO 2.44. Respuesta de un SLIT excitados por una entrada senoidal
Sea S un sistema lineal e invariante en el tiempo con respuesta impulsiva h(t) = βe−αtu(t) y α > 0,
excitado con una entrada x(t) = A sen(2π f0t+ γ). En el Ejemplo 2.5 (página 87) se obtuvo que

H( f ) =
β

α+ j2π f
=

βα

α2 + (2π f )2
− j

2π f β

α2 + (2π f )2
,

y también

|H( f )| = β√
α2 + (2π f )2

, arg[H( f )] = − arctan
(

2π f
α

)
.

La salida y(t) del sistema ante la entrada x(t) es entonces

y(t) = |H( f0)|A sen (2π f0t+ γ+ arg[H( f0)])

=
βA√

α2 + (2π f0)2
sen

[
2π f0t+ γ− arctan

(
2π f

α

)]
,

pues sen(2π f0t+ γ) = cos(2π f0t+ γ− π/2).

En particular, el SLIT caracterizado por h(t) es un filtro pasabajos de primer orden tipo Butterworth,
con frecuencia de corte en fc = α/(2π) Hz y ganancia unitaria en la banda de paso si β = α. Si la
frecuencia de corte del filtro es fc = α/(2π) = 100Hz, y la entrada x(t) es

x(t) = 10 sen(2π170t),

es decir, tiene frecuencia f0 = 170Hz, amplitud A = 10 y fase φ = 0, el módulo y la fase de H( f )
evaluados a la frecuencia de la señal de entrada están dados por

|H( f0)| =
α√

α2 + (2π f )2
=

2π100√
(2π100)2 + (2π170)2

=
10√
389
≈ 0,5,

arg[H( f0)] = − arctan
(

2π f0

α

)
= − arctan

(
2π170
2π100

)
= −1,04 rad.

Por lo tanto la salida y(t) puede escribirse como

y(t) ≈ 0,5× 10× sen(2π170t− 1,04).

El retardo de tiempo entre la entrada y la salida es

∆T = −arg[H( f0)]

2π f0
=

1,04
2π170

≈ 0,97ms,

de manera que la salida también puede expresarse como

y(t) ≈ 0,5× 10× sen[2π170(t− 0,97× 10−3)]. (2.116)

La Fig. 2.70 muestra la entrada y la salida del sistema en función del tiempo obtenidas por simulación
numérica. Se comprueba que coincide con la expresión (2.116). �

2.6.5. Teorema de convolución frecuencial

De manera equivalente, una convolución de funciones en el dominio de la frecuencia se
corresponde con una multiplicación de las antitransformadas en el dominio temporal. La
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Fig. 2.70. Señales de entrada x(t) y de salida y(t) del sistema con respuesta impulsiva h(t) =
αe−αtu(t).

transformada de Fourier del producto x (t) h (t) es equivalente a la convolución X ( f ) ∗
H ( f ). El par transformado de Fourier es

x (t) h (t) ⇔ X ( f ) ∗ H ( f ) .

La derivación de este par transformado es similar a la del teorema de convolución tempo-
ral; también puede obtenerse en base al teorema de convolución temporal y la propiedad
de dualidad11.

EJEMPLO 2.45. Transformada de una ráfaga o “burst”
En la Fig. 2.71(e) se representa la señal y(t) formada por 7 períodos (τ = 7 en la figura) de una
señal cosenoidal de frecuencia f0 = 1/T0 y amplitud A:

y(t) =

{
A cos 2π f0t, |t| < 3,5T0 = 3,5/ f0,
0, en caso contrario.

El cálculo directo de esta transformada es

Y( f ) =
∫ ∞

−∞
y(t)e−j2π f tdt=

∫ 3,5T0

−3,5T0

A cos(2π f0t) e−j2π f tdt =
∫ 3,5T0

−3,5T0

A cos(2π f0t) cos(2π f t) dt

=
A

4π

sen[2π( f− f0)t]
( f− f0)

∣∣∣∣3,5T0

−3,5T0

+
A

4π

sen[2π( f+ f0)t]
( f+ f0)

∣∣∣∣3,5T0

−3,5T0

=
A

4π

[
sen[2π( f−f0)3,5T0]

( f−f0)
− sen[2π( f−f0)(−3,5T0)]

( f−f0)

]
+

A
4π

[
sen[2π( f+f0)3,5T0]

( f+f0)
− sen[2π( f+f0)(−3,5T0)]

( f+f0)

]
=

A
2π

sen[7π( f− f0)T0]

( f− f0)
+

A
2π

sen[7π( f+ f0)T0]

( f+ f0)
(2.117)

11En caso de utilizarse las transformadas que dependen de la variable frecuencia angular ω, la forma
correcta del par transformado es x (t) h (t) = 1

2π X (Ω)H (Ω) .
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Fig. 2.71. Ejemplo gráfico del teorema de convolución en frecuencia.

La última expresión se puede simplificar un poco más

Y( f ) =
A

2π

[
sen[7π( f− f0)T0]

( f− f0)
+

sen[7π( f+ f0)T0]

( f+ f0)

]
=

A
2π

[
sen(7πT0 f−7πT0 f0)

( f− f0)
+

sen(7πT0 f+7πT0 f0)

( f+ f0)

]
=

A
2π

sen(7πT0 f − 7π)

( f − f0)
+

A
2π

sen(7πT0 f + 7π)

( f + f0)
= −A

π

sen(7πT0 f )
( f − f0)

− A
π

sen(7πT0 f )
( f + f0)

de donde resulta

Y( f ) =
A
π

sen(7πT0 f )
f 2 − f 2

0
. (2.118)

Por otra parte la ecuación (2.117) también puede escribirse como

Y( f ) =
A

2π

sen[7π( f − f0)T0]

( f − f0)
+

A
2π

sen[7π( f + f0)T0]

( f + f0)

=
A

2π
(7πT0)

sen[7π( f − f0)T0]

7πT0( f − f0)
+

A
2π
(7πT0)

sen[7π( f + f0)T0]

7πT0( f + f0)

=
7AT0

2
sinc[( f − f0)7T0] +

7AT0

2
sinc[( f + f0)7T0]. (2.119)
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Fig. 2.72. Transformada de Fourier en módulo (a) y fase (b) de la ráfaga del Ejemplo 2.45.

Tanto (2.118) como (2.119) representan la misma transformada. Sin embargo, esto es difícil de
apreciar a primera vista, y tampoco es sencillo estar absolutamente convencido de la validez de
cualquiera de las dos expresiones. En casos como éste el teorema de convolución frecuencial presta
una ayuda valiosa. Como se muestra en la Fig. 2.71(e), la señal y(t) puede pensarse como el producto
de una señal x(t) = A cos(2π f0t), representada en la Fig. 2.71(a) , con la señal tipo pulso h(t)
dada por

h(t) =

{
1, |t| < 3,5T0 = 3,5/ f0,
0, en caso contrario,

que se grafica en la Fig. 2.71(b). Es evidente que

X( f ) =
A
2

δ( f + f0) +
A
2

δ( f − f0), y H( f ) = 7T0 sinc(7T0 f ).

como muestran las Figs. 2.71(c) y (d), respectivamente. Como y(t) = x(t)× h(t), el teorema de
convolución en frecuencia asegura que

Y( f ) = X( f ) ∗ H( f ) =
[

A
2

δ( f + f0) +
A
2

δ( f − f0)

]
∗ 7T0 sinc(7T0 f )

=
7AT0

2
sinc[( f − f0)7T0] +

7AT0

2
sinc[( f + f0)7T0].

Esta última expresión coincide con (2.119). La Fig. 2.71( f ) muestra la forma aproximada de este
espectro, pues hay que tener en cuenta las sumas de las “colas” de los sinc( · ). De todos modos,
es muy aproximado al espectro real que se reproduce en la Fig. 2.72. �

El ejemplo anterior muestra que la ventaja aplicar el teorema de convolución frecuencial
es que no sólo permite calcular la transformada con menor cantidad de pasos (y menor
oportunidad para el error) sino que también facilita la interpretación de los resultados y
obtener una comprensión más acabada del problema.
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Fig. 2.73. Aplicación del teorema de convolución en frecuencia para calcular el espectro de un
tren de impulsos modulado por un sinc( · ).

EJEMPLO 2.46. Espectro de un tren de impulsos modulado
La Fig. 2.73(a) muestra una señal x(t) que modula un tren de impulsos p(t), representada en la
Fig. 2.73(b) . En este caso,

x(t) = A sinc(2 fBt), y p(t) = ∑
n

δ(t− nT0),

cuyas transformadas son

X( f )=

{
A/(2 fB), | f | < fB,
0, en caso contrario,

y P( f ) = f0 ∑
k

δ( f − k f0),

representadas en la Fig. 2.73(c) y (d) , respectivamente, con f0 = 1/T0. El tren de impulsos mod-
ulado por x(t) es

y(t) = x(t)p(t) = A sinc(2 fBt)∑
n

δ(t− nT0) = A ∑
n

sinc(2 fBT0n) δ(t− nT0). (2.120)
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que se representa en la Fig. 2.73(e) . La transformada de Fourier de y(t) puede calcularse transfor-
mando (2.120),

Y( f ) =
∫ ∞

−∞
y(t)e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
∑
n

A sinc(2 fBT0n) δ(t− nT0)e−j2π f tdt

= ∑
n

A sinc(2 fBT0n)
∫ ∞

−∞
δ(t− nT0)e−j2π f tdt

= ∑
n

A sinc(2 fBT0n) e−j2π f nT0 = ∑
n

A sinc
(

2 fB
n
f0

)
e−j2π n

f0
f . (2.121)

La ecuación (2.121) es la serie de Fourier de una onda cuadrada en la variable f , de período f0,
ancho de pulso 2 fB y amplitud A f0/(2 fB). Aunque no resulta evidente, se puede comprobar este
resultado comparándolo con el del Ejemplo 2.4 (página 78), donde se calculaba la serie de Fourier
de una onda cuadrada de período T0, ancho de pulso τ y amplitud A en la variable t; basta cambiar
t 7→ f , T0 7→ f0, τ 7→ 2 fB.
De manera análoga al Ejemplo 2.45, la aplicación del teorema de convolución (en este caso en
frecuencia) permite obtener el resultado de manera más sencilla y facilita su interpretación. De
acuerdo al teorema,

y(t) = x(t)× p(t) ⇐⇒ Y( f ) = X( f ) ∗ P( f ),

de manera que
Y( f ) = X( f ) ∗ f0 ∑

k
δ( f − k f0) = ∑

k
f0 X( f − k f0). (2.122)

Esta última expresión muestra que el espectro Y( f ) está formado por réplicas del espectro de X( f )
repetidas cada k f0, y cuya amplitud queda afectada por un factor f0, tal como se muestra en la
Fig. 2.73( f ). Las expresiones (2.121) y (2.122) son equivalentes, pero esta última resulta mucho
más fácil de comprender. �

El teorema de convolución en frecuencia permite explicar de manera sencilla que el espec-
tro de señales discretas en tiempo es periódico en frecuencia. Una señal discreta en tiempo
y(t) puede pensarse como el producto de una señal continua x(t) con un tren de impul-
sos p(t). El espectro de la señal será la convolución de los espectros, Y( f ) = X( f ) ∗ P( f ).
Como el espectro del tren de impulsos p(t) es otro tren de impulsos P( f ), la convolución
X( f ) ∗ P( f ) está formada por réplicas de X( f ) ubicadas en múltiplos de la frecuencia
fundamental del tren de impulsos, como muestra el Ejemplo 2.46.

2.6.6. Los teoremas de convolución y la propiedad de dualidad

En particular, los Ejemplos 2.43 y 2.46 revelan una visión peculiar de la propiedad de
dualidad. Mientras que el Ejemplo 2.43 muestra que el espectro de una señal periódica
es discreto (como se estudió, por otra parte en la Sección 2.4.1), el Ejemplo 2.46 descubre
la situación dual: el espectro de una señal discreta es periódico. Estos resultados se con-
densan en la Fig. 2.46. En cualquiera de los casos, el teorema de convolución (en tiempo
o en frecuencia), y el hecho que la transformada de un tren de impulsos en un dominio
también es un tren de impulsos en el dominio transformado permiten explicar estos re-
sultados. La discretización en un domino se puede conseguir multiplicando por un tren
de impulsos; en el dominio transformado esto equivale a convolucionar con otro tren de
impulsos: la convolución con un tren de impulsos es una manera de expresar una señal
periódica.
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Fig. 2.74. Dualidad tiempo frecuencia: señales periódicas en tiempo tienen un espectro discreto
(a); señales discretas en tiempo tienen un espectro periódico (b) .

Las relaciones matemáticas para señales periódicas en tiempo son

y(t) = x(t) ∗ p(t) ⇐⇒ Y( f ) = f0

∞

∑
k=−∞

X( f ) δ( f − k f0) = f0

∞

∑
k=−∞

X(k f0) δ( f − k f0),

mientras que para señales discretas en tiempo se tiene que

y(t) = x(t)×p(t) ⇐⇒ Y( f ) = f0

∞

∑
k=−∞

X( f ) ∗ δ( f − k f0) = f0

∞

∑
k=−∞

X( f − k f0).

2.7. Efecto Gibbs

En 1889, el físico Albert Michelson y su colega S. Stratton construyeron un sintetizador
armónico: un dispositivo que reconstruía una señal periódica x̃N(t) de período T0 en
base a la especificación de hasta 80 de sus componentes armónicas. En la Fig. 2.75(a) se
observa una réplica del sintetizador armónico y una muestra de las señales generadas
con distintos coeficientes en la Fig. 2.75(b) .El sintetizador implementa mecánicamente la
ecuación

x̃N(t) =
N

∑
k=−N

ckejk 2π
T0

t. (2.123)

Algunos detalles constructivos se exploran en el Ejercicio 6.

Michelson probó su dispositivo calculando los coeficientes de Fourier de distintas señales
periódicas x̃(t) y comparando la señal reconstruida x̃N(t) con la original: en líneas gen-
erales x̃N(t) resultaba muy similar a x̃(t). Sin embargo, cuando utilizó como señal de
prueba una onda cuadrada la aproximación no fue tan buena. Según Lanczos (1966),
Michelson no podía comprender las causas del problema, y pensaba que su aparato po-
dría estar funcionando incorrectamente. Confió sus dudas al matemático Josiah Gibbs,
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Fig. 2.75. Sintetizador armónico de Michelson y Stratton. (a) Dispositivo mecánico. (b) Formas
de ondas generadas por el aparato.

quien investigó el fenómeno y publicó sus resultados en 1899. Este comportamiento ya
había sido observado y explicado por el matemático inglés Henry Wilbraham 50 años
antes, en la corrección de un trabajo de Fourier que trataba sobre la convergencia de las
series. Este resultado pasó desapercibido, posiblemente porque fue publicado en una pe-
queña revista no muy difundida, y recién fue redescubierto por Carslaw en 1925.

En cambio, según Gottlieb y Shu (1997), Michelson y Stratton (1898) publicaron un trabajo
en Nature donde describían la construcción y el funcionamiento del analizador armóni-
co, junto con algunos gráficos cuyo propósito era demostrar que la máquina calculaba
correctamente los coeficientes de la serie de Fourier. Una de las curvas era una onda
cuadrada que exhibía las oscilaciones de Gibbs, pero los autores no comentaban nada al
respecto en ese trabajo. Sin embargo, parece que Michelson había notado algo particular,
pues al poco tiempo (6 de Octubre de 1898) envía una carta a la revista donde comenta
la dificultad de construir la función f (x) = x a partir de sus coeficientes de Fourier. En
particular, arguía que la expresión (2.123) evaluada en t = T0(1/2+ k/N), donde k es
pequeño, converge a distintos límites para diferentes valores de k. También observó que
el mismo fenómeno ocurría para la derivada de la función (una onda cuadrada).

El matemático A. E. H. Love atacó a Michelson en la siguiente edición de Nature (13 de
Octubre de 1898). Comenzó sugiriendo que Michelson (y todos los físicos preocupados
por la convergencia no uniforme) debía leer el texto de Hobson Trigonometría.. Aclara-
ba correctamente que “el proceso utilizado [por Michelson] es inválido.” Es interesante
destacar que Love remarcaba las falencias en el argumento matemático de Michelson,
pero no se preocupó por entender la dificultad que éste había observado. Parece que Love
no conocía el analizador armónico, ni que el problema era el de sintetizar una función a
partir de sus coeficientes de Fourier.

El próximo capítulo en la historia ocurre el 29 de Diciembre de 1898, cuando en Nature
se publican tres cartas. La primera fue remitida por Michelson, con fecha 1 de Diciembre,
remarcando que desde su punto de vista la convergencia debía ser uniforme en cualquier
entorno de la discontinuidad.

Gibbs era el autor de la carta siguiente, fechada el 29 de Noviembre, en donde explica-
ba las dudas de Michelson, destacando que Love las había ignorado, y describía las os-
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Fig. 2.76. La carta de Gibbs en Nature, 27 de Abril de 1899.

cilaciones. Sin embargo, su nota parece implicar que la amplitud de estas oscilaciones
decrecían con N.

Esta nota estaba seguida por una carta de Love, exponiendo la noción de convergen-
cia no uniforme y admitiendo que no había comprendido los problemas indicados por
Michelson en su primera carta.
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Fig. 2.77. Aproximación de una onda cuadrada por los N primeros términos de la serie de
Fourier. (a) N = 3; (b) N = 9; (c) N = 19; (d) N = 99 términos.

Recién el 27 de Abril de 1899 Gibbs publica el resultado correcto (Fig. 2.76), pidiendo
disculpas, “I should like to correct a careless error”, y mostrando que las oscilaciones no
decaen, sino que el sobrepico tiende a un número constante.

Las últimas comunicaciones aparecieron nuevamente en Nature. En Mayo de 1899 Michel-
son comunicaba una carta de Poincaré y en Junio de 1899 Love básicamente repetía sus
puntos de vista. Nuevamente, no parecía notar que el comportamiento de las sumas fini-
tas era crucial para reconstruir una función a partir de su serie de Fourier.

El nombre “fenómeno de Gibbs” fue utilizado por vez primera por Bôcher en 1906, en
un artículo donde extendía el resultado de Gibbs. El matemático húngaro Fejér hizo el
primer intento para resolver el fenómeno de Gibbs. En 1900 descubrió que las medias de
Cesàro de las sumas parciales convergen uniformemente. Este método equivale a filtrar
la señal con un filtro de primer orden. Desde entonces ha ocurrido una explosión de
técnicas de filtrado motivada por el análisis de señales. Algunas de estas alternativas
serán exploradas más adelante en este curso, al tratar el análisis frecuencial de señales y
el diseño de filtros FIR.

El efecto observado por Michelson se detalla en la Fig. 2.77. La señal x̃(t) es una onda
cuadrada simétrica, de amplitud unitaria y período T0, con ciclo de trabajo del 50 %; la
figura muestra la onda cuadrada original (en línea de trazos) superpuesta con la señal
x̃N(t) formada por la serie de Fourier truncada a N armónicos, para distintos valores de
N. Como la onda cuadrada satisface las condiciones de Dirichlet (Sección A.6), el Teore-
ma 1 (página 228) asegura que el límite para N → ∞ de x̃N(t) en el punto de discon-
tinuidad es el valor medio del salto, como se observa para los distintos casos represen-
tados en la Fig. 2.77. Para cualquier otro valor de t, t = t1, este Teorema garantiza que
lı́mN→∞ x̃N(t1) = x̃(t1).
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Fig. 2.78. Detalle del error de aproximación entre x̃(t) y x̃N(t) para distintos valores de N.

Michelson observó que la señal x̃N(t) formada por N armónicas de la serie de Fourier
exhibe oscilaciones en cercanías de la discontinuidad , y que el valor pico de esas oscila-
ciones se mantiene constante independientemente del valor de N. Este efecto se muestra
en la Fig. 2.78, donde se representa la señal periódica x̃(t), su aproximación de N térmi-
nos x̃N(t), y la diferencia entre ambas, e(t) = x̃(t)− x̃N(t). Esta última señal se grafica
en un entorno de la discontinuidad en T0/4, para t el intervalo (T0/4± 2T0/N). Estas
figuras permiten apreciar que el comportamiento del error en este intervalo es el mismo
(a excepción del cambio de escala) para cualquier N. Además, a medida que crece N la
ubicación de sobrepico se acerca al punto donde la función es discontinua.

Gibbs demostró formalmente que para una discontinuidad de altura unitaria, las sumas
parciales exhiben un valor máximo de aproximadamente 1.09 (un sobrepico del 9 % de
la altura del salto), no importa cuán grande sea N. Se debe interpretar este resultado con
cuidado: para cada valor fijo de t = t1, las sumas parciales convergen (cuando N → ∞)
al valor correcto, y en la discontinuidad convergerán a la mitad de la suma de los val-
ores de la señal a cada lado de la discontinuidad. No obstante, cuanto más cercano a la
discontinuidad se elija t1, tanto mayor deberá ser N para mantener el error |x̃(t)− x̃N(t)|
por debajo de una cota determinada: en otras palabras, la convergencia de la serie a la
función no es uniforme. Este comportamiento peculiar de las sumas parciales, de presen-
tar oscilaciones cuyo valor pico es constante para cualquier valor finito de N, y que se
concentran cerca de la discontinuidad cuando N crece, se conoce como fenómeno de Gibbs.

Interpretación del efecto Gibbs aplicando el teorema de convolución temporal

El efecto Gibbs puede interpretarse aplicando el teorema de convolución temporal, como
se muestra en la Fig. 2.79: limitar la sumatoria de la serie a ±N términos es equivalente
a anular las componentes de frecuencia que exceden un determinado valor N/T0, o, en
otras palabras, a filtrar la señal con un filtro pasabajos ideal H( f ) con frecuencia de corte
fN > N/T0. (Esta idea se explora en el Ejercicio 35). Desde el punto de vista frecuencial,
se está multiplicando el espectro X( f ) de la señal x̃(t) por la función transferencia H( f )
del filtro, como se representa en la Fig. 2.79. Por comodidad, se supone que la frecuencia
de corte fN yace en medio de las líneas espectrales de X( f ), eligiendo, por ejemplo, fN =
(N + 1/2) /T0.

La multiplicación de X( f ) por H( f ) en el dominio frecuencial, es equivalente a la con-
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Fig. 2.79. Interpretación del efecto Gibbs según el teorema de convolución temporal.

volución en el dominio tiempo de x̃(t) y h(t), la transformada inversa de H( f ). Si x̃(t) es
una onda cuadrada de período T0 y ciclo de trabajo τ/T0, su espectro es

X( f ) = ∑
k

τ

T0
sinc

(
τ

T0
k
)

δ

(
f − k

T0

)
,

como se analizó en el Ejemplo 2.16. De manera similar, si H( f ) es la respuesta en frecuen-
cia de un filtro pasabajos ideal, con frecuencia de corte en f = fN ,

H( f ) =

{
1, | f | ≤ fN ,
0, en caso contrario,

se ha calculado en el Ejemplo 2.11 que la antitransformada de H ( f ) es

h (t) = 2 fN sinc (2 fNt).

De acuerdo al teorema de convolución temporal, la suma finita de N términos de la serie
[multiplicación de X( f ) por H( f )] es equivalente a la convolución de x̃(t) y h(t); esto es:

x̃N(t) =
N

∑
k=−N

ckejk 2π
T0

t
= x̃(t) ∗ h(t).

Esta interpretación se ilustra en la Fig. 2.80 para distintos valores de t. En aquellos lugares
donde x̃(t) [Fig. 2.80(a)] varía lentamente, esta función y su aproximación de N términos,
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Fig. 2.80. Cálculo de la señal x̃N(t) por convolución entre x̃(t) y h(t).

x̃N(t), son muy similares, porque h(t) [Fig. 2.80(b)] tiene área unitaria 12 como se observa
en la Fig. 2.80(c) para t = t0. En cambio, cuando x̃(t) varía abruptamente, una parte im-
portante de la respuesta de h(t) no contribuye área a la integral de convolución. El caso
extremo ocurre cuando se calcula x̃N(t) en t = t3 = τ/2, como muestra la Fig. 2.80( f ),
en el cual casi la mitad del área bajo h(t) queda fuera del cálculo de la convolución; por
este motivo el valor de la aproximación en este punto es aproximadamente la mitad del
salto. Para valores de t próximos a la discontinuidad los lóbulos laterales de h(t) restan
o suman área, como en las Fig. 2.80(d) y (e) para t = t1 y t = t2, o en las Fig. 2.80(g) y
(h), para t = t4 y t = t5, respectivamente. Aumentar el número de términos N que com-
ponen la función aproximada x̃N(t) es equivalente a multiplicar el espectro de x̃(t) por
un filtro pasabajos H( f ) de ancho de banda mayor; por lo tanto, su respuesta impulsiva
h(t) tendrá oscilaciones de más alta frecuencia, aunque su área sigue siendo unitaria. De
aquí que el análisis efectuado más arriba sigue siendo válido; la única diferencia es que
las oscilaciones más rápidas de la respuesta h(t) causarán ondulaciones más rápidas de
x̃N(t).

Para calcular analíticamente el comportamiento en cercanías de los puntos de discon-
tinuidad de x̃(t), se observa que en proximidades de t = τ/2 se puede aproximar x̃(t)

12Se estudia en el Ejercicio 12 que
∫ ∞
−∞ h(t) dt = H(0).
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Fig. 2.81. Intervalos de integración de sgn(τ/2−u) sinc[2 fN(t−u)] para t<τ/2 (a) y t>τ/2
(b) .

por la función sgn(t): x̃(t) ≈ (1/2) + (1/2) sgn (τ/2− t) ,de modo que

xN (t) = x (t) ∗ h (t) =
∫ ∞

−∞
x (u) h (t− u) du

=
∫ ∞

−∞

[ 1
2 +

1
2 sgn (τ/2− u)

]
2 fN sinc[2 fN(t− u)] du

= fN

[∫ ∞

−∞
sinc[2 fN(t− u)] du+

∫ ∞

−∞
sgn (τ/2− u) sinc[2 fN(t− u)] du

]
. (2.124)

La segunda integral se puede separar en cuatro intervalos, como se muestra en la Fig. 2.81,∫ ∞

−∞
sgn (τ/2−u) sinc[2 fN(t−u)] du

=


∫ 2t−τ/2
−∞ ( · ) du+

∫ t
2t−τ/2( · ) du+

∫ τ/2
t ( · ) du+

∫ ∞
τ/2( · ) du, si t < τ/2,∫ τ/2

−∞ ( · ) du+
∫ t

τ/2( · ) du+
∫ 2t−τ/2

t ( · ) du+
∫ ∞

2t−τ/2( · ) du, si t > τ/2.

En cada caso, las primeras y últimas integrales [evaluadas sobre los intervalos (a) y (d)]
tienen signo contrario y se cancelan. Por simetría, la evaluación de la integral sobre el
intervalo (b) es idéntica a la evaluación sobre el intervalo (c) . Para t < τ/2 o t > τ/2
los argumentos de las integrales sobre los intervalos (b) y (c) tienen signo contrario, pero
también cambian los extremos de integración, de modo que∫ ∞

−∞
sgn (τ/2−u) sinc[2 fN(t−u)] du = 2

∫ τ/2

t
sinc[2 fN(t−u)] du=− 1

π fN

∫ 2πfH(t− τ
2 )

0

sen (v)
v

dv

= − 1
π fN

Si [2π fN (t− τ/2)] , (2.125)

donde Si(x) es la función seno integral, definida como Si(x) = π
∫ x

0 sinc(σ) dσ, y que
se encuentra tabulada. Teniendo en cuenta que fN

∫ ∞
−∞ sinc(2 fNu) du = 1/2 y (2.125), la

expresión (2.124) se puede escribir como

x̃N(t) = x̃(t) ∗ h(t) =
1
2
− 1

π
Si
[
2π fN

(
t− τ

2

)]
.

Para calcular el valor del sobrepico de x̃N(t) se deben determinar los puntos donde
se anula su derivada; es decir, en dónde se anula d Si(x)/dx. Teniendo en cuenta que
d

dx

(∫ x
0 f (u) du

)
= f (x), resulta

dx̃N(t)
dt

= 0 ⇒ d
dt

Si [2π fN(t− τ/2)] =
sen [2π fN(t− τ/2)]

2π fN(t− τ/2)
= 0.
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En definitiva, los extremos relativos ocurren para aquellos valores de t que anulan el seno

2π fN

(
t− τ

2

)
= k π, k = ±1, ±2, ...

y por lo tanto, los extremos de x̃N(t) se encuentran en tk = k/(2 fN) + τ/2, donde
x̃N(tk) = (1/2) + Si(kπ). Es sencillo verificar que el máximo se encuentra para k = −1,
y el mínimo en k = 1:

x̃N(t)máx =
1
2
− 1

π
Si(−π) = +1,08949, en t =

τ

2
− 1

2 fN
, (2.126)

x̃N(t)máx =
1
2
− 1

π
Si(+π) = −0,08949, en t =

τ

2
+

1
2 fN

. (2.127)

Estas expresiones muestran que tanto el máximo como el mínimo de la señal reconstrui-
da x̃N(t) representan una variación del 9 % del valor máximo de x̃(t), y que estos valores
no dependen de la frecuencia de corte fN del filtro pasabajo H( f ), es decir, son indepen-
dientes de la cantidad de armónicos que utilicen para la reconstrucción. Por otra parte, la
ubicación de esos extremos si dependen de fN , y son más próximos a la discontinuidad
en t = τ/2 cuanto mayor sea N, como se observa en la Fig.2.77. Además, estos extremos
relativos ocurren exactamente cuando el lóbulo principal de h(t), de ancho 1/ fN , queda
incluido o excluido del cálculo de la convolución, como se aprecia en las Fig. 2.80(e) y
(g), respectivamente, que coincide con los valores de t calculados en (2.126) y (2.127).

Este cálculo sólo es válido para un entorno de t = τ/2, donde es razonable aproximar
x̃(t) por la función signo. Las propiedades de convergencia de las series de Fourier es-
tablecen que x̃N(t) → x̃(t) en todo punto, salvo en los puntos de discontinuidad, donde
converge al valor medio del salto, cuando el número de armónicos N → ∞13.

2.7.1. Variaciones sobre el filtro

En la sección previa se ha estudiado el efecto Gibbs como el efecto de filtrar una onda
cuadrada x̃(t) con un filtro pasabajos ideal con frecuencia de corte fc = fN = (N +
1/2) f0 = (N + 1/2)/T0, donde T0 es el período de la señal, tal como se representa en la
Fig.2.79. En esta sección se plantean variantes al filtro ideal para ver la influencia en la
respuesta temporal (la salida del filtro).

El principal inconveniente del filtro ideal es que no es implementable. Uno de los motivos
es porque no es causal, y además, como la respuesta impulsiva se extiende para t→ −∞
tampoco se puede “causalizar” retardando la respuesta. Por este motivo, en primer lugar
es necesario trucar la respuesta impulsiva. Este proceso se detalla en la Fig. 2.82.

La idea es truncar la respuesta impulsiva h(t) para hacerla nula fuera del intervalo [−T, T],
donde T fija la duración temporal de la respuesta impulsiva, y sería deseable que T < T0.
Una manera de formalizar esta idea es definiendo una ventana temporal w(t) como

w(t) =

{
1, |t| ≤ T,
0, en caso contrario,

13Thompson (1992) analiza en detalle el comportamiento de las series de Fourier truncadas a un número
finito de términos N.
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Fig. 2.82. Cálculo de la respuesta del filtro ideal con respuesta impulsiva truncada usando el
teorema de convolución frecuencial.

y por lo tanto, la respuesta impulsiva del filtro ideal truncado se puede escribir como

hT(t) = h(t)w(t) =

{
2 fN sinc(2 fNt), |t| ≤ T,
0, en caso contrario.

La truncación de la respuesta impulsiva modifica la respuesta en frecuencia del filtro, que
se puede calcular aplicando el teorema de convolución frecuencial. Ya que ḣT(t) = h(t)w(t),
el teorema asegura que la respuesta en frecuencia del filtro ideal truncado HT( f ) se puede
calcular como HT( f ) = H( f ) ∗W( f ), donde W( f ) es la respuesta en frecuencia de la
ventana temporal w(t). La respuesta en frecuencia W( f ) fue calculada en el Ejemplo 2.10,
y está dada por

W( f ) = 2T sinc(2T f ).

Se tiene entonces que

HT( f ) = H( f ) ∗W( f ) =
∫ fN

− fN

H(σ)W( f − σ)dσ =
∫ f+ fN

f− fN

H( f − σ)W(σ)dσ,

y luego de algunos cálculos se encuentra que

HT( f ) =
1
π

Si[2πT( f + fN)]−
1
π
[2πT( f − fN)],

donde Si( · ) es la función seno integral definida en la sección anterior.
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Fig. 2.83. Respuesta en frecuencia del filtro ideal con respuesta impulsiva truncada a ±T0/5
(a) , ±T0/2 (b) y ±T0 (c) .

Fig. 2.84. Cálculo de la salida del filtro ideal con respuesta impulsiva truncada aplicando el
teorema de convolución temporal.

Como sugiere la Fig. 2.83, cuando mayor sea la longitud de la respuesta impulsiva tanto
más rápidas serán las oscilaciones de la respuesta en frecuencia del filtro. Sin embargo,
esto no altera la amplitud de los sobrepicos de la respuesta en frecuencia HT( f ), que
dependen del área de W( f ), que es unitaria (es el valor de w(t) en t = 0), y no varía
con T. En realidad, este efecto es una versión dual del efecto Gibbs: una limitación en
tiempo de la respuesta impulsiva provoca oscilaciones en la respuesta en frecuencia cuya
amplitud es independiente del intervalo de truncación.

La expresión de la salida se puede calcular como en el caso del filtro ideal. Aproximando
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Fig. 2.85. Amplitud de la señal de salida del filtro ideal con frecuencia de corte fN y respuesta
impulsiva truncada a ±T en función del producto fNT.

nuevamente la señal de entrada como x̃(t) = (1/2) + (1/2) sgn(τ/2− t), la salida es

xT(t) = x(t) ∗ hT(t) =
∫ ∞

−∞
x(u)h(t− u)du.

En este caso, el cálculo de la convolución puede hacerse en tres pasos:

Si t < τ/2− T, la respuesta impulsiva queda superpuesta totalmente con x̃(t) = 1,
de modo que

xT(t)= x(t) ∗ hT(t)=
∫ t+T

t−T
h(t− u)du=

∫ t+T

t−T
2 fN sinc[2 fN(t−u)]du=

2
π

Si(2π fNT).

Si t > τ/2+ T, x̃(t) = 0, de modo que xT(t) = 0.

Finalmente, si τ/2− T < t < τ/2+ T,

xT(t)=
∫ t+T

t−T
h(t−u)du=

∫ τ/2

t−T
2 fN sinc[2 fN(t−u)]du=

1
π

Si(2π fNT)− 1
π

Si[2π fN(t−τ/2)].

Por lo tanto,

xT(t) =


2
π Si(2π fNT), si t < τ/2,
1
π Si(2π fNT)− 1

π Si[2π fN(t−τ/2)], si τ/2−T < t < τ/2+T,

0, si t > τ/2+T.

El cálculo de la respuesta aplicando el teorema de la convolución temporal se representa
en la Fig. 2.84.

El efecto de truncar la respuesta impulsiva del filtro ideal altera la amplitud de la onda de
salida, y este valor depende del producto fNT, es decir, el ancho de banda del filtro ideal
y la duración de la respuesta impulsiva truncada. En la Fig. 2.85 se grafica el valor de
(2/π) Si(2π fNT) en función del producto fNT. Evidentemente, cuanto mayor sea fNT,
la amplitud de la señal de salida tiende a la unidad, pues:

incrementando fN crece el ancho de banda del filtro ideal, y por lo tanto se reduce
la duración de la respuesta impulsiva,
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Fig. 2.86. Respuestas temporales de la salida del filtro ideal con respuesta truncada. T = T0,
fN = 10 f0, 20 f0 y 50 f0 (a) y fN = 10 f0, T = T0, T = T0/5, T = T0/10 (b) .

aumentando T se aumenta la duración de la respuesta impulsiva

de manera que al efectuar la truncación sólo se pierden las “colas” de menor amplitud
del sinc( · ), y por lo tanto la variación en la amplitud es pequeña.

Una determinada amplitud de salida (por ejemplo, unitaria) puede obtenerse con infini-
tos valores del producto fNT. La forma de onda de la respuesta temporal, para distintos
anchos de banda y distintas longitudes de la respuesta impulsiva se representa en las
Figs. 2.86(a) y (b) , respectivamente.

2.8. Principio de incertidumbre

When the Lord created the world and people to live in it –an enterprise which, according to the modern
science, took a very long time– I could imagine that He reasoned with Himself as follows: “If I make

everything predictable, these humans beings, whom I have endowed with pretty good brains, will
undoubtedly learn to predict everithing, and they will thereupon have no motive to do anything at all,

because they will recognize that the future is totally determined and cannot be influenced by any human
action.

On the other hand, if I make everything unpredictable, they will gradually discover that there is no
rational basis for any decision whatsoever and, as in the first case, they will thereupon have no motive to

do anything at all. Neither scheme would make sense. I must therefore create a mixture of the two. Let
some things be predictable and let other be unpredictable. They will then, amongst many other things,

have the very important task of finding out which is which.”

E. F. Schumacher, Small is beautiful, 1973.

El principio de incertidumbre se puede enfocar desde tres perspectivas distintas: una car-
acterística distintiva de la mecánica cuántica, un principio que establece las limitaciones
de efectuar mediciones en un sistema sin perturbarlo, y finalmente un teorema del análi-
sis armónico que puede sintetizarse como

una función no nula y su transformada de Fourier no pueden estar perfecta-
mente localizadas.
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Cuando se lo traduce al campo de la mecánica cuántica, este principio establece que un
par de variables canónicas conjugadas, tales como la posición y el momento, no pueden
determinarse precisamente en ningún estado cuántico. Esta es la idea del trabajo de
Heisemberg (1927), profusamente difundido desde entonces.

Sin embargo, el principio de incertidumbre tiene una interpretación útil en física clásica.
Si x(t) representa la amplitud de una señal (una onda de sonido, un haz de luz, etc.) en el
tiempo t, el principio de incertidumbre expresa una limitación sobre la duración que tal
señal puede tener en tiempo, y del ancho de banda que ocupe su transformada de Fouri-
er. Este aspecto del principio de incertidumbre fue inicialmente expuesto por Norbert
Wiener en una conferencia dictada en Gotinga en 1925. Desafortunadamente no parece
haber sobrevivido ninguna transcripción de esta conferencia, más allá de una reseña no
técnica en la autobiografía de Wiener (1956). Cualquiera que haya sido la influencia sobre
los físicos presentes, lo cierto es que el principio de incertidumbre no caló en las mentes
de las personalidades vinculadas al procesamiento de señales hasta el trabajo fundamen-
tal de Gabor en 1946. Desde entonces es un tema común en esta especialidad.

Desde el punto de vista matemático sólo hubo desarrollos esporádicos en los cincuenta
años que siguieron al trabajo inicial de la segunda década del siglo XX, para cobrar nuevo
impulso en las décadas del 70 al 80, con ecos que llegan hasta el presente. El principio de
incertidumbre ha influido directamente en algunas áreas del análisis, notablemente en (i)
el estudio de las propiedades de una función impuestas por restricciones en el soporte
o las propiedades de decaimiento de su transformada de Fourier, (ii) la construcción de
bases ortonormales o marcos (bases “redundantes”) en L2 (espacio de las funciones de
cuadrado integrable) cuyos elementos y sus transformadas de Fourier están bien local-
izadas (onditas o wavelets), (iii) el vasto cuerpo de resultados analíticos vinculados al
análisis de señal y la teoría de comunicaciones. Para hacer justicia a las ramificaciones
del principio de incertidumbre en cualquiera de estos tópicos sería necesario un libro
para cada uno de ellos. Afortunadamente estos libros han sido escritos: Havin y Jöriche
(1994), Daubechies (1992), lo mismo que un buen número de artículos tutoriales, como
los de Benedetto (1990), Benedetto, Heil y Walnut (1992) y las colecciones de Price (1985)
y de Benedetto y Frazier (1994).

El punto de vista abordado en este curso es mucho menos ambicioso, y enfoca el proble-
ma solamente desde el punto de vista de señales reales y continuas.

2.8.1. Teorema del ancho de banda

Las propiedades de la transformada de Fourier y los varios ejemplos utilizados para ilus-
trarlas muestran claramente que la descripción de la señal en los dominios frecuenciales
y temporales están inversamente relacionadas. En particular, se observa que:

1. Si se cambia la descripción temporal de una señal, su representación en el dominio
frecuencial cambia de manera inversa, y viceversa. Esta relación inversa impide que
se pueda especificar arbitrariamente una señal en ambos dominios: puede definirse
una función que dependa arbitrariamente del tiempo o de la frecuencia, pero no
puede especificarse simultáneamente en ambos dominios. Esta es una limitación im-
portante, por ejemplo, en el diseño de filtros: no puede diseñarse un filtro muy
selectivo en frecuencia (con un ancho de banda muy angosto) que al mismo tiem-
po tenga un tiempo de establecimiento reducido (una respuesta impulsiva de corta
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duración).

2. Si una señal está estrictamente limitada en frecuencia, su duración temporal será
ilimitada, aún cuando su amplitud pueda tomar valores cada vez más pequeños.
Se dice que una función es estrictamente limitada en frecuencia si su transformada de
Fourier es nula fuera de una banda finita de frecuencias. El pulso sinc(t) (Ejemplo
2.11) es una función que está estrictamente limitada en frecuencia (Fig. 2.20). Esta
figura también muestra que el pulso sinc(t) está asintóticamente limitado en tiempo.
Recíprocamente, si una señal es estrictamente limitada en tiempo (es decir, que la señal
es exactamente cero fuera de un intervalo temporal de longitud finita), entonces su
espectro se extiende sobre todo el rango de frecuencias, aún cuando su magnitud
tenga valores cada vez más pequeños a medida que aumenta la frecuencia. Esto se
pone de manifiesto en los casos del pulso rectangular (Ejemplo 2.10) y del pulso
triangular (Ejemplo 2.42).

En síntesis, estas observaciones indican que una señal no puede estar limitada simultánea-
mente en tiempo y frecuencia. El teorema del ancho de banda, o principio de incertidum-
bre de Fourier, formaliza esta idea.

2.8.2. Duración efectiva y ancho de banda

Si x (t) es una función cuyo valor puede ser considerado “despreciable” fuera de algún
intervalo (t1, t2), entonces la longitud de dicho intervalo, ∆t = t2− t1 es la duración efecti-
va de x (t). Análogamente, si X ( f ) es la transformada de Fourier de x (t), y X ( f ) puede
ser considerada despreciable fuera de cierto intervalo ( f1, f2), entonces ∆ f = f2 − f1 es
el ancho de banda de x (t). Salvo para ciertas casos, como las señales temporales sinc ( · ) o
rectangulares cuya duración frecuencial o temporal, respectivamente, está bien definida,
la duración efectiva o el ancho de banda son conceptos relativamente imprecisos. En con-
secuencia, no hay definiciones universales, aunque sí algunas comúnmente aceptadas.
En lo que sigue, nos referiremos a las definiciones del ancho de banda, pero las mismas
consideraciones son aplicables, mutatis mutandi, para la duración efectiva de la señal.

Las dos definiciones usuales tienen en cuenta el contenido espectral de la señal. Si el
contenido espectral está concentrado cerca del origen, como el espectro de la izquierda
de la Fig. 2.87, se dice que la señal es tipo pasabajos. En cambio, la señal es tipo pasabanda
si el contenido espectral está centrado alrededor de ± fc, donde fc es una frecuencia no
nula, como los espectros del centro y de la derecha de la Fig. 2.87.

Si el espectro de la señal es simétrico, con un lóbulo principal acotado por valles bien
pronunciados, se suele definir el ancho de banda de acuerdo al ancho del lóbulo principal.
Específicamente, si la señal es pasabajos, el ancho de banda se define como la mitad del
ancho total del lóbulo principal, ya que sólo la mitad de este lóbulo yace en el rango de
las frecuencias positivas; este es el caso del espectro centrado en el origen de la Fig. 2.87.
Por ejemplo, un pulso rectangular de duración T tiene un espectro cuyo lóbulo principal
tiene un ancho de 2/T Hz en torno al origen (Fig. 2.18). En consecuencia, y de acuerdo
a esta convención, se dice que el pulso rectangular tiene un ancho de banda de 1/τ Hz
(Ejemplo 2.10).

Por otra parte, si la señal es tipo pasabanda, con un espectro cuyos lóbulos principales
están centrados en ± fc, donde fc es grande, se define el ancho de banda como el ancho
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Fig. 2.87. Espectros de señales pasabajo, pasabanda de banda ancha y pasabanda de banda
angosta.

del lóbulo principal que yace en las frecuencias positivas. Esta definición del ancho de
banda se denomina ancho de banda entre ceros.

Otra definición popular es el ancho de banda de 3 dB. Si la señal es tipo pasabajos, el an-
cho de banda de 3 dB se define como la separación entre la frecuencia cero, donde el
espectro de amplitud alcanza su valor máximo, y la frecuencia positiva en la cual el valor
del espectro cae a 1/

√
2 de su valor pico. Por ejemplo, el pulso exponencial decreciente

(Ejemplo 2.5) o creciente (Ejemplo 2.29) tienen un ancho de banda de 1/(2π) Hz. Si, en
cambio, la señal es tipo pasabanda, centrada en ± fc, el ancho de banda de 3 dB es la
separación, sobre el eje de frecuencias positivo, entre las dos frecuencias a las cuales la
amplitud del espectro cae a 1/

√
2 del valor pico que alcanza en fc. El ancho de banda de

3 dB tiene la ventaja que puede ser leído directamente a partir de un gráfico del espectro
de amplitud aunque puede ser difícil de determinar si el espectro de amplitud decae muy
lentamente.

Otras definiciones usuales del ancho de banda se basan en el rango de frecuencias donde
se concentra la potencia o energía de la señal. Por ejemplo, si el 95 % del espectro de
densidad de potencia abarca el intervalo de frecuencias f1 < f < f2, se dice que su ancho
de banda de 95 % es f2 − f1. De manera similar, se definen los anchos de banda de 75 %,
90 %, o 99 % de la señal.

En el caso de una señal pasabanda, la expresión banda angosta indica que el ancho de
banda de la señal f2 − f1 es mucho menor (por un factor de 10 o más) que la frecuencia
media ( f1 + f2) /2, como ocurre con el espectro de la derecha de la Fig. 2.87. En caso
contrario la señal se denomina de banda ancha como el espectro del centro de la Fig. 2.87.
Por ejemplo, las señales de radio de modulación de amplitud (MA) son señales de banda
angosta, ya que el ancho de banda es de 5 kHz, y la portadora (la “frecuencia mitad”)
va desde 560 kHz hasta 1200 kHz, aproximadamente. La relación entre la portadora y el
ancho de banda es de 100 a 240 veces. Aún la señal de TV puede describirse como de
“banda angosta”, pues aunque tiene un ancho de banda de 6 MHz, las portadoras van
desde 54 MHz hasta 88 MHz para los canales 2 al 6, y desde 174 MHz hasta 216 MHz
para los canales del 7 al 13.
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2.8.3. Funciones de duración finita

Se dice que una función x (t) tiene duración finita (o, impropiamente, que es de longitud
finita) si x (t) = 0 para todo t /∈ [t0, t1]. La duración de la señal es ∆t = t1 − t0. La
transformada de Fourier de esta señal es

X ( f ) =
∫ t1

t0

x (t) e−j2π f tdt. (2.128)

Cualquier señal continua a tramos de longitud finita es absolutamente integrable, y tiene
energía finita, de modo que la transformada de Fourier de señales de duración finita está
bien definida. Además, para cualquier entero n no negativo, tnx (t) también es continua a
tramos, absolutamente integrable y de energía finita. Teniendo en cuenta la propiedad de
diferenciación en frecuencia de la transformada de Fourier [ecuación (2.90)], es inmediato
que

(−j2πt)nx (t) ⇔ X(n)( f ) =
∫ t1

t0

(−j2πt)nx (t) e−j2π f tdt

que revela que las derivadas en frecuencia de cualquier orden n de la transformada de
Fourier de X( f ) existen y estás bien definidas, y que no pueden ser todas idénticamente
nulas. Si se expresa la transformada X( f ) en una serie de Taylor alrededor de una fre-
cuencia f0 arbitraria,

X( f ) = X( f0) + X′( f0) ( f − f0) +
1
2!

X(2)( f0) ( f − f0)
2 +

1
3!

X(3)( f0) ( f − f0)
3 + · · ·

se observa que la transformada no puede ser idénticamente nula en ningún intervalo de
frecuencias14. En consecuencia, una señal de duración finita no puede ser simultánea-
mente de banda limitada.

Otra manera de explicar este hecho es observando que si x (t) y X( f ) fuesen ambas de
longitud finita, x(t) se puede escribir como x(t) = x(t) [u(t+ a)− u(t− a)] para algún
a > 0. Por lo tanto, la transformada de Fourier X( f ) de x(t) es la convolución entre la
transformada de x(t) y la transformada de b(t) = u(t+ a)− u(t− a), un pulso rectan-
gular centrado en cero, y distinto de cero para t ∈ [−a, a]. Pero como la transformada
de b(t) es una función tipo sinc ( · ), y X( f ) no es nula, la convolución de las dos no es
idénticamente nula para ningún intervalo de frecuencias, lo que contradice la hipótesis
de partida.

2.8.4. Funciones de ancho de banda finito

Una función x (t) con transformada de Fourier X( f ) es de ancho de banda finito si
X( f ) = 0 para todo f /∈ [ f0, f1]. En general, el ancho de banda de la señal es ∆ f = f1− f0,
aunque deben tenerse en cuenta las consideraciones de la Sección 2.8.2. Por la relación
dual entre la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier, es evidente

14Más correctamente, la definición de H( f ) en (2.128) muestra que está bien definida para todo f = σ+ jω.
No es difícil demostrar que H(σ + jω) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann del análisis complejo.
Por lo tanto, H ( f ) es analítica tanto en la línea real como en el plano complejo, y en consecuencia, no puede
anularse o tomar valores constantes sobre cualquier intervalo no trivial de la línea real.
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que x (t) satisface propiedades similares a las de las transformadas de señales de du-
ración finita. En particular,

x (t) =
∫ f1

f0

X ( f ) ej2π f td f ,

y, para cualquier entero n no negativo, las derivadas temporales de orden n de x (t) están
dadas por

x(n) (t) =
∫ f1

f0

(j2π f )nX ( f ) ej2π f td f .

De acuerdo a consideraciones similares a las de la Sección 2.8.3, si x (t) es de banda limi-
tada, entonces x (t) no pude anularse o tomar valores constantes sobre ningún intervalo
no trivial de la línea real. En otras palabras, ninguna señal de ancho de banda limitado
puede tener duración finita.

Vale tener presente estas consideraciones en muchas aplicaciones prácticas donde es de-
seable (pero, como se ha demostrado, imposible) contar con señales que simultáneamente
sean de duración finita y de ancho de banda limitado.

2.8.5. Producto duración efectiva-ancho de banda

El teorema del ancho de banda postula que existe una constante universal positiva γ tal
que la duración efectiva ∆t y el ancho de banda ∆ f de cualquier función (con ∆t y ∆ f
finitos) satisfacen

∆t ∆ f ≥ γ.

Entonces no es posible encontrar una función cuyo ancho de banda y su duración efectiva
sean ambos arbitrariamente pequeños (o grandes). Debido a su similitud con el principio
de incertidumbre de Heisemberg de la mecánica cuántica, el teorema del ancho de banda
también se conoce como el principio de incertidumbre del análisis de Fourier.

La constancia de este producto es otra manifestación de la relación inversa que existe en-
tre las descripciones en los dominios temporal y frecuencial de una señal. Cualquiera sea
la definición que se adopte para el ancho de banda, el producto duración efectiva-ancho
de banda permanece constante para cierto tipo de señales. La elección de una definición
particular de ancho de banda sólo cambia el valor de la constante γ. Para las funciones
tipo pulso el producto del tiempo de duración de la señal por su ancho de banda es con-
tante, ya que si la duración de una señal se reduce escalando el eje de tiempos por un
factor a, la escala de frecuencia de la señal, y por lo tanto su ancho de banda, se incre-
menta por el mismo factor a (en virtud de la propiedad de escalado en tiempo, Sección
2.5.2).

Hay varias versiones de este teorema, cada una de ellas aplicable a una clase particular
de funciones. En cada uno de estos casos corresponde definir apropiadamente qué se
entiende por “ancho de banda” y “duración efectiva”, como se mencionó más arriba. Para
ejemplificar veremos el caso de las funciones x (t) que son absolutamente integrables, y
también las de energía finita (de cuadrado integrable).
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Fig. 2.88. Representación gráfica de la duración efectiva (a) y el ancho de banda efectivo (b).

Señales absolutamente integrables

Supongamos que tanto x (t) como su transformada de Fourier X ( f ) son absolutamente
integrables. Sean t∗ y f ∗ dos valores fijos de t y f tales que x (t∗) 6= 0 y X ( f ∗) 6= 0. La
duración efectiva ∆t y el ancho de banda efectivo ∆ f son los valores que satisfacen∫ ∞

−∞
|x (t)| dt = |x (t∗)| ∆t y

∫ ∞

−∞
|X ( f )| d f = |X ( f ∗)| ∆ f . (2.129)

como se representa en la Fig. 2.88. El teorema del ancho de banda para funciones absolu-
tamente integrables establece que

∆t ∆ f ≥ 1,

y si x (t) y X ( f ) son funciones reales no negativas, y además x (0) y X (0) son no nulas,

∆t ∆ f = 1.

Las ecuaciones (2.129) sólo establecen una relación entre la duración de la señal en un
dominio, y un valor particular de su transformada en el otro. La elección particular de
los valores de t∗ y f ∗ depende de la aplicación a que se destine el teorema Una elección
típica son los centroides de |x (t)| y |X ( f )|,

t∗ =

∫ ∞
−∞ t |x (t)| dt∫ ∞
−∞ |x (t)| dt

y f ∗ =

∫ ∞
−∞ f |X ( f )| d f∫ ∞
−∞ |X ( f )| d f

.

Otra elección posible es seleccionar t∗ y f ∗ de modo de maximizar los valores de |x (t∗)|
y |X ( f ∗)| , como muestra la Fig. 2.88, lo que minimiza el ancho de banda efectivo y la du-
ración efectiva, respectivamente. Una tercera posibilidad, cuando tanto x (t) como X ( f )
son funciones pares real valuadas con máximos en el origen es t∗ = 0 y f ∗ = 0.

La demostración del teorema es muy sencilla en este caso. Como x (t) y X ( f ) son abso-
lutamente integrables,

|X ( f ∗)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
x (t) e−j2π f ∗tdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞

∣∣∣x (t) e−j2π f ∗t
∣∣∣ dt ≤

∫ ∞

−∞
|x (t)| dt = |x (t∗)|∆t,

y análogamente,

|x (t∗)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
X ( f ) e−j2π f t∗d f

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞

∣∣∣X ( f ) e−j2π f t∗
∣∣∣ d f ≤

∫ ∞

−∞
|X ( f )| d f = |X ( f ∗)|∆ f ,
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de modo que

∆t ∆ f ≥ |X ( f ∗)|
|x (t∗)| ×

|x (t∗)|
|X ( f ∗)| = 1.

Evidentemente, si x (t) y X ( f ) sean funciones reales no negativas, y x (0) y X (0) son
distintas de cero, entonces las cantidades de arriba pueden reemplazarse por

X (0) =
∫ ∞

−∞
x (t) dt = x (0) ∆t, x (0) =

∫ ∞

−∞
X ( f ) d f = X (0) ∆ f ,

y entonces,

∆t ∆ f =
|X (0)|
|x (0)| ×

|x (0)|
|X (0)| = 1.

En el caso en que la transformada de Fourier se exprese en función de la frecuencia angu-
lar Ω, el teorema del ancho de banda para funciones absolutamente integrables establece
que ∆t ∆Ω ≥ 2π (véase el Ejercicio 27).

EJEMPLO 2.47. Aplicación del teorema del ancho de banda para señales absolutamente
integrables
Sea x (t) = e−α|t|, α > 0. La transformada de x (t) es

X ( f ) =
2α

α2 + (2π f )2
.

Tanto x (t) como X ( f ) son funciones pares con máximos en el origen. Entonces para calcular la
duración efectiva y el ancho de banda se puede adoptar t∗ = 0 y f ∗ = 0,

∆t =
1

|x (0)|

∫ ∞

−∞
|x (t)| dt =

∫ ∞

−∞
e−α|t|dt =

2
α

, (2.130)

∆ f =
1

|X (0)|

∫ ∞

−∞
|X ( f )| d f =

α

2

∫ ∞

−∞

2α

α2 + (2π f )2
d f =

α

2
. (2.131)

El producto de la duración efectiva por el ancho de banda es

∆t ∆ f =
(

2
α

)(
α

2

)
= 1,

como lo predice el teorema del ancho de banda. La igualdad se alcanza pues tanto x(t) como X( f )
son funciones reales y no negativas, con x(0) 6= 0, X(0) 6= 0. Intuitivamente, cuanto más pequeño
sea α (es decir, la constante de tiempo 1/α es mayor) tanto mayor será la “duración efectiva” de
la señal x (t) ; la ecuación (2.130) muestra que la duración efectiva ∆t es inversamente proporcional
a α. En consecuencia, la transformada de Fourier tendrá un ancho de banda efectivo ∆ f menor,
directamente proporcional a α, tal como se revela en la ecuación (2.131). �

Señales de energía finita

Cuando x (t) y su transformada de Fourier X( f ) son funciones de energía finita, conviene
definir la duración efectiva y el ancho de banda efectivo como los momentos de segundo
orden de la señal y la transformada,

(∆t)2 =

∫ ∞
−∞ (t− t∗)2 |x (t)|2 dt∫ ∞

−∞ |x (t)|
2 dt

y (∆ f )2 =

∫ ∞
−∞ ( f − f ∗)2 |X ( f )|2 d f∫ ∞

−∞ |X ( f )|2 d f
,
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respectivamente, donde t∗ y f ∗ son

t∗ =

∫ ∞
−∞ t |x (t)|2 dt∫ ∞
−∞ |x (t)|

2 dt
y f ∗ =

∫ ∞
−∞ f |X ( f )|2 d f∫ ∞
−∞ |X ( f )|2 d f

.

(Debe tenerse en cuenta que la duración efectiva y el ancho de banda efectivo definidos
en esta sección no son los mismos que los definidos en la Sección anterior.) Usando la
definición de energía E de la señal

E =
∫ ∞

−∞
|x (t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|X ( f )|2 d f , (2.132)

la duración efectiva y el ancho de banda efectivo pueden escribirse de manera más com-
pacta como

∆t =

√
1
E

∫ ∞

−∞
(t− t∗)2 |x (t)|2 dt, y ∆ f =

√
1
E

∫ ∞

−∞
( f − f ∗)2 |X ( f )|2 d f . (2.133)

El teorema del ancho de banda para señales de energía finita establece que, si ∆t y ∆ f
están bien definidas, y si además

lı́m
t→±∞

√
tx (t) = 0, (2.134)

es decir, que la señal temporal decrece más rápidamente que 1/
√

t, entonces

∆t∆ f ≥ 1
4π

,

y la igualdad se verifica sólo si x (t) y X( f ) están linealmente relacionadas entre sí. De
acuerdo al resultado del Ejemplo 2.36, esto sucede si x(t) es una función gaussiana,
x (t) = Ae−αt2

, con α > 0.

Si la transformada de Fourier se expresa en función de la frecuencia angular Ω, el teorema
del ancho de banda para funciones de energía finita establece que ∆t ∆Ω ≥ 1/2.

La demostración para esta clase de señales es un poco más complicada que para el caso
de señales absolutamente integrables, y se basa en la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
que establece que ∣∣∣∣∫ g (t) h (t) dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ |g (t)|2 dt
∫
|h (t)|2 dt (2.135)

y la igualdad se verifica sólo cuando g (t) y h(t) están linealmente relacionadas entre sí,
g (t) = k h (t) .

Para simplificar la notación se asume que tanto t∗ como f ∗ son nulos; si no lo fuesen,
basta efectuar un cambio de variables en las integrales. Definiendo

g (t) = ts (t) , h (t) =
d
dt

x (t) ,

la desigualdad de Cauchy-Schwartz (2.135) toma la forma∣∣∣∣∫ ∞

−∞
t x (t)

d
dt

x (t) dt
∣∣∣∣2 ≤ ∫ ∞

−∞
|t x (t)|2 dt

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ d
dt

x (t)
∣∣∣∣2 dt. (2.136)
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El miembro izquierdo de la desigualdad se puede integrar por partes:∫ ∞

−∞
t x (t)

d
dt

x (t) dt =
1
2

tx2 (t)
∣∣∣∣∞
−∞
− 1

2

∫ ∞

−∞
x2 (t) dt = −E

2
, (2.137)

de acuerdo con la condición (2.134) y la definición de energía (2.132). Por otra parte,
aplicando la propiedad de derivación temporal de la transformada de Fourier (2.82) y la
relación de Parseval (2.99) resulta∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ d
dt

x (t)
∣∣∣∣2 dt =

∫ ∞

−∞
|j2π f X ( f )|2 d f = (2π)2

∫ ∞

−∞
| f X ( f )|2 d f . (2.138)

Sustituyendo (2.137) y (2.138) en (2.136), se tiene que

E2

4
≤
∫ ∞

−∞
|t x (t)|2 dt︸ ︷︷ ︸
(∆t)2E

(2π)2
∫ ∞

−∞
| f X ( f )|2 d f︸ ︷︷ ︸
(∆ f )2E

= E2(2π)2 (∆t)2 (∆ f )2 ,

de acuerdo a las definiciones de duración efectiva y ancho de banda efectivo (2.133). En
consecuencia,

∆t∆ f ≥ 1
4π

.

La igualdad se verifica sólo para señales que verifiquen tx (t) = k d
dt x (t) , es decir, si x (t)

es un pulso gaussiano, x (t) = Ce−
k
2 t2

(véase el Ejemplo 2.36). En otras palabras, el pulso
gaussiano es la señal que tiene el mínimo producto ganancia-ancho de banda.

EJEMPLO 2.48. Aplicación del teorema del ancho de banda para señales de energía finita
Consideremos la señal x (t) del ejemplo anterior, dada por el par transformado

x (t) = e−α|t|, α > 0 ⇔ X ( f ) =
2α

α2 + (2π f )2
.

Como t x (t) y f X ( f ) son funciones impares, resulta t∗ = 0 y f ∗ = 0. La energía E está dada por

E =
∫ ∞

−∞

∣∣∣e−α|t|
∣∣∣2 dt = 2

∫ ∞

0
e−2αtdt =

1
α

.

La duración efectiva de la señal es

∆t =

√
1
E

∫ ∞

−∞
(t− t∗)2 |x (t)|2 dt =

√
2α
∫ ∞

0
t2e−2αtdt =

1√
2α

,

y el ancho de banda se obtiene integrando por partes,

∆ f =

√
1
E

∫ ∞

−∞
( f − f ∗)2 |X ( f )|2 d f =

√√√√α
∫ ∞

−∞
f 2

(
2α

α2 + (2π f )2

)2

d f

=

√
α2

4π2 =
α

2π
.

El producto de la duración efectiva por el ancho de banda es

∆t ∆ f =
(

1√
2α

)(
α

2π

)
=

√
2

2

(
1

2π

)
≥ 1

4π

como lo predice el teorema (en este caso las funciones x(t) y X( f ) no están linealmente relacionadas
entre sí). �
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El principio de incertidumbre del análisis de Fourier muestra que señales extremada-
mente concentradas en un dominio pierden su “localidad” en el otro: la transformada de
Fourier de un impulso temporal x(t) = δ(t) (una señal concentrada en t = 0) es una con-
stante en frecuencia X( f ) = 1 (que no está “concentrada” en ningún rango de frecuencia).
Por otra parte, una señal sinusoidal x(t) = sen(2π f0t), que no se puede “concentrar” en
algún intervalo de tiempo, tiene una transformada de Fourier que está localizada (con-
centrada) en± f0. Esta “falta de localidad” conjunta es causa de varios problemas cuando
se trabaja con aplicaciones en el dominio frecuencial. Por este motivo se han desarrolla-
do teorías de transformaciones muy modernas que permiten obtener simultáneamente
buenas descomposiciones frecuenciales y temporales de las señales, tales como la trans-
formada de Fourier de tiempo limitado (short-time Fourier Transform) o la transformación
por “onditas” (wavelets).

2.9. Sumario

Se han presentado en este Capítulo los fundamentos físicos y matemáticos de la teoría
de Fourier, comenzando con una breve reseña histórica. Se revisaron conceptos de series
de Fourier, y se establecieron las bases para la representación espectral. El estudio de la
transformada se presenta con cierto detalle, tratando de resaltar los aspectos más rele-
vantes para las aplicaciones. Se definieron las funciones sinc(·) y los impulsos, que serán
útiles para los desarrollos posteriores. Se estudiaron una serie de propiedades que facil-
itarán el análisis de sistemas de los Capítulos siguientes, poniendo especial énfasis en el
teorema de convolución en tiempo y frecuencia, de vital importancia en el estudio de sis-
temas lineales e invariantes en el tiempo. Se establecieron los vínculos entre las series de
Fourier de funciones periódicas y las transformadas de Fourier de un período de dichas
señales, lo que conduce a establecer la transformada de Fourier para señales periódi-
cas empleando impulsos. Se estudian además algunos temas de interés práctico, como
el efecto Gibbs y el teorema del ancho de banda. Los conceptos expuestos se aplican al
análisis espectral de señales analógicas, presentando las ideas básicas de funcionamiento
de los analizadores espectrales. Finalmente, se estudian un conjunto de señales típicas y
se comparan los espectros calculados analíticamente con los obtenidos por instrumentos
de medida.
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2.11. Tablas útiles

2.11.1. Propiedades y teoremas de transformadas y series de Fourier
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2.11.2. Algunos pares transformados de uso frecuente
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2.13. Ejercicios

Ejercicio 1. Encuentre la relación entre los coeficientes ak, bk de la serie de Fourier de
senos y cosenos con los coeficientes ck de la serie de Fourier exponencial.

Ejercicio 2. Una señal de uso frecuente en comunicaciones es el pulso coseno elevado

c (t) =

{
1+ cos (2πt) , −1/2 ≤ t ≤ 1/2,

0, caso contrario.

La figura muestra una señal x̃ (t) periódica, de período T = 2, compuesta por pulsos
coseno elevado equiespaciados. Muestre que los primeros tres términos de la expansión
en series de Fourier de x̃ (t) son

x̃ (t) =
1
2
+

8
3π

cos πt+
1
2

cos (2πt) + . . .

Ejercicio 3. Evalúe la amplitud del espectro de la señal de RF pulsada que se muestra en
la figura, suponiendo que fc = 10/T0.

Ejercicio 4. La transformada de Fourier del tren (infinito) de impulsos x(t) = ∑n δ(t−
nT) es X( f ) = (1/T)∑k δ( f − k/T). En base a este par transformado, calcule la trans-
formada de Fourier del tren (infinito) de impulsos alternantes x(t) = ∑n(−1)nδ(t− nT).
Aplicando propiedades, justifique “intuitivamente” el resultado obtenido.
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Ejercicio 5. Pruebe las siguientes propiedades de la serie de Fourier:

1. Los coeficientes de Fourier ck de una función x̃ (t) periódica y par [x̃ (t) = x̃ (−t)]
son reales y pares: ck = c−k.

2. Los coeficientes de Fourier ck de una función x̃ (t) periódica e impar [x̃ (t) = −x̃ (−t)]
son imaginarios puros e impares: ck = −c−k.

3. Si x̃ (t) tiene “simetría de media onda”, esto es x̃
(
t± 1

2 T0
)
= −x̃ (t) donde T0 es

el período de x̃ (t) , las armónicas pares de la serie de Fourier son nulas (c2r = 0,
c2r+1 6= 0): las armónicas de la señal son los múltiplos impares de la frecuencia
fundamental).

Ejercicio 6.
���C A fines del siglo XIX, A. Michelson y S. Stratton idearon un dispositivo

mecánico para síntesis armónica, es decir, para reconstruir una señal x(t) a partir de un
conjunto de coeficientes de Fourier ck.

1. Muestre que el sistema mecánico de la Fig. (a) permite generar la señal de desplaza-
miento x(t) = x0 + c cos(2πΩt+ θ) a partir de un movimiento circular uniforme.

2. La Fig. (b) ilustra cómo sumar mecánicamente pequeños desplazamientos. La con-
stante elástica del resorte grande es E, y la de los N resortes más pequeños es e. El
extremo inferior del resorte grande se desplaza una cantidad x cuando los resortes
pequeños se someten a desplazamientos x1, . . . , xN . Muestre que la elongación del
resorte grande es L+ x y las de los resortes pequeños es `+ xk− (a/A)x, k = 1, . . . ,
N, donde L y ` son los estiramientos de los resortes grande y pequeños, respectiva-
mente, cuando x = x1 = x2 = · · · xN = 0.

3. Sabiendo que la ecuación de balance de momentos es ∑N
i=1
[
`+ xi −

( a
A

)
x
]

ea =
(L+ x) EA, demuestre que el extremo inferior del resorte grande se desplaza

x = N−1
(

a
A
+
`

L

)−1 N

∑
i=1

xi.

El dispositivo de Michelson y Stratton sumaba 80 desplazamientos sinusoidales xk(t) =
ck cos(2πΩkt+ θk), k = 1, . . . , 80, producidos por un sistema mecánico ligeramente más
elaborado que el de la Fig. (a). El desplazamiento x(t) del resorte grande se utilizaba para
mover un lápiz que dibujaba la señal “reconstruida” sobre un papel.
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Ejercicio 7. Uno de los problemas más difíciles que enfrentaron los antiguos astrónomos
griegos fue el de predecir la posición de los planetas en el firmamento. Un modelo exitoso
fue descrito por Ptolomeo en su Almagesto. Utilizando notación moderna, el movimiento
uniforme circular de un planeta P alrededor de la Tierra T (teoría geocéntrica) está dado
por

x1(t) = a1ej2π t
T1 , −∞ < t < ∞,

donde a1 = |a1| ejφ1 , 0 ≤ φ1 ≤ 2π, es el radio de la órbita, T1 su período, y el parámetro
φ1 especifica la ubicación del planeta en t = 0 [Fig. (a)]. Como este modelo no puede
explicar el ocasional movimiento retrógrado de los planetas exteriores (Marte, Júpiter y
Saturno), se propuso el modelo más elaborado

x2(t) = x1(t) + a2ej2π t
T2 ,

con a2 = |a2| ejφ2 , 0 ≤ φ2 ≤ 2π. El planeta P tiene un movimiento circular uniforme
alrededor de un punto que, a su vez, tiene movimiento circular uniforme alrededor
de la tierra T, como se muestra en la Fig. (b). Con este modelo se puede reproducir el
movimiento retrógrado, pero no es suficiente para ajustar el movimiento de los planetas
con los datos experimentales.

Extendiendo esta idea se propone representar el movimiento por la suma exponencial

xN(t) = a1ej2π t
T1 + a2ej2π t

T2 + · · ·+ aNej2π t
TN

utilizando un círculo fijo denominado deferente y N − 1 círculos móviles denominados
epiciclos. Tal movimiento es periódico cuando T1, T2, . . . , TN son múltiplos enteros de
algún T > 0, en cuyo caso la suma es una serie de Fourier con un número finito de
términos. Hiparco y Ptolomeo utilizaron una construcción usando 4 círculos para ajustar
el movimiento de cada planeta, con la Tierra cerca pero no en el origen. Este modelo
fue utilizado para predecir las posiciones de los cinco planetas de la antigüedad hasta
que Kepler y Newton descubrieron las leyes de movimiento planetario unos 1300 años
después. Lagrange fue el primero en reconocer las conexión entre el análisis de Fourier y
el antiguo modelo de movimiento planetario de Hiparco y Ptolomeo.

P x ten ( )1 x t1( )

P x ten ( )2

TierraTierra

deferente

epiciclo

( )a ( )b

La Tierra y Marte orbitan el sol con períodos TT = 1 año, TM = 1,88 año, a una distancia
media de 1 au =̇ 150 106 km, 1,53 au = 228 106 km, respectivamente. En este ejercicio se
utilizarán las aproximaciones

xT(t) = ej2π t
1 , xM(t) = 1,5ej2π t

2 , (t en años)

para estudiar el movimiento de Marte visto desde la Tierra.
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1. Dibuje círculos concéntricos con radio 1, 1.5, e indique 9 puntos marcados A, B, . . . ,
I ubicando la Tierra y Marte en t = 0, 1/4, 2/4, . . . , 8/4 años.

2. Dibuje la órbita x(t) = xM(t)− xT(t), 0 ≤ t ≤ 2 años que muestra la posición de
Marte como se ve desde la Tierra.

3. Normalmente, Marte se mueve sobre el cielo nocturno en la misma dirección que la
luna. Sin embargo, hay un período de tres meses cada dos años en el cual el planeta
se mueve en sentido contrario. De acuerdo a los resultados del inciso 2 explique la
causa de este “movimiento retrógrado”.

Ejercicio 8. Las señales x̃(t) e ỹ(t) son la salida y la entrada, respectivamente, de un
flip-flop “T”.

1. Calcule los coeficientes de Fourier c(x)k y c(y)k de las señales x̃(t) e ỹ(t), y grafíquelos
en función del número de armónico k.

2. Dibuje el espectro en frecuencia X( f ) e Y( f ) de x̃(t) e ỹ(t), respectivamente.

3. Un detector de tono es un filtro pasabanda muy angosto H( f ), como el que se mues-
tra en la figura. ¿Puede elegir f0 de manera de detectar x̃(t) o ỹ(t)?

Nota: para simplifcar los cálculos, aplique las propiedades de la transformada de Fourier.

Ejercicio 9. Para la señal x̃(t) que se muestra en la Fig. A,

1. Dibuje el espectro X( f ) sabiendo que los coeficientes c(x)k de su serie de Fourier son

ck =

{
4/(πk)2, si k es impar,
0, si k es par,

2. Escriba la expresión del espectro de la señal ỹ(t) de la Fig. B

3. Calcule los coeficientes c(z)k de la serie de Fourier de la señal z̃(t) de la Fig. C en

función de los coeficientes c(x)k de la señal de la Fig. A.
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Fig. B Fig. C

Ejercicio 10. Determine la transformada de Fourier de la señal x (t) formada por tres
pulsos rectangulares que se muestra en la figura. Grafique la amplitud del espectro para
τ � T. (Ayuda: Considere un único pulso de amplitud A y duración τ, y utilice las
propiedades de linealidad y desplazamiento temporal de la Transformada de Fourier.)

Ejercicio 11. Cualquier función x (t) puede descomponerse de manera única en dos com-
ponentes, una parte par y otra impar:

x (t) = xe (t) + xo (t) ,

donde
xe (t) =

1
2
[x (t) + x (−t)] , xo (t) =

1
2
[x (t)− x (−t)] ,

1. Calcule la componente par y la componente impar del pulso rectangular

x (t) =

{
A, 0 < t < T,

0, caso contrario.

2. Calcule las transformadas de Fourier de cada una de las componentes.

Ejercicio 12. Si X( f ) es la transformada de Fourier de una señal x (t) , pruebe que:

1. El área total bajo la curva de x (t) es∫ ∞

−∞
x (t) dt = X (0) ,

donde X (0) es el valor de X ( f ) en f = 0 (el valor de “continua” de la señal).

2. El área total bajo la curva de X ( f ) está dada por∫ ∞

−∞
X ( f ) d f = x (0) ,

donde x (0) es el valor de x (t) en t = 0.
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3. La transformada de Fourier X ( f ) de una señal real y par x (t) es real.

4. La transformada de Fourier X ( f ) de una señal real e impar x (t) es imaginaria.

Ejercicio 13. En base a los resultados del Ejercicio 12, demuestre que:

1. El área encerrada por la función sinc (ax) es 1/ |a|:
∫ ∞
−∞ sinc (ax) dx = 1/ |a| .

2. El área comprendida bajo el pulso gaussiano x (t) = e−πt2
vale 1:

∫ ∞
−∞ e−πt2

dx = 1.

3. El área bajo la transformada de Fourier del pulso exponencial del Ejemplo 2.5 es
β/2. Nota: compare el valor de x(0) con la solución que resulta de integrar la trans-
formada de Fourier:

∫ ∞
−∞ β/(α+ j2π f )d f = β/2. Explique la diferencia.

Comentario: “La diferencia entre una función x(t) y cualquier otra funcion x̂(t) tal
que x̂(0) 6= 1/2 es una función nula cuya integral siempre es cero. Se fuese nece-
sario realizar observaciones físicas de una cantidad que fluctúa según x(t) o x̂(t),
no sería posible distinguir entre ambas alternativas matemáticas, ya que las medias
ponderadas sobre intervalos no nulos, que son las únicas cantidades mensurables,
no se verían afectadas por la presencia o ausencia de funciones nulas. Para las apli-
caciones físicas de x(t) es posiblemente más elegante no mencionar x(0).” 15

Ejercicio 14. Calcule la transformada de Fourier (en módulo y fase y parte real-parte
imaginaria) de la siguientes funciones. En todos los casos, suponga α > 0.

1. x (t)=

{
βe−αt, t > 0

0, t ≤ 0.
2. x(t)=


k, −T0 < t < 0,

0, t = 0,

−k, 0 < t < T0.

3. x (t)=Ae−α|t|.

Ejercicio 15. Calcule la transformada inversa de Fourier de las siguientes funciones.
Antes de resolver este ejercicio, es conveniente resolver el Ejercicio 14.

1. X ( f ) = α2

α2+(2π f )2
.

2. X ( f ) = 1
(α+j2π f )2

. [recuerde que F (x1 ∗ x2) = F (x1) · F (x2)]

3. X( f ) = 2AT0 sinc (2T0 f ), usando los resultados del Ejercicio 13.1.

Ejercicio 16. Demuestre que el espectro del pulso exponencial creciente definido por

x (t) =

{
βeαt, t ≤ 0

0, t > 0

con α > 0 tiene el mismo módulo y fase opuesta a la del pulso del Ejercicio 14.1. Explique
este comportamiento en base a la propiedad de escalado en tiempo de la Transformada
de Fourier.

15R. Bracewell, The Fourier Transform and its applications, 2da. ed., McGraw-Hill, New York, 1978, p. 61.
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Ejercicio 17.
���I Calcule la transformada de Fourier del pulso triangular λ(t) de la figura a

partir de la convolución de dos pulsos rectangulares r(t), cuya transformada de Fourier
es conocida (Ejemplo 2.10).

1. Especifique claramente los pulsos (amplitud y duración) r(t) tal que λ(t) = r(t) ∗
r(t).

2. Escriba la transformada de Fourier R( f ) de los pulsos r(t).

3. Con estos resultados calcule Λ( f ), la transformada de Fourier de λ (t).

4. A partir de los resultados del inciso anterior, calcule la transformada de Fourier
Λ (Ω) del pulso triangular λ (t) en función de la frecuencia angular Ω.

Ejercicio 18. Aplicando propiedades, determine la transformada de Fourier de la señal
x (t) = u (t) cos (2π f0t) , donde u (t) es la función escalón unitario.

Ejercicio 19. Dibuje la señal x (t) = A sen(2π f0t), y calcule y grafique su espectro X( f ).
A partir de este par transformado, dibuje las señales y calcule (tanto por definición como
aplicando propiedades) y grafique los espectros de:

1. x1(t) = A sen[2π(2 f0t)]. 2. x2(t) = A sen[2π(3 f0t)].

Ejercicio 20. Si X( f ) = F{x(t)}, muestre que F {F {F {F{x(t)}}}} = x(t).

Ejercicio 21. Para la señal que se ilustra en la figura,

1. calcule la transformada de Fourier G( f ) del medio pulso coseno de la Fig. (a) ;

2. aplique la propiedad de desplazamiento temporal al resultado del inciso anterior
para calcular la transformada de Fourier del medio pulso seno de la Fig. (b) ;

3. determine el espectro de un pulso medio seno cuya duración sea aT, a > 0;

4. determine el espectro del pulso medio seno negativo que se muestra en la Fig. (c) ;

5. calcule el espectro del pulso seno que se observa en la Fig. (d) .
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Ejercicio 22.
���C La función c (t) del Ejercicio 2 se conoce como función generadora de x̃ (t) .

1. Determine la transformada de Fourier de la función generadora c (t) .

2. Calcule la transformada de Fourier de x̃ (t) aplicando propiedades. Compare sus
resultados con los del Ejercicio 2.

Ejercicio 23. Sabiendo que el pulso gaussiano es su propio par transformado, x (t) =
e−πt2 ⇔ X ( f ) = e−π f 2

, utilice la propiedad de escalado en tiempo para demostrar que

y (t) =
(√

2πτ
)−1

e−
t2

2τ2 ⇔ Y ( f ) = e−2π2τ2 f 2
.

Ejercicio 24.
���C Usando las Propiedades de derivación temporal y frecuencial y las defini-

ciones de la transformada de Fourier en función de la frecuencia angular Ω, demuestre
que la función temporal h (t) cuya expresión matemática coincide con su transformada
H (Ω) es h (t) = ke−

1
2 t2

.

Ejercicio 25.
���I En el Ejemplo 2.36 se mostró que la transformada del pulso gaussiano x(t) =

e−π t2
coincide con x(t). Esto es, si X( f ) = F{x(t)}, entonces x(t) = X( f )| f=t . Para

simplificar la notación y evitar confusiones, es conveniente definir la transformada como
un operador F : C → C, donde C es un espacio de funciones apropiado, tal que F :
x( · ) 7→ F{x( · )}, donde F{x( · )} se define como

F{x(t)} =
∫ ∞

−∞
x(σ)e−j2πtσdσ.

Si x(t) es el pulso gaussiano, x(t) = e−π t2
, se verifica que x( . ) = F{x( . )}. Esta idea se

puede generalizar, y si la función x( · ) satisface

x( · ) = λF{x( · )}

para un único λ ∈ C, se dice que x( · ) es una autofunción de la transformada de Fourier,
por analogía con la definición de autovector: v es un autovector de la matriz A si Av =
λv. Entonces el pulso gaussiano es una autofunción de la transformada de Fourier, con
λ = 1. En este problema se investiga la existencia de otras autofunciones.

1. Pruebe que la función constante x(t) = 0 para todo t es una autofunción. ¿Cuál es
el autovalor λ?
Nota: como el autovalor no es único, en este caso no se reconoce x(t) = 0 como una
autofunción, de la misma manera que el vector nulo v = 0 no se reconoce como un
autovector aunque A0 = λ0 para cualquier λ.

2. Demuestre que el tren de impulsos

p(t) = ∑
r

δ(t− rT)

es una autofunción. ¿Cuál es el autovalor λ?
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3. Encuentre para qué valores no nulos de α, β, γ y ε la función x(t) = α sinc(γt) +
βr(εt) es una autofunción, donde r(t) es el pulso rectangular definido por

r (t) =

{
A, −T/2 < t < T/2,

0, caso contrario.

4. Generalice el resultado anterior para una función y(t) = αx(t)+ βF{x(t)}: encuen-
tre para qué valores de α y β la función y( · ) es una autofunción de la transformada
de Fourier, y( · ) = F{y( · )}.

Ejercicio 26. Para el sistema lineal S con respuesta impulsiva hτ(t) = αe−βteγτu(t− τ),
con t ≥ τ ≥ 0, y α > 0, β > 0,

1. Determine si es invariante en el tiempo para (i) γ = β, y (ii) γ 6= β.

2. Calcule y grafique la respuesta y1(t) del sistema ante una entrada escalón x1(t) =
u(t) cuando (i) γ = β = 1, (ii) γ = 2β = 2 y (iii) γ = −2β = −2.

3. Repita el inciso anterior para una entrada x2(t) = u(t− 1) cuando (i) γ = β = 1,
(ii) γ = 2β = 2 y (iii) γ = −2β = −2.

Ejercicio 27. Demuestre el Teorema del ancho de banda para funciones absolutamente
integrables cuando la transformada de Fourier se expresa en función de la frecuencia
angular Ω. Esto es, si h (t) tiene transformada de Fourier H(Ω), con duración efectiva ∆t
y ancho de banda ∆Ω,

∆t∆Ω ≥ 2π.

Ejercicio 28.
���C Demuestre que para el pulso gaussiano x (t) = Ce−αt2

, con α > 0, se verifica
la igualdad del teorema del ancho de banda para funciones de energía finita:

∆t∆ f = 1/(4π).

Ejercicio 29. Un rectificador de onda completa es un dispositivo tal que su respuesta y(t)
ante una entrada x(t) es y(t) = |x(t)| . Si x(t) es una señal modulada en amplitud,

x(t) = f (t) sen Ω0t,

donde f (t) ≥ 0 es la señal moduladora, y la señal sen Ω0t es la portadora, muestre que la
salida del rectificador de onda completa es

Y(Ω) = − 2
π

∞

∑
k=−∞

F(Ω− 2kΩ0)

4k2 − 1
,

donde F(Ω) es la transformada de Fourier de f (t). Ayuda: La expresión en series de
Fourier de |sen Ω0t| es

|sen Ω0t| = − 2
π

∞

∑
k=−∞

ej2kΩ0t

4k2 − 1
.
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Ejercicio 30.
���I La demodulación de la señal modulada en amplitud x(t) = f (t) sen Ω0t es el

proceso de recuperar f (t) a partir de x(t). Un demodulador sencillo se obtiene conectan-
do en cascada un rectificador de onda completa como el del Ejercicio 29 con un filtro
pasabajos ideal H(Ω) con frecuencia de corte Ω0,

H(Ω) =

{
A0e−jΩt0 , si |Ω| < Ω0,
0, en caso contrario.

Muestre que, si F(Ω) es la transformada de Fourier de f (t), y si F(Ω) = 0 para |Ω| > Ω0,
la salida z(t) del filtro pasabajos coincide, salvo un factor de escala, con la señal f (t):

z(t) =
2
π

A0 f (t− t0).

Observación: Los demoduladores de las radios de AM siguen este principio, aunque
en lugar de utilizar un rectificador de onda completa en cascada con un filtro pasabajos
implementan un detector de pico con pérdida, como se muestra en la figura.

Como usualmente la frecuencia Ω0 de la señal portadora (entre 500 kHz y 1600 kHz) es
mucho más elevada que el ancho de banda de la señal f (t) (aproximadamente 5 kHz)
se suele utilizar un rectificador de media onda, a costa de un pequeño aumento de la
distorsión.

Ejercicio 31. Observadas desde una distancia normal de lectura las 101 barras negras
separadas por 100 barras blancas de la rejilla que se muestra en la figura se distinguen
perfectamente. A una distancia suficiente, la rejilla se observa como un rectángulo uni-
forme de color gris.
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1. Determine experimentalmente la distancia D a la cual su ojo puede resolver las
barras, tanto en posición horizontal como vertical.

2. El ojo tiene un ancho de banda de 2B. Utilice el resultado del inciso anterior para
determinar B (en ciclos por radianes).

3. A la distancia normal de lectura, el ojo es capaz de percibir los pixeles del retrato
de Fourier. Sin embargo,a una distancia apropiada aparece como una imagen bien
detallada. Utilice los resultados del inciso 1 para predecir la distancia donde ocurre
esta transición... y luego confirme (o no) su predicción de manera experimental.

Ejercicio 32. Un Transformador de Hilbert es un sistema cuya respuesta en frecuencia es

H( f ) =

{
j, −∞ < f < 0,
−j, 0 ≤ f < ∞.

como se muestra en la Fig. (a) .

1. Determine la respuesta impulsiva h(t) de este sistema. Ayuda: Aplique propiedades
y los resultados del Ejemplo 2.7.

2. Calcule, tanto en el dominio tiempo como en el dominio frecuencia, la salida x̂(t) =
H{x(t)} del Transformador de Hilbert cuando se lo excita con la señal x(t) =
A/(2πt)[sen(2π fht)− sen(2π f`t)]. Ayuda: muestre que el espectro de la señal x(t)
está dado por

X( f ) =


A, − fh < f < − f`,
A, + f` < f < + fh,
0, en caso contrario.

donde 0 < f` < fh, como se muestra en la Fig. (b) . Las señales con espectros de
esta forma se denominan tipo pasabanda.
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3. Grafique el espectro de la entrada x(t) y la salida x̂(t) del Transformador de Hilbert.

4. Una señal analítica xa(t) se define como

xa(t) = x(t) + jx̂(t).

donde x(t) y x̂(t) son la entrada y la salida del Transformador de Hilbert, respecti-
vamente. Grafique el espectro de la señal xa(t). ¿Cuál es su característica distintiva?

5. Si x(t) es una señal arbitraria, calcule y(t) = H{H{x(t)}}.

Ejercicio 33. El sistema de suspensión de un automóvil se puede modelar con la función
transferencia

G(s) =
ω2

n
s2 + 2ζωns+ω2

n
=

104

s2 + 10s+ 104

considerando como entrada el desplazamiento vertical de la rueda, y como salida la posi-
ción de la carrocería. La Fig. (a)muestra el gráfico de la respuesta en frecuencia; el amor-
tiguamiento ζ = 0,05 indica que el estado de la suspensión no es muy bueno. Este au-
tomóvil circula por una ruta de tierra con ondulaciones, como las que se muestran en la
Fig. (b) , compuestas por una serie de crestas elevadas sobre la superficie de la ruta en
sentido ortogonal a la misma, Fig. (c). Se producen por la interacción inestable entre los
vehículos y la deformación del material del camino. Una vez que alcanzan cierta relación
base/altura se estabilizan porque los picos se aplastan al mismo tiempo que se elevan los
bordes.

1. Si el auto se desplaza a una velocidad de v m/s, y la distancia entre las ondulaciones
es de d metros, muestre que la frecuencia en Hz del desplazamiento de las ruedas
es v/d Hz.

2. Si las ondulaciones están separadas d = 5 m entre sí, y el vehículo se desplaza a una
velocidad v1 = 5 m/s (18 Km/h), determine la frecuencia de la excitación causada
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por las ondulaciones, y el desplazamiento vertical de la carrocería como múltiplo
de la altura de la ondulación. (Como no interesa el valor exacto del multiplicador,
este inciso puede resolverse usando la gráfica de la respuesta en frecuencia.)

3. Repita los cálculos para velocidades v2 = 10 m/s, v3 = 30 m/s, v4 = 50 m/s.
Comente sus resultados.

4. Utilice la ecuación de la función transferencia para encontrar el desplazamiento del
vehículo debido a las ondulaciones cuando la velocidad es v5 = 100/(2π) m/s
(aproximadamente 57 Km/h).

5. Comente sobre la mejor estrategia para de transitar sobre una carretera con ondula-
ciones de modo de minimizar los impactos sobre los ocupantes del vehículo. ¿Cuál
es el inconveniente?

6. De la figura se observa que las ondulaciones no son puramente sinusoidales, sino
que se asemejan a una onda triangular, y por lo tanto el espectro de los desplaza-
mientos tendrá componentes armónicas. Explique cómo se manifiestan estas ar-
mónicas cuando el auto se desplaza a distintas velocidades sobre la ruta.

7. El cuerpo humano es mucho más sensible a la aceleración que a los desplazamien-
tos. Describa cómo modificar la función transferencia para estudiar estos efectos, y
discuta cómo cambian los resultados de los incisos anteriores.

Ejercicio 34. La Fig. (a) muestra la sección de un motor de cuatro tiempos. El ciclo de
trabajo distingue cuatro etapas, denominadas:

admisión: durante la cual se inyectan aire y combustible en el cilindro, mientras el
pistón está en la posición inferior;

compresión: en la que se comprime la mezcla de aire y combustible elevando el
pistón, con las válvulas cerradas;

combustión: cuando se produce la ignición de la mezcla por la chispa de la bujía, y
la expansión de los gases de escape fuerza el cilindro hacia la posición inferior;

escape: en la que se abren las válvulas y el movimiento ascendente del pistón
provoca la salida de los productos de combustión.
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La Fig. (b)muestra la variación de la presión en el cilindro en función del tiempo cuando
el motor funciona correctamente. La Fig. (b)muestra la variación en el tiempo de un mo-
tor que ratea, provocado por el encendido prematuro de la mezcla de aire y combustible
y rápidas oscilaciones de la presión en la transición entre la compresión y la ignición. El
rateo reduce la eficiencia del motor, y disminuye la vida útil del motor. Se desea diseñar
un método para detectar el rateo examinado la señal de presión en el cilindro. Como el
ciclo de trabajo del motor se repite en el tiempo, puede pensarse que la señal de presión
es periódica, y por lo tanto se puede descomponer en series de Fourier.

1. Si el período del ciclo es T, se aproxima la señal de presión por la onda cuadrada
definida en un período por

p(t) =


p0, t ∈ [0, T/2),
21p0, t ∈ [T/2, 3T/4),
p0, t ∈ [3T/4, T).

Muestre que los coeficientes de la serie de Fourier compleja están dados por c0 =
6p0 si k = 0, y

ck = j
10p0

πk
e−jπk(e−j πk

2 −1) = j
10p0

πk
(−1)k[(−j)k−1] =

20p0

πk
ej 3π

4 k sen(πk/4),

si k 6= 0.

2. La señal de presión del motor con rateo se aproxima por

pr(t) =


p0, t ∈ [0, T/2),
21p0 + 4p0 cos(2π24t/T), t ∈ [T/2, 3T/4),
p0, t ∈ [3T/4, T).

en un período. Esta señal es esencialmente la misma que p(t), con el agregado de
un término aditivo 4p0 cos(2π24t/T) durante el intervalo t ∈ [T/2, 3T/4). Muestre
que los coeficientes de la serie de Fourier de este término aditivo están dados por

dk =
2p0

T

∫ 3T/4

T/2

[
ej 2π

T (24−k)t + ej 2π
T (24+k)t

]
dt.

3. Calcule d24, y demuestre que el resto de los términos se comporta como [1/(24−
k) + 1/(24+ k)].

4. Explique cómo usaría los coeficientes de las series de Fourier calculadas en los in-
cisos anteriores para distinguir entre un motor que ratea y otro que no.
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Ejercicio 35.
���M Problema para resolver con Matlab Fecha de entrega: 30/03/12

Una señal T-periódica x̃(t) se aplica a un filtro pasabajos ideal de ancho de banda fN =
(N + 1

2 )/T. El efecto del filtro es anular todas las componentes armónicas de frecuencia
superior a fN . La Fig. 2.89 muestra el espectro de la señal de entrada x̃(t), la respuesta en
frecuencia del filtro, y el espectro de la señal de salida x̃ f (t).

Fig. 2.89. Espectro de la entrada, respuesta en frecuencia, y espectro de la salida del filtro.

Si la señal x̃ (t) se representa por su serie de Fourier

x̃(t) =
∞

∑
k=−∞

ckej 2π
T kt

a la salida del filtro sólo se observan las N primeras armónicas, de manera que la señal
de salida x̃ f (t) se puede escribir como

x̃ f (t) =
N

∑
k=−N

ckej 2π
T kt.

Si el filtro es muy angosto, por ejemplo si tiene una frecuencia de corte f1 = 3/(2T), sólo
permite el paso de la componente de continua y de la primera armónica de la señal. A
medida que se aumenta el ancho de banda del filtro, crece el número de componentes
armónicas presentes en la señal de salida, y ésta se parece cada vez más a la señal de
entrada. En el límite, si fN → ∞, el filtro se comporta como un cable (no filtra nada) y la
señales de entrada y salida son idénticas.

El propósito de este ejercicio es determinar el ancho de banda del filtro que asegure que la
diferencia entre la señal de entrada y salida no supere una determinada cota. Hay varias
maneras de medir la diferencia entre dos señales, y para este ejercicio se consideran dos:

el error medio cuadrático, definido por

e2 = |x̃− x̃ f |2 =
(

1
τ

∫ τ/2

−τ/2
|x̃(t)− x̃ f (t)|2d t

)1/2

,

el error máximo, que se calcula como

e∞ = |x̃− x̃ f |∞ = máx
t∈[−τ/2,τ/2]

∣∣x̃ (t)− x̃ f (t)
∣∣ .

Para el caso de señales periódicas, es habitual elegir τ igual al período T de la señal.
Además, aplicando propiedades (¿cuáles?) la integral de la expresión del error medio
cuadrático puede reemplazarse por una sumatoria.
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Fig. 2.90. Procesamiento de una forma de onda triangular por un filtro ideal.

1. Para la señal triangular de la Fig. 2.90, definida en un período por

x̃(t) = 1− 4
∣∣∣∣ t
T

∣∣∣∣ , |t| < T/2,

1. a) Calcular analíticamente los coeficientes de Fourier ck, donde

ck =
1
T

∫ T/2

−T/2
x̃ (t) e−j 2π

T k tdt.

b) Graficar el módulo y fase de los coeficientes ck en función del número de ar-
mónico k.

c) Usando MATLAB, computar 2 períodos de la salida x̃ f (t) del filtro usando los
coeficientes calculados en el inciso (a). Adopte T = 1, N = 4, 8, 16, 20, 50, 100.
Nota: Para poder graficar adecuadamente la respuesta temporal, en MATLAB

se debe definir un “vector de tiempos” de resolución suficiente para que los
resultados sean significativos. Por ejemplo, t = [0 : dt : 2T], con dt = 2T/K,
donde K es un entero apropiado. ¿Por que?

d) Determinar el ancho de banda fN2 del filtro (i.e. el mínimo valor de N2) que
asegura que el error medio cuadrático entre las señales de entrada y la salida
es inferior al 5 %:

e2 = |x̃− x̃ f |2 =
(

1
T

∫ T/2

−T/2
|x̃(t)− x̃ f (t)|2d t

)1/2

< 0,05.

Aplicar las propiedades sugeridas más arriba para reemplazar el cálculo de la
integral por una sumatoria.

e) Encontrar el ancho de banda fN∞ del filtro (i.e. el mínimo valor de N∞, que
seguramente será distinto a N2) que asegura que el error máximo entre las
señales de entrada y la salida es inferior al 5 %:

e∞ = |x̃− x̃ f |∞ = máx
t∈[−T/2,T/2]

∣∣x̃ (t)− x̃ f (t)
∣∣ < 0,05.

2. Repetir el inciso anterior para la señal x̃(t) de la Fig. 2.91 definida en un período
por

x̃(t) =
{

1, |t| < T/4,
0, T/4 < |t| < T/2.

3. Comparar la forma de onda calculada con MATLAB en los incisos previos con la
salida de un filtro lineal, causal, e invariante en el tiempo, que se puede simular
con el ambiente que se muestra en la Fig. 2.92(a). Elaborar sobre las similitudes
y diferencias entre estos resultados. (Esta aplicación puede descargarse desde la
página web de la materia.)
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Fig. 2.91. Procesamiento de una forma de onda cuadrada por un filtro ideal.

Este filtro es de tipo elíptico de orden 8, con una atenuación máxima en la banda de paso
de 0.1 dB, y una atenuación mínima en la banda de rechazo de 60 dB. La frecuencia de
corte del filtro se elije con la caja de diálogo de la Fig. 2.92(b), que aparece al “clickear”
dos veces sobre el bloque del filtro analógico. El módulo de la respuesta en frecuencia,
que se representa en la Fig. 2.93 para distintas frecuencias de corte, es bastante parecido
al de un filtro ideal.

Observaciones

Adjuntar el código escrito para obtener las respuestas.

Como parte del propósito del ejercicio es reforzar los conocimientos de MATLAB,
tratar de resolver el problema evitando el empleo de ciclos for ... next, que son
de ejecución muy lenta, empleando en cambio producto de matrices.

Fig. 2.92. Ambiente de simulación de un filtro analógico (a). Especificación de la frecuencia de
corte del filtro (b) .

0.1 0.3 1 3 10 30 100 300 1000 f [Hz]
0.0

0.5

1.0

H(f)

Fig. 2.93. Respuesta en frecuencia del filtro elíptico con fN = 4,5 Hz (−·), 20 Hz (- -), 50 Hz
(−−) y 100 Hz (−−).
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Ejercicio 36.
���M Problema para resolver con Matlab Fecha de entrega: 5/04/13

En la Fig. 2.94(a) se muestra una señal periódica triangular x̃(t), de período T. En la
Fig. 2.94(b) se muestra una señal ỹ(t) similar, de período MT. En esta nueva señal, la
distribución de los pulsos no es uniforme. Se ha construido desplazando ligeramente
M− 1 pulsos respecto de su posición en la señal original: en lugar de estar ubicados en
t = nT para 0 ≤ n ≤ (M − 1)T (dentro del período 0 ≤ t ≤ MT) están ubicados en
t = tn, donde

n 0 1 2 3 4 5
tn 0 1,14T 2,45T 3T 3,56T 5,37T

Fig. 2.94. Señal original con distribución uniforme de los pulsos (a) y modificada, con distribu-
ción no uniforme (b). (La figura no corresponde con los datos de la tabla.)

1. Calcule y compare la energía promedio (potencia) de ambas señales: Ex
p =

1
T

∫
T x2(t) dt.

2. Calcule los coeficientes cx
k , cy

k de las series de Fourier de las señales x̃(t) e ỹ(t) para
M = 6.

3. Utilizando MATLAB, y a partir de los resultados del inciso anterior, grafique los
espectros F {x̃(t)}, F {ỹ(t)} en una misma figura, para −6/T < f < 6/T, como se
muestra en la Fig. 2.95. Puede utilizar, por ejemplo, el comando stem.

4. Reconstruya las señales x̂(t) e ŷ(t) para el rango de frecuencias especificado más
arriba. Utilice T = 1/50, y elija un vector de tiempos t = (0:8191)/8192.

5. Grafique un segmento de las señales temporales, para 0 ≤ t ≤ 10T, como se repre-
senta en la Fig. 2.95, y verifique que el corrimiento de los pulsos de ŷ(t) coinciden
con los especificados en la tabla.

6. Utilizando el comando sound, escuche cómo se oyen x̂(t) e ŷ(t). Relacione con los
resultados del inciso 3.

Verifique que las señales reconstruidas en los incisos 4 a 6 sean reales (no complejas). Si
no lo fuesen, revise que la magnitud de la parte imaginaria es mucho menor que la de
la parte real (comandos imag, real), y aproxime la señal por su parte real o su módulo
(comando abs).
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−6/T −5/T −4/T −3/T −2/T −1/T 0 1/T 2/T 3/T 4/T 5/T 6/T

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Espectros

 

 
Original
Modificada

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

0.0

0.5

1.0

Señal original

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

0.0

0.5

1.0

Señal modificada

Fig. 2.95. Figura de Matlab donde se muestra el espectro de las señales (panel superior) y
las formas de ondas temporales de la señal orginal y la señal modificada (paneles
inferiores). Esta figura no corresponde a los datos consignados en la tabla.

Este problema modela la solución adoptada en el diseño de los electroventiladores del
radiador de los autos para reducir el nivel de ruido en el habitáculo. En lugar de utilizar
un ventilador con aspas equiespaciadas, se utilizan diseños como el que se muestra en la
Fig. 2.96(b). En este problema la posición de las aspas está representada por la ubicación
de cada pulso. La señal x̃(t) representa un ventilador con aspas equiespaciadas, mientras
que la señal ỹ(t) uno con distribución no uniforme. El Fiat 128 fue uno de los primeros ve-
hículos en adoptar esta solución en Argentina, alrededor de 1971. Las sirenas mecánicas
de advertencia ante emergencias también se basan en este principio [Fig. 2.96(a)].

Fig. 2.96. Despiece de una sirena (aspas con distribución uniforme) (a), y electroventilador de
un Fiat 128 (aspas con distribución no uniforme) (b).
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A
Convergencia y existencia de la serie de

Fourier

A.1. Convergencia de la serie de Fourier*

Posiblemente una de las mayores controversias respecto al desarrollo de Fourier fue su
afirmación que cualquier función periódica “razonable” podía aproximarse por la serie
(2.19). No fue trivial demostrar que esta afirmación es falsa, en parte debido a que mu-
chos conceptos matemáticos (como el de función) no habían sido definidos correctamente
en ese entonces. Pero sí es cierto que una clase muy grande de funciones periódicas –
incluyendo entre ellas funciones continuas a tramos– puede aproximarse de esta forma.

La notación utilizada hasta el momento, por ejemplo en la ecuación (2.19), supone que
la serie de Fourier converge a la función. En esta sección es conveniente distinguir la
función periódica x̃(t) de su serie ∑k ckejkΩ0t, que notaremos x̃∞(t); esto es

x̃∞(t) = ∑
k

ckejkΩ0t. (A.1)

La expresión (A.1) debe entenderse como el límite doble de las sumas parciales x̃M,N(t)
definidas por

x̃M,N(t) =
N

∑
k=M

ckejkΩ0t. (A.2)

Por lo tanto la ecuación (A.1) puede escribirse como

x̃∞(t) = lı́m
M→−∞
N→∞

x̃M,N(t) = lı́m
M→−∞
N→∞

N

∑
k=M

ckejkΩ0t. (A.3)

Esta sumatoria doblemente infinita plantea dos interrogantes:

1. La existencia de (A.3) para cualquier valor de t: si t0 es un valor particular de t, se
desea saber si la serie converge a un número finito para cualquier valor de t0. Si
esto ocurre, x̃∞(t) es realmente una función, y permite formular la segunda (y más
interesante) cuestión:
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2. La identidad de la función periódica x̃(t) y su serie de Fourier x̃∞(t). Si la serie
converge a x̃(t) significa que

x̃∞(t) = lı́m
M→−∞
N→∞

x̃M,N(t) = x̃(t) para todo t.

Si la serie no converge, significa que existen puntos ti tal que

x̃∞(t) = lı́m
M→−∞
N→∞

x̃M,N(t) 6= x̃(ti).

El siguiente teorema, clásico del análisis de Fourier, resuelve estas inquietudes.

Teorema 1. Teorema básico de convergencia puntual. Si x̃(t) es una señal periódica,
continua a tramos y suave a tramos sobre un intervalo (a, b), entonces:

si x̃( · ) es continua en t0 ∈ (a, b), sx(t0) converge a x̃(t0); esto es

∑
k

ckejkΩ0t0 = x̃(t0).

si x̃( · ) tiene una discontinuidad tipo salto en t0 ∈ (a, b),

lı́m
N→∞

N

∑
k=−N

ckejkΩ0t0 =
1
2

[
lı́m
t→t−0

x̃(t) + lı́m
t→t+0

x̃(t)

]
�

El teorema establece que la serie de Fourier compleja de una función periódica se com-
porta “adecuadamente”, al menos sobre intervalos donde la función es continua y suave
a tramos. En cada punto de ese intervalo la serie converge exactamente al valor de la
función en ese punto (por eso se dice que la convergencia es puntual). En aquellos puntos
donde la función presenta saltos (finitos, porque se exige que sea suave a tramos) se tiene
una convergencia simétrica de la serie al valor medio de los límites a izquierda y a derecha
de la función en el punto de discontinuidad. Gráficamente, este valor es el punto medio
del salto. La convergencia simétrica se entiende en el sentido que la variable k tiende a
(+∞) y a (−∞) a la misma velocidad.

El Teorema 1 muestra que siempre que x̃( · ) sea suave a tramos y periódica, la función
x̃( · ) y la serie de Fourier x̃∞(t) representan la misma función continua a tramos sobre
toda la línea real, confirmando la conjetura de Fourier para el caso en que la función es
continua a tramos y periódica. Este es un resultado importante (y famoso), y también se
enuncia como un teorema.

Teorema 2. Identidad de las funciones y su serie de Fourier (versión 1). Si x̃( · ) es
una función periódica, suave a tramos sobre R, y x̃∞( · ) su serie de Fourier, entonces
x̃∞(t) converge en cada punto donde x̃( · ) es continua, y

x̃(t) = x̃∞(t)

en cada punto t donde x̃( · ) es continua. �

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



A.1. Convergencia de la serie de Fourier* 229

Fig. A.1. Señal diente de sierra del Ejemplo A.1.

EJEMPLO A.1. Diente de sierra
La serie de Fourier de la función diente de sierra x̃(t) de período T = 3, definida en un período
como x̃(t) = t con 0 < t < 3, como se muestra en la Fig. A.1, está dada por

x̃∞(t) =
3
2
−

∞

∑
k=−∞

k 6=0

3
2πk

jej2π k
3 t.

Este función es suave a tramos en toda la línea real, y es continua en todo t salvo cuando t es
múltiplo de T = 3. El Teorema 2 asegura que la serie x̃∞(t) converge para todo t que no sea
múltiplo de 3. Por ejemplo, para t = t0 = 3/4, x̃(t0) = 3/4, y

x̃∞(t)|t= 3
4
=

3
2
−

∞

∑
k=−∞

k 6=0

3
2πk

jej2π k
3

3
4 =

3
2
−

∞

∑
k=1

3
2πk

j(ejπk/2 − e−jπk/2)

=
3
2
−

∞

∑
k=1

3
2πk

j(2j) sen(πk/2) =
3
2
+

∞

∑
k=1

3
πk

sen(πk/2)

Como sen(πk/2) = 0 para k par, se reemplaza k = 2r+ 1, y entonces

sx(t)|t= 3
4
=

3
2
+

∞

∑
r=0

3
π(2r+ 1)

sen[π(2r+ 1)/2] =
3
2
+

∞

∑
r=0

3
π(2r+ 1)

sen[πr+ π/2]

=
3
2
+

∞

∑
r=0

3
π(2r+ 1)

(−1)r+1 =
3
4

,

porque ∑∞
r=0 3(−1)r+1/[π(2r + 1)] = −3/4. Por lo tanto, se verifica que x̃∞(t0) = x̃(t0), al

menos para un t = t0 que no es múltiplo de T = 3.

Por otra parte, x̃(t) es discontinua en t = nT, n ∈ Z, y por ejemplo en t = t1 = 6, la serie converge
simétricamente:

lı́m
N→∞

N

∑
k=−N

ckejkΩ0t0 =
3
2
− lı́m

N→∞

N

∑
k=−N

3
2πk

jej2π k
3 6 =

3
2
− lı́m

N→∞

N

∑
k=0

3
2πk

j(ej4πk − e−j4πk) =
3
2

.

Sin embargo, no converge en sentido general, ya que,

lı́m
M→−∞
N→∞

N

∑
k=M

ckejkΩ0t =
3
2
− lı́m

M→−∞
N→∞

N

∑
k=M

3
2πk

jej2π k
3 6 =

3
2
− lı́m

M→−∞
N→∞

3j
2π

N

∑
k=M

1
k

.

La última expresión es la serie armónica bilátera que no converge en sentido amplio. �
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Fig. A.2. Gráfico de la raíz cuadrada periódica del Ejemplo A.2.

Las funciones periódicas que son suaves a tramos son funciones “razonables” para el
análisis de Fourier. Como muestra el ejemplo siguiente, muchas función que son “casi”
suaves a tramos también pueden representarse por sus series de Fourier.

EJEMPLO A.2. Serie de Fourier de una función que no es suave a tramos
Sea x̃(t) la función periódica definida en un período por x̃(t) =

√
|t|, para −π < t < π.Esta

función, cuyo gráfico se representa en la Fig. A.2, es par, continua, y periódica de período 2π. Su
serie de Fourier compleja es de la forma

x̃∞(t) =
∞

∑
k=−∞

ckejkt, (A.4)

y sus coeficientes ck, cuya expresión analítica no se calculará explícitamente, están dados por

ck =
1
π

∫ π

0

√
te−jkt dt,

En t = 0, y por periodicidad en cada t = n2π, con n ∈ Z, no existe la derivada de x̃(t):

lı́m
t→0+

dx̃(t)
dt

= lı́m
t→0+

1
2
√

t
→ ∞,

de manera que la función x̃(t) no es suave a tramos en cualquier intervalo que contenga un múltiplo
entero de 2π, y por lo tanto el Teorema 2 no se puede aplicar.

Sin embargo, cuando t no es un múltiplo entero de 2π (por ejemplo en t = 2) existe un intervalo
[por ejemplo (1, 3)] en el cual la función x̃(t) no sólo es suave, sino uniformemente suave. Los
Teoremas 1 y 2 aseguran que la serie (A.4) converge para t = 2, y que

∞

∑
k=−∞

ckejk2 = x̃(2) =
√

2.

En general, si t0 es cualquier punto distinto de un múltiplo de 2π, y τ es la distancia entre ese punto
y el múltiplo entero de 2π más cercano, resulta que x̃(t) es uniformemente suave en el intervalo
(t0− τ/2, t0+ τ/2). Los Teoremas 1 y 2 aseguran que la serie (A.4) converge para t = t0, y que es
igual a x̃(t0). Como existe sólo un número finito de múltiplos de 2π en un intervalo finito cualquiera,
en este intervalo arbitrario la función x̃(t) y su serie de Fourier (A.4) coinciden, y se puede escribir

x̃(t) =
∞

∑
k=−∞

ckejkt,

donde esta igualdad es válida para todo t distinto de un múltiplo entero de 2π. �
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Bajo las ideas ilustradas en el ejemplo anterior se puede probar una versión más general
de Teorema 2.

Teorema 3. Identidad de las funciones y su serie de Fourier (versión 2). Sea x̃(t) una
función continua a tramos, periódica sobre R, y suave a tramos salvo en un número
finito de puntos en cada intervalo finito. Entonces la serie de Fourier x̃∞(t) converge
a x̃(t) en todo el intervalo salvo en un número finito de puntos, y por lo tanto x̃(t) =
x̃∞(t). �

De aquí en más se supondrá que las funciones periódicas satisfacen los postulados de
los Teoremas 2 o 3, de manera que la función y su serie de Fourier son representaciones
alternativas de un mismo objeto matemático.

A.2. Aproximaciones uniformes y no uniformes*

Efectuar la suma infinita indicada en (2.19) o en (A.4) no es conveniente aún con las
mejores computadoras, y en la práctica se aproxima x̃(t) usando una suma parcial x̃M,N(t),
definida en (A.2) utilizando un número finito de términos de su serie de Fourier x̃∞(t).
Para que esta aproximación sea útil, los límites M y N deben elegirse de manera que el
error de aproximación sea tan pequeño como se desee.

Se define el error en magnitud ẽM,N(t) a la diferencia entre x̃(t) y su aproximación x̃M,N(t):

ẽM,N(t) = x̃(t)− x̃M,N(t) = x̃(t)−
N

∑
k=M

ckejkΩ0t. (A.5)

Evidentemente, ẽM,N(t) es una función de t. Si x̃(t) es continua a tramos, el Teorema 1
asegura que para cada t donde x̃(t) es continua,

lı́m
M→−∞
N→∞

|ẽM,N(t)| = 0.

Por lo tanto, si ε > 0 es el mayor error deseado, y t0 es un punto donde x̃( · ) es continua,
existen números enteros Mε, Nε tales que |ẽM,N(t0)| < ε cuando M ≥ Mε y N ≥ Nε. Esto
no significa que el error será menor que ε en otros puntos ti 6= t0. La situación ideal sería:

Que para cada ε > 0 existiese un par de enteros Mε, Nε tales que |ẽM,N(t)| < ε para
todo t cuando M ≥ Mε y N ≥ Nε.

Poder determinar Mε, Nε para cualquier ε > 0 dado.

Si la primera condición se verifica para todo ε > 0, se dice que x̃M,N(t) aproxima uniforme-
mente a x̃(t), o que x̃M,N(t) converge uniformemente a x̃(t) cuando M → −∞, N → +∞.
En otras palabras, si x̃M,N(t) es una aproximación uniforme de x̃(t), siempre es posible
encontrar enteros Mε, Nε la que la suma parcial x̃M,N(t) difiere de x̃(t) en menos de ε para
todo t ∈ R.
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Fig. A.3. Aproximación continua x̃M,N(t) a una función x̃(t) con una discontinuidad tipo salto
en t0.

Si una serie de Fourier converge uniformemente a una función, entonces también con-
verge puntualmente a esa función en toda la línea real; esto es

x̃(t) = lı́m
M→−∞
N→∞

N

∑
k=M

ckejkΩ0t para todo t ∈ R.

Además, si la convergencia es uniforme, el máximo error en usar ∑N
k=M ckejkΩ0t para cal-

cular x̃(t) debe tender a cero cuando M, N tienden a −∞,+∞ respectivamente. Aunque
sin duda esta es la situación ideal, no siempre ocurre, como se verá a continuación.

A.3. Continuidad y aproximación uniforme*

Cada una de las sumas parciales x̃M,N(t) = ∑N
k=M ckejkΩ0t debe ser una función continua

porque es una suma finita de funciones continuas. Por ello es sencillo demostrar que
estas sumas parciales no pueden aproximarse a x̃(t) de manera uniforme si x̃(t) no es
una función continua. De hecho, si x̃(t) tiene una discontinuidad tipo salto, para cada
suma parcial x̃M,N(t) debe existir un intervalo (aN , bN) donde el error |ẽM,N(t)| es del
orden de la mitad del salto. Esta es la situación que se presenta en la Fig. A.3. Si t0 es
el punto donde la función x̃(t) es discontinua, y si x̃M,N(t) aproxima a x̃(t) por el lado
izquierdo de la discontinuidad, entonces al ser continua necesita un cierto intervalo para
volver a aproximarse a x̃(t) a la derecha de la discontinuidad. Estos resultados se pueden
formalizar en el siguiente Teorema.

Teorema 4. Convergencia uniforme. Sea x̃( · ) una función periódica continua a tramos.
Si la serie de Fourier truncada x̃M,N( · ) aproxima uniformemente a x̃( · ), entonces
x̃( · ) debe ser una función continua sobre la línea real. Recíprocamente, si x̃( · ) no
es una función continua, entonces x̃M,N( · ) no aproxima uniformemente a x̃( · ). Más
aún, si x̃( · ) tiene una discontinuidad tipo salto de amplitud h0 en t = t0, entonces
para cada par de enteros M, N, con M < N existe un intervalo (a, b) conteniendo t0 (o
con t0 siendo uno de sus extremos) sobre el cual

|x̃(t)− x̃M,N(t)| > ρh0,

para todo t ∈ (a, b), y ρ < 1/2. �
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Siguiendo estas líneas, el siguiente Teorema confirma que la serie de Fourier de señales
periódicas continuas converge uniformemente.

Teorema 5. Convergencia uniforme. Sea x̃( · ) una función periódica suave a tramos
con período T. Si x̃( · ) además es continua, entonces su serie de Fourier ∑∞

k=−∞ ckejkΩ0t

converge uniformemente a x̃( · ). Además, para cualquier valor t y cualquier par de
enteros M, N, con M < 0 < N,

|ẽM,N(t)| =
∣∣∣∣∣x̃(t)− N

∑
k=M

ckejkΩ0t

∣∣∣∣∣ ≤ [(−M)−1/2 + (N)−1/2
]

B

donde

B =
1

2π

[
T
∫ T

0

(
dx̃(t)

dt

)2
dt
]1/2

�

Estos teoremas no aseguran que la serie de Fourier de x̃( · ) converge a x̃( · ) cuando x̃( · )
sólo es una función periódica continua (pero no suave a tramos). De hecho, existen fun-
ciones periódicas continuas que no se pueden aproximar uniformemente por su serie de
Fourier. Estas señales son difíciles de construir y no suelen aparecer en las aplicaciones.

A.4. Convergencia en norma*

Se dice que una aproximación con un número finito de términos x̃M,N(t) converge en norma
a la función x̃(t) si y sólo si

lı́m
M→−∞
N→∞

∥∥∥∥∥x̃(t)−
N

∑
k=M

ckejkΩ0t

∥∥∥∥∥ = lı́m
M→−∞
N→∞

‖ẽM,N(t)‖ = 0, (A.6)

donde ẽM,N(t) es el error definido en (A.5), y la función norma ‖ f ( · )‖ se define como

‖ f ( · )‖2 =
1
T0

∫ T0

0
| f (t)|2 dt.

Las expresiones (A.6) son equivalentes a

lı́m
M→−∞
N→∞

1
T0

∫ T0

0

∣∣∣x̃(t)−∑N
k=M ckejkΩ0t

∣∣∣2 = lı́m
M→−∞
N→∞

1
T0

∫ T0

0
|ẽM,N(t)|2 dt = 0.

De acuerdo a la clasificación del Capítulo 1, la expresión

EM,N =
1
T0

∫ T0

0
|ẽM,N(t)|2 dt =

1
T0

∫ T0

0
ẽM,N(t)ẽ∗M,N(t) dt, (A.7)

representa la energía promedio de la señal durante un período, o bien el promedio de la
señal error elevada al cuadrado: el error cuadrático medio.
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Si x̃(t) es periódica, continua y suave a tramos, el Teorema 5 establece que existe un valor
finito de B tal que |ẽM,N(t)| ≤

[
(−M)−1/2 + (N)−1/2] B para cada t ∈ R y todos los

enteros M, N tales que M < 0 < N. Entonces, el error medio cuadrático verifica

lı́m
M→−∞
N→∞

1
T0

∫ T0

0
|ẽM,N(t)|2 dt < lı́m

M→−∞
N→∞

1
T0

∫ T0

0
[(−M)−1/2 + (N)−1/2]2B2dt

< lı́m
M→−∞
N→∞

[(−M)−1/2 + (N)−1/2]2B2 = 0,

lo que prueba el siguiente Teorema:

Teorema 6. Convergencia en norma de funciones continuas y suaves a tramos. La se-
rie de Fourier de una función periódica continua y suave a tramos converge en norma
a dicha función. �

En realidad existe un resultado más fuerte, que establece que la serie de Fourier de una
función continua a tramos converge en norma a la función, aún cuando ésta no sea suave
a tramos.

Teorema 7. Convergencia en norma de funciones continuas a tramos. La serie de
Fourier ∑∞

k=−∞ ckejkΩ0t de una función periódica x̃(t) de período T0 = 2π/Ω0 continua
a tramos converge en norma a dicha función; además se verifica que

‖x̃( · )‖2 = T0

∞

∑
k=−∞

|ck|2

Esta expresión se conoce como igualdad de Bessel. �

A.5. Aproximación óptima con un número finito de términos*

La mejor manera de aproximar la función periódica x̃(t) por una suma finita de exponen-
ciales complejas armónicamente relacionadas es encontrar un conjunto de coeficientes ck,
k = −N, . . . , N tal que la energía promedio por período del error (A.7) sea mínima. Para
simplificar la notación respecto a la sección anterior, se considera que en la sumatoria se
toman la misma cantidad de términos para k > 0 y para k < 0, esto es, se hace M = −N :

x̃N(t) =
N

∑
k=−N

ckejkΩ0t. (A.8)

. Desarrollando (A.7) se tiene que

EN =
1
T0

∫ T0

0
ẽN(t)ẽ∗N(t)dt =

1
T0

∫ T0

0
[x̃(t)− x̃N(t)][x̃(t)− x̃N(t)])∗dt

=
1
T0

∫ T0

0
[x̃(t)x̃∗(t)− x̃(t)x̃∗N(t)− x̃∗(t)x̃N(t) + x̃N(t)x̃∗N(t)] dt.
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La condición para que el error sea mínimo es que

∂EN

∂ck
= 0, k = −N, . . . , N

esto es

0 =
1
T0

∫ T0

0
[−x̃(t)

∂x̃∗N(t)
∂ck

− x̃∗(t)
∂x̃N(t)

∂ck
+

∂x̃N(t)
∂ck

x̃∗N(t) + x̃N(t)
∂x̃∗N(t)

∂ck
] dt

= − 1
T0

∫ T0

0

{
[x̃(t)− x̃N(t)]

∂x̃∗N(t)
∂ck

+ [x̃∗(t)− x̃∗N(t)]
∂x̃N(t)

∂ck

}
dt (A.9)

Teniendo en cuenta que

∂x̃N(t)
∂ck

= ejkΩ0t, y que
∂x̃∗N(t)

∂ck
= 0,

pues x̃∗N(t) depende de c∗k , pero no de ck, la expresión (A.9) se puede escribir como

0 =
1
T0

∫ T0

0
[x̃∗(t)− x̃∗N(t)]

∂x̃N(t)
∂ck

dt =
1
T0

∫ T0

0
[x̃∗(t)− x̃∗N(t)]e

jkΩ0tdt

=
1
T0

∫ T0

0

(
x̃∗(t)−

N

∑
`=−N

c∗` e
−j`Ω0t

)
ejkΩ0t dt (A.10)

=
1
T0

∫ T0

0
x̃∗(t)ejkΩ0tdt− 1

T0

∫ T0

0

N

∑
`=−N

c∗` e
j(k−`)Ω0tdt. (A.11)

(note el cambio de variable k por ` en la sumatoria para evitar confusiones son el índice
k del ck respecto al cual se está derivando.) Por la propiedad de ortogonalidad de las
exponenciales complejas (nota al pie de la página 74)

1
T0

∫ T0

0

N

∑
`=−N

c∗` e
j(k−`)Ω0tdt =

1
T0

N

∑
`=−N

∫ T0

0
c∗` e

j(k−`)Ω0tdt = c∗` . (A.12)

Finalmente, de (A.11) y (A.12), y conjugando y renombrando los índices, se encuentra
que

ck =
1
T0

∫ T0

0
x̃(t)e−jkΩ0tdt, k = −N, . . . , N. (A.13)

En otras palabras, los coeficientes (A.13) que minimizan la integral del error entre x̃(t) y
su aproximación x̃N(t) de orden N son los mismos coeficientes de la serie de Fourier (2.20):
si la señal x̃(t) admite una representación en series de Fourier, la mejor aproximación
usando una suma finita de exponenciales complejas armónicamente relacionadas es la
que se obtiene truncando la serie de Fourier al número de términos deseados. A medida
que se incrementa N, se agregan nuevos términos, pero los anteriores permanecen sin
cambios, y EN decrece. De hecho, si x̃(t) tiene una representación en series de Fourier,

lı́m
N→∞

EN = 0.

En otras palabras, el error medio cuadrático entre la función x̃(t) y su representación
x̃N(t) formada por un número finito de términos de la serie de Fourier es nulo. Esto no
significa que las funciones sean iguales, como se comenta en la siguiente sección.
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A.6. Validez de la representación en series de Fourier*

Dada una señal periódica x̃(t) siempre se puede intentar obtener un conjunto de coefi-
cientes de Fourier a partir de la ecuación (2.20). Sin embargo, en algunos casos la integral
puede no converger (el valor de alguno de los ck puede ser infinito), y en otros, aún cuan-
do todos los ck sean finitos, la sustitución de estos coeficientes en la ecuación de síntesis
(2.19) puede no converger a la señal original x̃(t).

Si la señal x̃(t) es continua no hay problemas de convergencia: toda función periódica
continua tiene una representación en series de Fourier de modo que la energía del error
de aproximación (A.7) tiende a cero a medida que N → ∞. Esto también es cierto para
muchas señales discontinuas. Como éstas son muy comunes en el estudio de señales
y sistemas –por ejemplo, el tren de pulsos rectangulares del Ejemplo 2.4– es necesario
analizar la convergencia con más detalle. Al discutir estas condiciones no se intenta una
justificación matemática rigurosa, la que puede encontrarse en otros textos sobre análisis
de Fourier (Churchill, 1963; Kaplan, 1962).

Una clase de señales periódicas que son representables con las series de Fourier com-
prende las funciones de cuadrado integrable sobre un período. Estas señales tienen en-
ergía finita sobre un período, ∫

T
|x̃(t)|2 dt < ∞,

de donde los coeficientes ck calculados con (2.20) son finitos. Si x̃N(t) representa la aprox-
imación a x̃(t) usando 2N + 1 términos de la serie de Fourier como en la ecuación (A.8),
se puede probar que el error medio cuadrático EN definido por (A.7) tiende a cero cuando
N tiende a infinito. Es decir, si

e(t) = x̃(t)−
+∞

∑
k=−∞

ckejk2π f t,

entonces ∫
T
|e(t)|2 dt = 0.

Esta ecuación no significa que las señal x̃(t) y su representación en serie de Fourier

+∞

∑
k=−∞

ckejk2π f t, (A.14)

son iguales en todo instante de tiempo t; lo que dice es que no hay energía en la diferencia
entre las dos. Las funciones como las indicadas al pie de la página 79 son diferentes, pero
tienen la misma representación en series de Fourier. El error entre la función y la serie
sólo es nulo para x̃2(t). Para x̃1(t) y x̃3(t) el error e(t) es nulo para todo t cuando N → ∞,
excepto para t = ±τ/2+ kT0, k ∈ Z, donde |eN(t)| = 1/2 para cualquier N. Sin embargo,
para cada valor de N el error medio cuadrático EN definido por (A.7) es el mismo para
las tres funciones.

El tipo de convergencia garantizado cuando x(t) es de cuadrado integrable es muy útil
en el tratamiento de señales y sistemas. La mayoría de las señales con que se trabaja en
este campo tiene energía finita sobre un período, y por lo tanto admiten representación
en series de Fourier. Si bien x̃N(t) y x̃(t) no son idénticas en todos los puntos, el hecho
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Fig. A.4. Funciones que no satisfacen las condiciones de Dirichlet.

que la diferencia entre ambas tenga energía nula cuando N → ∞ es muy conveniente en
muchas aplicaciones. Se suele decir que x̃N(t) aproxima en mínimos cuadrados a x̃(t).

P. L. Dirichlet enunció un conjunto de condiciones –que también son satisfechas por casi
todas las señales de interés– que garantiza que x̃(t) y su serie serán idénticas, excepto en el
conjunto de puntos en donde x̃(t) es discontinua donde la serie infinita (A.14) converge
al valor medio de la discontinuidad. Estas condiciones son suficientes pero no necesarias,
lo que significa que existen funciones que pueden no satisfacer alguna de ellas, pero aún
así tener representación en series de Fourier. Las condiciones son:

1. x̃ (t) es absolutamente integrable sobre un período, es decir∫
T
|x̃ (t)| dt < ∞. (A.15)

Como sucede con las funciones de cuadrado integrable sobre un período, esto garan-
tiza que todos los coeficientes ck son finitos, ya que, de acuerdo con (A.15),

|ak| ≤
1
T

∫
T

∣∣∣x̃(t) e−jkω0t
∣∣∣ dt =

1
T

∫
T
|x̃(t)| dt < ∞.

Una señal periódica que viola la primera condición de Dirichlet es la que se presenta
en Fig. A.4(a) , definida como

x̃(t) =
1
t

, 0 < t ≤ 1,

donde x̃(t) es periódica con período 1.

2. x̃ (t) tiene un número finito de máximos y mínimos (se dice que es de variación
acotada). Un ejemplo de una función que verifica la condición 1, pero no la 2, es

x̃(t) = sin
(

2π

t

)
, 0 < t ≤ 1,

que se grafica en la Fig. A.4(b) . Esta función, periódica con período T = 1, es abso-
lutamente integrable ∫ 1

0
|x̃(t)| dt < 1,

pero tiene un número no finito de máximos y mínimos en el intervalo.
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3. x̃ (t) tiene un número finito de discontinuidades (finitas) en un intervalo finito de
tiempo. Una función que viola esta condición es la que muestra la Fig. A.4(c), de
período T = 8, compuesta de un número infinito de secciones cada una de las
cuales tiene la mitad de la altura y el ancho de las secciones previas. Aunque es
absolutamente integrable, pues el área debajo de un período es menor que 8, el
número de discontinuidades en el período es infinito.

Los ejemplos muestran que las señales que no satisfacen los criterios de Dirichlet son gen-
eralmente de naturaleza patológica, y en consecuencia no muy importantes en el estudio
de señales y sistemas.

Resumiendo, la representación en series de Fourier de señales

continuas converge e iguala a la señal original en para cada valor de t.

discontinuas converge en todo punto salvo en los puntos de discontinuidad, donde
converge al valor medio del salto. En este caso la diferencia entre la señal original
y la representada por la serie infinita no contiene energía, de modo que para todos
los fines prácticos ambas señales son idénticas. Como ambas señales difieren sólo
en puntos aislados, sus integrales coinciden sobre cualquier intervalo; por ello se
comportan igual bajo la convolución y son idénticas desde el punto de vista del
análisis de sistema lineales e invariantes en el tiempo.
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B
Análisis espectral de señales analógicas

El análisis de señales en el campo transformado permite descubrir aspectos de la señal
que serían muy difíciles o imposibles de observar a partir de su representación tempo-
ral. Por ejemplo en la Fig. B.1(a) se muestra un tono que parece ser sinusoidal puro. Sin
embargo, el espectro de esta señal, que se observa en la Fig. B.1(b) , revela la presencia de
otras componentes frecuenciales. Cuando estas componentes se grafican en el dominio
frecuencial son fáciles de detectar porque no quedan enmascaradas por las señales de
gran amplitud. La Fig. B.2 muestra una señal simultáneamente en los dominios temporal
y frecuencial, revelando que el espectro está compuesto por dos sinusoides. Esto no sig-
nifica que las mediciones en el dominio transformado son “mejores” que las mediciones
en el dominio tiempo. Cierta clase de medidas, como el tiempo de crecida y de caída
de un pulso, el sobrepico, y las oscilaciones amortiguadas (“ringing”) de una señal sólo
pueden medirse en el dominio temporal (por ejemplo, con un osciloscopio).

En otras aplicaciones, en cambio, las mediciones en el dominio frecuencial son más venta-
josas. Como muestran las Figs. B.1 y B.2, la determinación del contenido armónico de una
señal es más sencillo en el dominio frecuencia. En el campo de las comunicaciones es muy

Fig. B.1. (a) Representación temporal; (b) representación frecuencial de un tono “casi” sinu-
soidal.
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Fig. B.2. Relación entre el dominio temporal y frecuencial.

Fig. B.3. Aplicaciones del análisis espectral: (a) prueba de distorsión armónica; (b) pueba de
intermodulación de tercer orden en un transmisor de banda lateral única (BLU); (c)
espectro de una señal de radio digital, y máscara que muestra los límites permitidos
de ocupación espectral; (d) emisiones conducidas en función de los límites impuestos
por la VDE como parte de una prueba de interferencia electromagnética.
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importante la medición de la distorsión armónica; tal es el caso de los sistemas celulares,
donde debe verificarse el contenido armónico de la señal portadora para evitar interferen-
cias con otros sistemas que operan en las frecuencias de las armónicas [Fig. B.3(a)]. Tam-
bién es crucial la distorsión eventual del mensaje modulado sobre una portadora. La in-
termodulación de tercer orden (dos tonos de una señal que se modulan entre sí) puede ser
particularmente problemático pues las componentes de distorsión pueden caer dentro de
la banda de interés, y en consecuencia no pueden ser filtradas [Fig. B.3(b)]. Otra medición
importante es la ocupación espectral. La modulación de una señal aumenta su espectro, y
para evitar interferencia entre canales próximos las agencias regulatorias restringen el
ancho espectral de varias transmisiones [Fig. B.3(c)]. La interferencia electromagnética
(EMI) también puede ser considerada como una forma de ocupación espectral; se debe
evitar que emisiones no deseadas, ya sean radiadas o transmitidas por la alimentación u
otro tipo de cableado interfieran con el funcionamiento de otros sistemas. Los fabricantes
de productos eléctricos o electrónicos deben verificar los niveles de emisión en función
de la frecuencia de acuerdo a las normativas de los organismos reguladores [Fig. B.3(d)].

Mientras que el comportamiento de una señal en el dominio tiempo puede analizarse con
un osciloscopio, el análisis en el dominio transformado requiere de un instrumento que
tradicionalmente era bastante más costoso y más complicado de utilizar: el analizador
espectral. Hoy en día es frecuente que los osciloscopios digitales sean capaces de calcular
el espectro de una señal, utilizando herramientas que se estudiarán más adelante en este
curso. Tales instrumentos reciben el nombre de analizadores digitales de espectro, y sus
propiedades y características se analizarán oportunamente. Sin embargo, es interesante
describir el funcionamiento de los analizadores espectrales analógicos, ya que se basan
en un conjunto de propiedades de la transformada de Fourier descritas en las secciones
precedentes, y además porque comparten muchas características con los instrumentos
más modernos.

Otro instrumento pensado para efectuar mediciones en el dominio frecuencia es el anal-
izador de redes. Los analizadores espectrales están optimizados para caracterizar señales,
introduciendo muy baja distorsión y pocas señales espurias, de modo que el análisis que
realiza muestra realmente el espectro de la señal de entrada, y no señales generadas por
el mismo analizador. Los analizadores de redes, por otra parte, están optimizados para
medir precisamente amplitud y desfasaje sobre un amplio rango de ganancias y aten-
uaciones de red. Este diseño significa que estas dos familias de instrumentos no son in-
tercambiables: un analizador espectral no puede funcionar como un analizador de redes
pues no mide la amplitud con gran exactitud, y tampoco mide desfasaje. Un analizador
de redes no puede suplir a un analizador espectral pues las respuestas espurias limitan
su rango dinámico.

B.1. Analizador espectral analógico

Un analizador espectral es un sistema físico capaz de medir la transformada de Fouri-
er X ( f ) de una señal arbitraria x (t) . El término “analizador” se reserva para sistemas
como el de la Fig. B.4 donde su entrada es x (t) y su salida y (t) = [y1(t), . . . , yN(t)] es
función del período en que se observa la señal, y se supone que mide, de cierta manera,
la transformada X ( f ) deseada. Como es un sistema físico, necesariamente es causal, es
decir que sus salidas yk (t) en un dado tiempo t = t0 dependen, necesariamente, sólo de
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Fig. B.4. Analizador espectral analógico simultáneo: (a) diagrama simplificado; (b) salida del
analizador.

los valores de x (t) previos a t = t0, mientras que la transformada X ( f ) depende de la
historia completa de x (t) , para t desde −∞ hasta +∞. En consecuencia, y (t0) no puede
representar X ( f ) , excepto que x (t) se anule para algún t > t0, o bien cuando el futuro de
la señal pueda deducirse de su historia pasada, tal como sucede con las señales periódi-
cas. El lector interesado puede consultar Randall (1977) para mayor información sobre
estos aspectos.

Los analizadores espectrales analógicos se dividen en dos clases. La primera clase (Fig. B.4)
tiene varias salidas1, y en un tiempo t = t0 cada una de ellas mide una componente
frecuencial distinta de la señal de entrada; de modo que el espectro deseado se lee si-
multáneamente. La segunda clase (Fig. B.5) consta de una única salida que mide las dis-
tintas componentes frecuenciales en instantes de tiempos consecutivos. Se dice que el
espectro se determina secuencialmente.

La elección del analizador y la interpretación de los resultados depende de la naturaleza
de la señal de entrada x (t) . En esta sección se considerará sólo el caso de señales periódi-
cas o señales aperiódicas con energía finita. Las señales aperiódicas que no tienen energía
finita (como el ruido) no poseen transformada de Fourier, y se caracterizan por su espectro
de potencia. La discusión de estas secciones puede ser útil para la medición del espectro de
potencia; sin embargo, su interpretación adecuada requiere de consideraciones estadísti-
cas, que están fuera de los objetivos de este curso.

B.1.1. Analizador espectral simultáneo o de bancos de filtros

La Fig. B.4(a) ilustra el diseño básico de un analizador espectral analógico simultáneo.
El sistema está compuesto por un conjunto o banco de filtros pasabanda, relativamente
selectivos, cada uno de ellos sintonizado a una frecuencia distinta. Si se mide la salida
de cada uno de estos filtros se puede determinar la potencia en la porción del espectro
comprendida por su ancho de banda. Eligiendo las frecuencias centrales y el ancho de
banda de modo que las respuestas en frecuencia se solapen adecuadamente, se puede
caracterizar completamente el rango del espectro cubierto por el conjunto de filtros, como
muestra la Fig. B.4(b) . El número de filtros necesarios para cubrir el espectro depende de
consideraciones económicas: para detectar líneas espectrales arbitrariamente próximas,
debería utilizarse un elevado número de pasabanda muy angostos. El costo de cada filtro

1Por “salida” se entiende la unidad de medición del instrumento, y no la forma de presentación del
espectro o unidad de visualización (usualmente un tubo de reyos catódicos).
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Fig. B.5. Analizador espectral analógico de barrido: (a) esquema simplificado; (b) respuesta del
filtro sintonizable.

crece a medida que disminuye su ancho de banda, de modo que un analizador de alta
resolución resulta muy oneroso. Los analizadores espectrales analógicos simultáneos o
de bancos de filtros suelen utilizarse en aplicaciones de audio, donde es habitual utilizar
32 filtros, cada uno cubriendo un ancho de banda de un tercio de octava.

B.1.2. Analizador espectral de barrido

Una manera de evitar el empleo de un banco de filtros costosos es utilizando un único
filtro pasabanda cuya frecuencia central pueda desplazarse dentro del rango de frecuen-
cias de interés. Si, tal como se muestra en la Fig. B.5, se grafica la amplitud de la salida de
estado estacionario del filtro en función de la frecuencia a la que está sintonizado, se ob-
tiene el espectro de la señal de entrada. Este tipo de analizador se utiliza preferentemente
para el análisis de espectros de RF y microondas.

Para asegurar el funcionamiento correcto, la señal bajo análisis no debe cambiar durante
el tiempo que demanda el barrido del analizador. Si aparece una señal con componentes
de frecuencia que no coinciden con la frecuencia a la que el filtro está sintonizado en
ese momento, el analizador será incapaz de medirla. Una forma de solucionar este in-
conveniente es aumentando la velocidad de barrido. Aunque todavía podrían perderse
algunos eventos, las posibilidades sería menores; sin embargo, no se puede hacer el bar-
rido arbitrariamente rápido debido al tiempo de respuesta del filtro, que depende funda-
mentalmente de la longitud de su respuesta impulsiva. De acuerdo a lo postulado por el
teorema del ancho de banda, un filtro estrecho tendrá una respuesta impulsiva de mayor
duración, y en consecuencia, un mayor tiempo de establecimiento. Si el filtro se desplaza
por el rango de frecuencias de interés muy rápidamente su salida puede no alcanzar el
estado estacionario: la medición de la amplitud del espectro será errónea (en general,
menor que la real) como sugiere la Fig. B.6.

Fig. B.6. Error de amplitud debido a un barrido rápido.
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Fig. B.7. (a) Respuesta en frecuencia y (b) impulsiva del k-ésimo filtro pasabanda.

B.1.3. Comparación de los analizadores simultáneos y de barrido

El problema de la velocidad de barrido no está presente en el analizador espectral parale-
lo, ya que los filtros están siempre conectados a la señal de entrada. Por lo tanto con este
tipo de analizador se pueden analizar eventos transitorios cuya duración sea mayor que
el tiempo de establecimiento del filtro más selectivo2.

Ambos tipos de analizadores son soluciones de compromiso: si bien que los analizadores
paralelos o simultáneos son rápidos, tienen resolución limitada y son costosos. Por otra
parte, los analizadores de barrido son más económicos pero la medición demanda más
tiempo, sobre todo si se requiere alta resolución, y no pueden analizar eventos transito-
rios.

Otro analizador importante es aquel que digitaliza la señal, y calcula su espectro apli-
cando la transformada rápida de Fourier (FFT), como se estudiará más adelante. El anal-
izador por FFT permite estudiar fenómenos transitorios, y además puede medir amplitud
y fase. Aunque muy desarrollados, los analizadores de FFT aún no alcanzan a superar el
rango de frecuencia de trabajo, sensitividad y rango dinámico de los analizadores de bar-
rido superheterodinos, pero sin duda han desplazado a los analizadores simultáneos o
por banco de filtros. Los analizadores comerciales suelen combinar alguno de estos tres
tipos de funcionamiento según sea el rango de frecuencia de operación elegido.

A continuación se describirá el funcionamiento del analizador de barrido, y en particular
del analizador de barrido tipo superheterodino, de uso habitual en análisis de sistemas
de comunicaciones.

B.2. Analizador simultáneo ante excitaciones transitorias

La señal x (t) a analizar se inyecta a un banco de filtros pasabanda como el de la Fig. B.4(a) .
La respuesta en frecuencia del filtro k-ésimo se indica con Hk ( f ), y su respuesta impulsi-
va con hk(t), como se muestra en las Figs. B.7(a) y B.7(b) , respectivamente. Si Hk ( f ) es
simétrica, se encuentra que, eligiendo apropiadamente el origen de la escala temporal,

hk(t) = ak (t) cos 2π fkt

2Si cada uno de los filtros tienen un ancho de banda de, por ejemplo, 1/3 de octava, el ancho de banda en
Hz es distinto para cada uno de ellos; sin embargo, el “Q” (cociente entre la frecuencia central y el ancho de
banda) es constante, y por lo tanto, todos los filtros tienen el mismo tiempo de establecimiento.
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Fig. B.8. Señal x(t) de longitud finita y respuesta impulsiva ak(t) del filtro pasabajos prototipo.

donde ak(t) es el doble la respuesta impulsiva del filtro pasabajos prototipo del filtro
pasabanda. En un tiempo t0 la salida yk (t) del k-ésimo filtro es

yk(t0) =
∫ ∞

−∞
x(τ)hk(t0 − τ)dτ

=
∫ ∞

−∞
x(τ)ak (t0 − τ) cos [2π fk(t0 − τ)] dτ.

Notando
gk,t0(t) = x(t)ak (t0 − t) , (B.1)

reemplazando cos [2π fk(t0 − τ)] =
(

ej2π fk(t0−τ) + e−j2π fk(t0−τ)
)

/2 y operando, se en-
cuentra que

yk(t0) = ej2π fkto

∫ ∞

−∞
gk,t0(τ)e

−j2π fkτdτ + e−j2π fkto

∫ ∞

−∞
gk,t0(τ)e

j2π fkτdτ.

Como x(t) y ak(t) son reales, gk,t0(t) es real, y en consecuencia,∫ ∞

−∞
gk,t0(τ)e

−j2π fkτdτ = Gk,t0( fk),
∫ ∞

−∞
gk,t0(τ)e

j2π fkτdτ = Ḡk,t0( fk),

donde ( ·̄ ) indica complejo conjugado. Luego de algunas manipulaciones algebraicas,
yk(t0) puede escribirse como

yk(t0) = |Gk,t0( fk)| cos(2π fkt0 − φk,t0
)

donde φk,t0
es la fase de Gk,t0( fk). Teniendo en cuenta (B.1) y el teorema de convolución

frecuencial,
Gk,t0( fk) = X ( f ) ∗ Āk( f )ej2π fkt0 ,

y entonces,
|Gk,t0( fk)| =

∣∣X ( fk) ∗ Āk( fk)
∣∣ .

Sintetizando, la salida del filtro k-ésimo en un tiempo t0 es

yk(t0) =
∣∣X ( fk) ∗ Āk( fk)

∣∣ cos(2π fkt0 − φk,t0
).

Esto es, la salida del filtro en un instante t0 es proporcional a la magnitud del espectro de
x (t) ak(t0 − t), evaluado a la frecuencia fk

Si la señal x (t) es de longitud finita, una elección apropiada de la respuesta impulsiva
ak(t) del pasabajos prototipo permite conocer exactamente X( f ). Si la señal x(t) es no
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Fig. B.9. Analizador de espectros de barrido tipo superheterodino.

nula en el intervalo (t1, t2) , como se muestra en la Fig. B.8, se elige la respuesta impulsiva
ak(t) de manera que sea constante en un intervalo T bastante mayor que t2 − t1;

ak(t) ≈ ak = constante para T1 < t < T + T1.

De esta forma,

x (t) ak(t0 − t) ≈ akx(t) para t2 + T1 < t < t1 + T1 + T.

Por lo tanto, en este intervalo de tiempo la envolvente del espectro de Gk,t0( fk) de gk,t0(t) =
x (t) ak(t0 − t) es igual al espectro de akx(t) = akX( f ). Las respuestas impulsivas de los
distintos filtros que forman el banco del analizador pueden ser arbitrarias, siempre que
sus envolventes ak(t) permanezcan constantes durante un intervalo de tiempo mayor
que la duración de la señal que se desean analizar. Este resultado es compatible con el
teorema del ancho de banda, pues una respuesta impulsiva de mayor longitud se asocia
a un espectro más angosto y concentrado. En otras palabras, Ak( f ) “se parece más” a un
impulso, y entonces Gk,t0( fk) = X ( f ) ∗ Āk( f )ej2π fkt0 se asemeja a X( f ).

El valor de la constante ak puede elegirse para compensar las ganancias o atenuaciones
del sistema de visualización.

B.3. Analizador de barrido superheterodino

Aún cuando para un determinado ancho de banda de análisis el analizador espectral de
barrido es más económico que el analizador de banco de filtros, también es extremada-
mente costoso debido a que es difícil diseñar un filtro pasabanda selectivo, de alta calidad
cuya frecuencia central pueda ajustarse a voluntad sobre un amplio rango de frecuencias
manteniendo un “Q” constante. Sin embargo, este inconveniente puede solucionarse en
base a la propiedad de modulación de la transformada de Fourier.

La Fig. B.9 muestra un diagrama bloque simplificado de un analizador espectral super-
heterodino. “Heterodinar” significa mezclar, y “super” se refiere a frecuencias superiores
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a las de la señal a analizar. El diagrama bloque indica que la señal de entrada después
de atravesar un filtro pasabajos entra a un mezclador, donde se multiplica con la señal
proveniente de un oscilador local.

De acuerdo a la propiedad de modulación de la transformada de Fourier, al multiplicar
la señal de entrada x (t) por una señal cosinusoidal y (t), cuya frecuencia fy es mucho
mayor que el ancho de banda ∆ f de X( f ), su espectro se desplaza y queda centrado en
± fy. Si la frecuencia del oscilador local se varía continua y lentamente fy = f0 + ρ∆ f ,
0 ≤ ρ ≤ 1, la envolvente de la salida del filtro de análisis (pasabanda angosto) centrado
en f0 da una idea de la magnitud del espectro de X( f ) a la frecuencia ρ ∆ f .

El mezclador es esencialmente un multiplicador, de modo que a la salida no sólo hay
componentes correspondientes a la suma y la diferencia de las frecuencias de la señal de
entrada y del oscilador local, sino también sus armónicas, que son removidas por el filtro
de frecuencia intermedia. Las señales útiles atacan un detector de envolvente, encargado
de medir la magnitud de la salida. En los analizadores modernos, esta señal es digitaliza-
da y procesada para luego aplicarla a las placas verticales de un tubo de rayos catódicos
(TRC) y producir una deflexión vertical proporcional a la amplitud. Un generador de
rampa sintoniza la frecuencia del oscilador local, de modo que su frecuencia cambie pro-
porcionalmente con la tensión de la rampa, y también es el encargado de deflexionar
horizontalmente el haz del TRC de izquierda a derecha.

El diagrama bloque de la Fig. B.9 es muy similar al de una radio de AM convencional.
Las diferencias radican en que la salida del analizador espectral es una pantalla en lugar
de un parlante, y que el oscilador local se sintoniza electrónicamente –y varía periódica-
mente en el tiempo– en lugar de sintonizarse manualmente a la frecuencia de la emisora
de interés.

B.3.1. El mezclador

El mezclador es un dispositivo no lineal, y a su salida se encuentran presentes compo-
nentes de frecuencia que no existen en las señales de entrada. El mezclador ideal es un
multiplicador, pero frecuentemente se construyen aprovechando las características no
lineales de distintos componentes electrónicos, como la relación exponencial entre la cor-
riente de colector y la tensión base emisor de los transistores de juntura, o la característica
cuadrática entre la corriente de drenaje y la tensión de compuerta de los transistores de
efecto de campo. Para este análisis basta suponer que la salida del mezclador es una cierta
función polinomial de la suma de las señales de entrada

z (t) = a1 [x (t) + y (t)] + a2 [x (t) + y (t)]2 + a3 [x (t) + y (t)]3 + . . .

donde x (t) representa la señal a analizar, e y (t) es la salida sintonizable del oscilador
local. En general, el término de potencia k da lugar a la aparición de componentes de
frecuencia fs = m fx + n fy, donde |m|+ |n| = k, m, n ∈ Z y fx, fy son las frecuencias de
las señales x (t) e y (t), respectivamente. En consecuencia, las componentes de frecuencia
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a la salida del mezclador serán

fx
fy

}
→ debido al término lineal,

2 fx
2 fy

fx + fy
+ fx − fy

− fx + fy

− fx − fy


→ debido al término cuadrático,

3 fx
3 fy

fx + 2 fy
fx − 2 fy
2 fx + fy
2 fx − fy
− fx + 2 fy
− fx − 2 fy
−2 fx + fy
−2 fx − fy



→ debido al término cúbico.

De todas estas combinaciones, las únicas que interesan para el funcionamiento del anal-
izador son las diferencias de frecuencia debido al término cuadrático, resaltadas en la
lista. Las demás son fuente de distorsión, y deben tenerse en cuenta en el diseño del
equipo: la elección del rango admisible de frecuencias de entrada, las frecuencias entre
las que se “barre” el oscilador local, y la frecuencia central y el ancho de banda del fil-
tro pasabanda de frecuencia intermedia deben garantizar que las frecuencias espurias no
alcancen al detector de envolvente.

B.3.2. El filtro de frecuencia intermedia

Este filtro es un pasabanda que se comporta como una “ventana” a través de la cual se
observa parte del espectro de la señal que se desea analizar. El ancho de banda de este
filtro se denomina “ancho de banda de resolución”, y en general puede alterarse desde
el panel frontal del equipo. Los filtros de ancho de banda estrechos tienen una respuesta
impulsiva de mayor duración, lo que requiere que la velocidad de barrido sea suficien-
temente lenta como para dar tiempo a que se atenúe el transitorio antes de efectuar la
medición. La disponibilidad de filtros con diferentes anchos de banda permiten opti-
mizar el comportamiento del instrumento, seleccionando mejor resolución a costa de un
mayor tiempo de medición o viceversa.

B.3.3. El detector de envolvente

Este bloque se encarga de convertir la señal de salida del filtro de frecuencia intermedia
a una tensión continua proporcional a la energía de la señal, que se utilizará para de-
flexionar el haz de electrones de la pantalla en el sentido del eje y. Tradicionalmente el
detector de envolvente era un circuito relativamente sencillo. En la actualidad, se prefiere
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Fig. B.10. Esquema de operación de un analizador espectral de barrido.

digitalizar la señal a la salida del filtro de F.I., y de esta forma el detector de envolvente
puede implementarse por software, lo que permite una mayor flexibilidad en el procesa-
do y representación gráfica.

B.3.4. Análisis del funcionamiento

La Fig. B.10 repite el esquema básico de la Fig. B.9; las flechas horizontales en los espectros
indican el desplazamiento de algunas componentes frecuenciales debido al barrido del
analizador. La salida del mezclador tiene tres componentes de frecuencia de interés: la
suma y la diferencia de las frecuencias de la señal fx y del oscilador local fy, que son
− fx+ fy, fx+ fy y la frecuencia del oscilador local fy. Esta última componente no debería
aparecer si el multiplicador es ideal; sin embargo, se permite una pequeña fuga desde
el puerto del oscilador local hacia la salida del mezclador para tener una referencia o
“marca” conocida en la representación gráfica del espectro. También estarán presentes
las correspondientes frecuencias negativas y el resto de las armónicas espurias generadas
por el mezclador, que no se grafican para no complicar el esquema.

En este ejemplo, se supone que el rango de frecuencias de entrada está comprendido entre
0 Hz y 3 GHz; la señal de entrada tiene una única componente de frecuencia fx ubicada
dentro de este rango. El oscilador local (O.L.) se puede barrer desde 3.5 GHz hasta 6.5
GHz, y el filtro pasabanda de frecuencia intermedia está centrado en 3.5 GHz.

El funcionamiento del analizador puede comprenderse con la ayuda de la Fig. B.11. Al
comienzo del barrido [Fig. B.11(a)] la frecuencia del oscilador local es de 3.5 GHz. La
única componente frecuencial que queda comprendida dentro del ancho de banda del
filtro pasabanda es la de frecuencia fy. El detector de envolvente detecta la amplitud
de esta señal, y en la pantalla gráfica se observa un punto de altura proporcional a esta
amplitud.

Cuando aumenta la frecuencia del oscilador local, por ejemplo a 3.75 GHz [Fig. B.11(b)],
las componentes de frecuencia fy y − fx + fy, fx + fy se desplazan hacia la derecha en el
espectro. Nuevamente, sólo la señal de frecuencia fy (el oscilador local) queda dentro del
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Fig. B.11. Distintas etapas en el barrido del oscilador local
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ancho de banda del filtro de análisis. Sin embargo, a esta frecuencia el filtro presenta cierto
nivel de atenuación, y por lo tanto en la pantalla gráfica el trazo tiene menor magnitud.

Cuando la frecuencia del oscilador local es fy = 4 GHz la respuesta del filtro de análisis
es prácticamente nula, como se muestra en la Fig. B.11(c) . En la pantalla se observa una
“marca” o referencia que indica la posición de la frecuencia cero para la representación
gráfica; el “ancho” de la marca es directamente proporcional al ancho de banda del filtro
de análisis.

A esta frecuencia del O.L. la componente − fx + fy comienza a quedar comprendida den-
tro del ancho de banda del filtro. A la frecuencia − fx + fy la respuesta del filtro es casi
nula, pero cuando la frecuencia del oscilador local aumenta a fy = 4,25 GHz la com-
ponente de frecuencia − fx + fy produce una salida significativa, como se observa en la
Fig. B.11(d). La máxima salida del filtro ocurre cuando la frecuencia del oscilador local
es fy = 4,5 GHz, para la cual la frecuencia diferencia − fx + fy = 3,5 GHz coincide con
el pico de resonancia del filtro de frecuencia intermedia [Fig. B.11(e)]. Mientras se incre-
menta la frecuencia del oscilador local la componente de frecuencia− fx+ fy recorre todo
el ancho de banda del filtro de análisis, y en la pantalla se observa un segundo pico, como
ilustran las Fig. B.11( f )− (i) .

En síntesis, a medida que la frecuencia del oscilador local varía linealmente, se aplica
una señal de frecuencia− fx + fy a la entrada al filtro pasabanda; la amplitud de su salida
depende de la ganancia del filtro a esa frecuencia particular. Como la misma señal que
se usa para variar la frecuencia del oscilador local controla la deflexión horizontal de un
tubo de rayos catódicos (TRC) va quedando registrada en la pantalla del analizador la
gráfica de la variación del contenido frecuencial de la señal de entrada para diferentes
frecuencias.

Aún en el caso en que la señal de entrada fuese una senoidal perfecta, cuyo espectro es
un par de impulsos, la pantalla del analizador espectral mostrará una gráfica que corre-
sponde a la respuesta en frecuencia del filtro pasabanda, centrada en la frecuencia corre-
spondiente a la de la señal senoidal de entrada. Por lo tanto el ancho de banda del filtro
de frecuencia intermedia o filtro de análisis determina la resolución del instrumento.

B.4. Descripción de un analizador de barrido comercial

En la Fig. B.12 se muestra el diagrama bloque de un analizador espectral comercial con
finalidades didácticas, el LabVolt 9405. Observe que salvo algunos agregados, el esquema
es básicamente el mismo que el de la Fig. B.10. Esta analizador ha sido diseñado para el
estudio de señales de audio y de radiofrecuencia. Utiliza como elemento visualizador un
osciloscopio convencional, o un registrador de papel. El analizador tiene dos rangos de
frecuencias admisibles de entrada: desde 0 MHz a 30 MHz, y desde 85 MHz a 115 MHz.
La impedancia de entrada es seleccionable entre 50 Ω y 1 MΩ. Además, las señales de
entrada pueden atenuarse en cinco pasos, desde 0 dB a 40 dB. El eje de frecuencias puede
ajustarse en cinco rangos, desde 2 kHz a 10 MHz por volt. De acuerdo al rango elegido,
el ancho de banda de resolución se ajusta automáticamente entre 100 Hz y 50 kHz. La
amplitud de la señal puede llegar hasta 10 dB por volt, con un máximo rango dinámico
en pantalla de 60 dB. Para permitir una imagen estable, el analizador cuenta con una
memoria digital donde almacena el gráfico a mostrar en el osciloscopio.
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Fig. B.12. Diagrama bloque del analizador espectral de barrido LabVolt 9405.
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Una llave a la entrada del analizador permite seleccionar la impedancia de entrada entre
50 Ω y 1 MΩ. En la posición de alta impedancia, la entrada del analizador es similar
a la de un osciloscopio, de modo que se pueden medir señales en circuitos electrónicos
sensibles sin afectar su operación. Cualquiera sea el valor de la impedancia de entrada
seleccionado, la señal es dirigida a un atenuador de RF de 0 a 40 dB, ajustable en pasos
de 10 dB.

Si se elige el rango de frecuencias entre 0 MHz y 30 MHz, la salida del atenuador se envía
a un filtro pasabajos con frecuencia de corte de 30 MHz. Si en cambio se elige el rango
entre 85 MHz y 115 MHz, la señal se envía previamente a un conversor de frecuencia
(“prescaler” en la Fig. B.12) que la convierte a la banda de 0 a 30 MHz, antes de pasarla
por el filtro pasabajos de 30 MHz.

La salida del filtro pasabajos y la salida de un oscilador controlado por tensión (“sweep
vco” en la Fig. B.12 o el oscilador local O.L. de la Fig. B.10), barrido por una rampa, se
combinan en el mezclador/amplificador de 43,4 MHz, de modo que se traslada el es-
pectro de la señal de entrada a la región de 43,4 MHz. En este punto, pueden inyectarse
señales (“markers”), que aparecen como líneas en el espectro y sirven de referencia para
efectuar mediciones precisas.

La salida del mezclador/amplificador se pasa por un filtro pasabanda de cuarto orden,
centrado en 43,4 MHz. Este filtro elimina las frecuencias espurias (también conocidas
como “frecuencias imágenes”) antes de atacar la segunda etapa de mezcla. Este segun-
do mezclador opera a una frecuencia de 32 MHz, trasladando el espectro al rango de
11,4 MHz (= 43,4 MHz −32 MHz). A la salida de este mezclador, otro filtro pasabanda
se encarga de eliminar las frecuencias imágenes antes de atacar la tercera etapa de mez-
cla, la que, al usar un oscilador de 15 MHz, traslada la frecuencia de modo que caiga en
el rango de una red de filtros pasabanda angostos centrados en 3,58 MHz (≈ 15 MHz
−11,4 MHz). Esta sección del analizador contiene varios filtros conectados en serie y
en paralelo, que se seleccionan de acuerdo a la tabla de operación que se muestra en la
misma Fig. B.12. La primera etapa está formada por tres filtros diferentes, con anchos de
banda de 100 Hz, 500 Hz, y 2,5 kHz, respectivamente, y la segunda etapa por un único
filtro cuyo ancho de banda puede ajustarse a 20 kHz o 50 kHz. Entre ambas etapas de
filtrado se ubica el amplificador de nivel de salida, cuya ganancia puede controlarse con
un control en el panel frontal, lo que permite ajustar la magnitud del espectro que se
muestra en la pantalla del osciloscopio tanto en el modo lineal como logarítmico.

La salida de la red de filtros centrados en 3,58 MHz se envía a un detector de video lineal o
logarítmico, según el modo de operación elegido, y a un circuito de muestreo y retención,
para su almacenamiento en memoria digital, o directamente a un par de bornes de salida
donde puede conectarse un registrador gráfico de papel.

Para que la imagen en la pantalla del osciloscopio sea estable, la señal demodulada se
muestrea y convierte a un formato digital apto para ser almacenado en una memoria.
La escritura de los datos en memoria puede ser muy lenta, dependiendo de la velocidad
de barrido que a su vez es función del rango elegido para el eje de frecuencias. Además,
los datos son leídos a una velocidad mayor para poder presentar una imagen estable en
la pantalla del osciloscopio. Osciladores auxiliares y una serie de divisores de frecuencia
generan las señales necesarias para las operaciones de escritura y lectura de la memoria,
y el manejo de la pantalla.

La unidad de salida del analizador produce tres señales. La primera señal contiene la
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información vertical necesaria para graficar el espectro, y puede ser enviada tanto al os-
ciloscopio como a un registrador gráfico. Esta señal se produce leyendo los contenidos de
la memoria, y convirtiendo cada valor con un conversor digital/analógico. La segunda
señal de salida es una rampa cuya frecuencia es diferente según sea la escala de frecuen-
cias seleccionada para el eje horizontal. Esta señal es la encargada de “barrer” el oscilador
local y controlar el proceso de escritura en memoria, y se genera conectado un conversor
digital/analógico a la salida del contador de 10 bits que se usa como generador de direc-
ciones para la escritura en la memoria. Esta rampa es también la señal de salida para el
eje horizontal del registrador. Finalmente, la tercera señal generada es una rampa rápida
(30 Hz) que provee la señal para el eje horizontal del osciloscopio; esta señal proviene de
la salida de un conversor digital analógico conectado al contador de 10 bits encargado de
generar las direcciones para la lectura de la memoria.

B.5. Experiencias

En las siguientes secciones se muestran los espectros de distintas señales tal como se ob-
servan en un analizador espectral analógico. En las gráficas obtenidas con el analizador
espectral debe tenerse en cuenta que la componente correspondiente a la frecuencia de
0 Hz no representa el valor de continua de la señal, y es solamente una marca o refer-
encia para ubicar fácilmente la frecuencia origen. En algunos casos, se comparan con los
espectros derivados matemáticamente.

Espectro de señales senoidales de distinta frecuencia

En el Ejemplo 2.15 se derivó el espectro de una señal senoidal x(t) = A sen(2π f0t+ φ):

X( f ) = −j 1
2 Aejφδ( f − f0) + j 1

2 Ae−jφδ( f + f0),

cuyo módulo, dado por

|X( f )| = 1
2 Aδ( f − f0) +

1
2 Aδ( f + f0),

está formado por un par de impulsos ubicados en la frecuencia f = f0 y en f = − f0. En
la columna izquierda de la Fig. B.13 se muestran la forma de onda temporal y el módulo
de espectro de señales sinusoidales reales medidas con un osciloscopio y el analizador
espectral estudiado en la Sección B.4. En la columna de la derecha de la misma figura
estas señales y espectros se comparan con los calculados analíticamente. La similitud en-
tre los resultados experimentales y las predicciones teóricas es evidente. La diferencia
más notable es que el espectro medido exhibe un pulso de ancho finito centrado en las
frecuencias f = ± f0 en lugar del impulso teórico. Este pulso frecuencial es la respues-
ta del filtro pasabanda, de frecuencia intermedia o de análisis del analizador espectral,
cuyo ancho de banda limita el ancho de banda de resolución del analizador. El pulso de
mayor amplitud localizado en el origen del eje de frecuencias no necesariamente indica
la presencia de una componente de continua, y su finalidad principal es indicar el punto
f = 0.

En las imágenes temporales la escala del eje de tiempos es de 0,5 ms/div, y en los es-
pectros la escala del eje de frecuencias es de 1 kHz/div. La escala de amplitud de los
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Fig. B.13. Señales sinusoidales de distintas frecuencias y sus espectros.
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espectros no se especifica porque en general no interesa el valor absoluto de la amplitud,
sino el valor relativo entre diferentes componentes espectrales.

Espectro de ondas cuadradas de distinta frecuencia

El espectro de una onda cuadrada de período T0 = 1/ f0 y ciclo de trabajo d = τ/T0,
definida como

r (t) =

 1, −τ/2 < t < τ/2,

0, para el resto del período,

está dado por (Ejemplo 2.16)

R ( f ) =
∞

∑
k=−∞

d sinc (d k) δ ( f − k f0) . (B.2)

Para un ciclo de trabajo d = 1/2 el módulo del espectro resulta

|R( f )| =
∞

∑
k=−∞

1
2 |sinc(k/2)| δ ( f − k f0) ,

que está formado por impulsos ubicados en frecuencias múltiplos de± f0, cuya amplitud
está modulada por una función sinc( · ). La expresión anterior revela que, debido a la
simetría de media onda, se anulan todas las armónicas pares del espectro.

En la Fig. B.14 se comparan las formas de onda temporales y los espectros medidos y
calculados de ondas cuadradas de diferentes frecuencias. Nuevamente, la similitud en-
tre los resultados experimentales y los cálculos teóricos es notable, siempre teniendo en
cuenta que los pulsos de ancho finito que aparecen en los espectros medidos en lugar de
los impulsos teóricos se deben al ancho de banda del filtro de análisis del analizador. En
los espectros es evidente la presencia de componentes armónicas, y la separación relati-
va entre ellas revela la ausencia de las armónicas pares. Además, a medida que cambia
la frecuencia fundamental de la señal, varía la ubicación de los picos pero la amplitud
relativa se mantiene constante.

En las imágenes temporales la escala del eje de tiempos es de 0,5 ms/div, y en los espec-
tros la escala del eje de frecuencias es de 1 kHz/div.

Espectro de una onda cuadrada con diferentes ciclos de trabajo

El espectro de una onda cuadrada de período T0 = 1/ f0 y ciclo de trabajo d = τ/T0
tiene la expresión indicada en la ecuación (B.2). Está formado por impulsos separados f0
unidades de frecuencia, y su amplitud está modulada por una función tipo sinc( · ) que
depende del ciclo de trabajo d.

En la Fig. B.15 se muestran ondas cuadradas de período T0 = 0,1 ms (frecuencia fun-
damental de f0 = 1/T0 = 10 kHz) con ciclos de trabajo comprendidos entre el 10 % y
el 50 %, y sus espectros. En la columna de la izquierda se reportan las mediciones real-
izadas con un osciloscopio y el analizador espectral de la Sección B.4, y en la columna de
la derecha se muestran las señales y sus espectros derivados analíticamente.
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Fig. B.14. Ondas cuadradas de distintas frecuencias y sus espectros.
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Fig. B.15. Onda cuadrada de 10 kHz y su espectro, para distintos ciclos de trabajo.
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Los espectros medidos y teóricos tienen gran similitud, aunque en las gráficas del anal-
izador espectral los “impulsos” correspondientes a las distintas armónicas tienen un an-
cho finito, debido al ancho de banda del filtro de análisis del instrumento. Los equipos
de mayor calidad tienen filtros de ancho de banda ajustable para mejorar la resolución
frecuencial.

Las gráficas espectrales muestran la influencia del ciclo de trabajo d en la amplitud de los
impulsos. Para valores de d pequeños la envolvente tipo sinc( · ) decae lentamente, y la
amplitud de todos los “impulsos” es pequeña. A medida que aumenta el ciclo de trabajo,
disminuye la relación de amplitud entre las armónicas adyacentes porque le envolvente
decae más rápidamente, y cobran más importancia los armónicos de baja frecuencia. El
ciclo de trabajo condiciona la aparición o no de algunas armónicas: para la señal con ciclo
de trabajo50 % están ausentes las armónicas pares, y para las señales con ciclo de trabajo
de 20 % y 40 % no se observan las armónicas de orden quinto, y sus múltiplos. A pesar
que el analizador espectral utilizado no es de muy buena calidad, se pueden detectar
fácilmente armónicas de hasta de orden 1 /2.

La escala del eje de tiempos es de 50 µs/div, y la del eje de frecuencias de 24 kHz/div.

Espectro de un tren de tonos (ráfaga o “burst”)

Un tren de tonos o ráfaga b(t) está formada por una onda senoidal o portadora xp(t)
modulada por una onda cuadrada r(t). Esta modulación puede pensarse como el pro-
ducto de la onda senoidal de la frecuencia del tono por la onda cuadrada que fija la
duración y tasa de repetición. En consecuencia, el espectro de esta señal es la convolución
de los espectros de la señal senoidal, y de la onda cuadrada.

El espectro de una señal senoidal xp (t) = A cos
(
2π fpt

)
, de frecuencia fp, es

Xp ( f ) =
A
2

δ
(

f + fp
)
+

A
2

δ
(

f − fp
)

. (B.3)

El espectro de una señal cuadrada de período T0 = 1/ f0 y ciclo de trabajo d = τ/T0 está
dado por (B.2). Por lo tanto, si el tren de tonos b (t) es b (t) = r (t)× xp (t), su espectro
será B ( f ) = R ( f ) ∗ Xp( f ), y según las ecuaciones (B.2) y (B.3),

B ( f ) =
A
2

∞

∑
k=−∞

d sinc (d k)
[
δ
(

f − fp − k f0
)
+ δ

(
f + fp − k f0

)]
.

El espectro es discreto, y su envolvente es la de dos sinc( · ), centradas en las frecuencia
± fp, respectivamente.

En la Fig. B.16 se muestran diferentes trenes de tonos de fp = 100 kHz, con duraciones
desde τ = 10 µs hasta τ = 50 µs. En este caso, la señal portadora tiene una frecuencia de
fp = 100 kHz y la onda cuadrada moduladora es de frecuencia de f0 = 1/T0 = 10 kHz,
con ciclos de trabajo τ/T0 que van del 10 % al 50 %.

En las figuras de la izquierda se observan dos trazos, que corresponden a la señal tem-
poral (trazo superior), y el espectro del tren de tonos (trazo inferior). El espectro de esta
señal corresponde efectivamente a la convolución del espectro de una señal sinusoidal
(un par de impulsos en ±100 kHz) con el espectro de una señal cuadrada de 10 kHz
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Fig. B.16. Trenes de pulsos con distintos ciclos de trabajo y sus espectros.
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(impulsos en las frecuencias múltiplos de 10 kHz, modulados por un sinc( · ) cuya am-
plitud y extensión depende del ciclo de trabajo de la onda cuadrada). De esta forma se
pueden comprender algunos fenómenos que serían difíciles de interpretar a partir de una
derivación puramente matemática. Por ejemplo, la ausencia de las armónicas pares de la
onda cuadrada de 10 kHz para la señal con ciclo de trabajo de 50 % (fila inferior).

La relación entre la frecuencia portadora y la moduladora puede obtenerse en base a la
distancia entre las distintas armónicas y el pico correspondiente a 100 kHz. La frecuencia
de la moduladora está dada por la separación entre los picos del espectro. A medida
que disminuye la duración de la ráfaga o “burst” (o bien el ciclo de trabajo de la señal
moduladora) la envolvente de los pulsos disminuye en amplitud, pero se hacen más
relevantes las componentes de frecuencias superiores. La forma de la envolvente tipo
sinc( · ) es evidente.

En los espectros, la falta de simetría de los impulsos vecinos a la frecuencia de la porta-
dora de 100 kHz se explica por la influencia que las “colas” de uno de los sinc( · ) ejerce
sobre el otro. En los espectros medidos la influencia es mayor porque los sinc( · ) se con-
volucionan con la respuesta impulsiva del filtro del analizador que tiene un ancho de
banda finito.

En la columna de la derecha de la Fig. B.16 se muestra el módulo de los espectros calcu-
lados matemáticamente. Nuevamente, la similitud entre ambos resultados es notoria. La
escala del eje de tiempos es de 20 µs/div, y la del eje de frecuencias de 40 kHz/div.

Espectro de una señal ASK

Una de las maneras más sencillas de transmitir información digital es utilizando una
modulación de amplitud, representando el “1” lógico con un tono de una frecuencia de-
terminada, y el “0” lógico con ausencia de señal. Este protocolo se conoce como ASK
(Amplitude Shift Keying en inglés), y tiene buenas características para bajos volúmenes de
tráfico. Una aplicación típica son los modems por onda portadora utilizados, por ejemplo,
para automatización hogareña, donde distintos dispositivos intercambian información a
baja velocidad por el cableado de la línea eléctrica con el propósito de controlar de man-
era remota sistemas de iluminación, accionamientos, sensores, etc.

La señal ASK es muy similar al tren de tonos comentado en la sección anterior, y por lo
tanto el espectro tiene las mismas características. En la Fig. B.17(a) se muestra una porta-
dora de 115.2 kHz modulada por una onda cuadrada de 300 Hz, y en la Fig. B.17(b) una
parte de su espectro en el rango de frecuencias comprendido entre 105 kHz y 125 kHz. Se
distingue claramente la portadora, y las bandas laterales formadas por las armónicas de
la señal de 300 Hz. Como el ciclo de trabajo de la moduladora es del 50 %, no se observan
las armónicas pares; en la figura se aprecia la distinta separación entre la portadora y
las primeras frecuencias laterales de 300 Hz, y entre los armónicos de la moduladora. La
escala vertical es de 5 dB por división, y debido a la modulación con onda cuadrada los
armónicos decaen muy lentamente, a razón de 2 dB/kHz, ocupando una porción signi-
ficativa del espectro. En aplicaciones como la descripta más arriba, esto puede dar lugar
a interferencias indeseadas con otros equipos, y para evitar inconvenientes las normas
internacionales reglamentan el contenido espectral admisible para este tipo de señales.

Para disminuir la ocupación espectral se modifica ligeramente el flanco del pulso sigu-
iendo un perfil tipo “coseno elevado”, como se observa en la Fig. B.17(c) . Esta transi-
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Fig. B.17. Señales y espectros de un modem ASK. Forma de onda de una portadora sinusoidal
modulada por una onda cudrada (a) y su espectro (b) . Forma de onda ASK con
flancos suavizados (c) y su espectro (d) .

ción suavizada ocasiona que las bandas laterales decaigan más rápidamente, a razón de
10 dB/kHz, como se muestra en el espectro de la Fig. B.17(d) . Estas formas de ondas
están generadas por un integrado diseñado para implementar modems por onda porta-
dora, el TDA5051A de Philips.

Espectro de una suma de sinusoides

En este caso se muestra el espectro de una suma de sinusoides de diferente amplitud
y frecuencia, tal como se aprecia en la Fig. B.18. La traza superior muestra una señal de
5 kHz, con una amplitud de 1.562 Vpp (traza 1), a la que se suma una señal de 20 kHz, con
una amplitud de 20.94 Vpp (traza 2). El canal 3 muestra la suma de las dos señales; salvo
por una ligera ondulación, en esta representación temporal es prácticamente imposible
distinguir la componente de baja frecuencia.

En la Fig. B.19(a) se aprecia el espectro de esta señal obtenido con un espectrógrafo
digital. En este caso, la amplitud de cada pico está relacionada con la potencia en dB
de cada señal. La relación entre la amplitud de los picos es un poco más de 2 divi-
siones (22.81 dB, según el marcador), que se corresponde con la relación de amplitud
de 20,98/1,562 = 13,42 (= 22,56 dB). En la parte inferior de la figura se observa la posi-
ción de los marcadores, que indican que los picos del espectro corresponden a frecuencias
de 20.02 kHz y de 4.785 kHz.

En la Fig. B.19(b) se muestra el mismo espectro, pero esta vez obtenido con un espectró-
grafo analógico. El eje de frecuencias está ajustado a 5 kHz por división, siendo notorio
el pico correspondiente a la señal de 20 kHz. En este caso, como la relación entre las
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Fig. B.18. Gráfica temporal de señales sinusoidales. Trazo 1: 1.562 Vpp, 5 kHz. Trazo 2: 20.94
Vpp, 20 kHz. Trazo 3: suma de las dos señales anteriores.

Fig. B.19. Espectro de la suma de sinusoides de la Fig. B.18: imagen de un espectrógrafo digital
(a); imagen de un espectrógrafo analógico (b) .

amplitudes se representa en forma lineal, es difícil detectar el tono de 5 kHz, que está
ubicado en las posiciones indicadas con las flechas. Sin embargo, una observación atenta
permite distinguir una ondulación de pequeña amplitud. De todos modos, este tono es
indistinguible en la representación temporal de la figura de la Fig. B.18.

Espectro de una señal modulada por un tono

En el trazo superior de la Fig. B.20(a) se muestra una señal de 10 kHz, que modula a una
portadora de 100 kHz. Si la señal moduladora es

xm (t) = Am cos(2π fmt),

y la portadora está dada por

xp (t) = Ap cos(2π fpt),

la señal modulada es
xMA (t) = [1+ ka xm (t)] xp (t) ,

donde ka es la sensibilidad de amplitud del modulador. Si se define el factor de modulación
(adimensional) µ = ka Am, xMA (t) puede escribirse

xMA (t) = [1+ µ cos(2π fmt)] Ap cos(2π fpt)
= Ap cos(2π fpt) +

1
2 µAp cos

[
2π
(

fp + fm
)

t
]
+ 1

2 µAp cos
[
2π
(

fp − fm
)

t
]

.
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Fig. B.20. Modulación con un tono. Señal moduladora (trazo superior) y señal modulada (trazo
inferior) (a); Espectro de la señal modulada (b).

Para evitar distorsiones (sobremodulación) debe verificarse que ka Am < Ap, o bien, que
µ < 1. Este tipo de modulación se denomina modulación de amplitud (MA). Como el pro-
ducto de las señales en tiempo se corresponde con la convolución de los espectros en
frecuencia, el espectro de la señal modulada xMA (t) será la convolución de los espectros
de las señales xm (t) y xp (t) , sumado al propio espectro de xp (t) . El espectro de xm (t)
es

Xm ( f ) = 1
2 Am δ ( f − fm) +

1
2 Am δ ( f + fm) ,

y el espectro de xp (t) está dado por

Xp ( f ) = 1
2 Ap δ

(
f − fp

)
+ 1

2 Ap δ
(

f + fp
)

,

por lo que el espectro de xMA (t) será

XMA ( f ) = 1
2 Ap δ

(
f − fp

)
+ 1

2 Ap δ
(

f + fp
)
+ (B.4)

µ
4 Ap δ

(
f − fp − fm

)
+ µ

4 Ap δ
(

f − fp + fm
)
+

µ
4 Ap δ

(
f + fp − fm

)
+ µ

4 Ap δ
(

f + fp + fm
)

.

Los tonos que aparecen en las frecuencias ±
(

fp + fm
)

se denominan bandas laterales su-
periores, y los que aparecen en ±

(
fp − fm

)
, bandas laterales inferiores.

La señal modulada se observa en la traza inferior de la Fig. B.20(a). El espectro de esta
señal se observa en la Fig. B.20(b). Es claramente visible la componente de ±100 kHz, y
las “bandas laterales” ubicadas en −110 kHz, −90 kHz, 90 kHz y 110 kHz. Nuevamente,
el espectro medido en el analizador es muy similar al que resulta de la convolución de
los espectros de dos señales sinusoidales. Es sencillo determinar el índice de modulación
µ a partir del espectro, ya que de la ecuación (B.4) µ es el doble de la relación entre las
amplitudes de las bandas laterales y de la portadora. En efecto, si la amplitud de la banda
lateral es ABL, y la de la portadora es AP, resulta

ABL

AP
=

µ
4 Ap
1
2 Ap

=
µ

2
⇒ µ = 2

ABL

AP
.

Para el caso de la figura, µ ≈ 0,88.
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Fig. B.21. Señal moduladora (traza superior) y señal modulada (traza inferior). La señal mod-
uladora es, a su vez, una señal modulada!

Fig. B.22. Espectro para frecuencias positivas de la señal de la traza inferior de la Fig. B.21 (a).
Detalle de la portadora y las bandas laterales (b).

Espectro de una señal modulada por dos tonos

Finalmente, en la traza superior de la Fig. B.21 se muestra una señal modulada por dos
señales sinusoidales de 1 kHz y 10 kHz, respectivamente, la que a su vez se utiliza
para modular una portadora de 100 kHz. Esta señal se aprecia en la traza inferior de
la Fig. B.21.

La parte positiva del espectro de la señal modulada se muestra en la Fig. B.22(a). Se ob-
serva la portadora de 100 kHz y las dos bandas laterales a±10 kHz de la portadora, cada
una de las cuales presenta tres picos, correspondientes a las componentes de la modu-
lación de 1 kHz. En la Fig. B.22(b) se muestra un detalle de la portadora y las bandas
laterales, donde se aprecia con más claridad el efecto de la modulación de la señal de 1
kHz.

Estudio de generadores de señales senoidales

El análisis espectral es útil para analizar la calidad de generadores de señales sinusoidales,
como los que se utilizan en los laboratorios de electrónica. Estos generadores se con-
struyen de distintas maneras; los más antiguos se basan en osciladores tipo puente de
Wien, Colpitts u otro. Algunos más modernos y de bajo costo generan la señal senoidal
a partir de la deformación de una onda triangular con circuitos de diodos o transistores;
la onda triangular se obtiene por integración de la onda cuadrada generada por un os-
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cilador de relajación, basado en la comparación de la carga y descarga de un circuito RC.
Cuando se necesita mayor precisión de frecuencia se recurre a generadores que usan la-
zos de enganche de fase. Otra clase de generadores sintetizan la señal sinusoidal a partir
de muestras almacenadas en una memoria barrida repetidamente según la frecuencia de
operación requerida.

Cada uno de los métodos de generación tienen sus ventajas e inconvenientes. Por ejemp-
lo, los generadores basados en osciladores tipo puente de Wien o Colpitts exhiben com-
ponentes armónicas debido al mecanismo de control de amplitud; lo mismo ocurre con
los generadores en que la señal de salida se obtiene a partir del recorte de una onda trian-
gular. En los generadores de lazo de enganche de fase pueden aparecer componentes no
armónicas debido a la intermodulación de los distintos osciladores patrones necesarios
para barrer todo el rango de frecuencia, etc.

En la Fig. B.23 se muestran algunos de los generadores de señales disponibles en los dis-
tintos laboratorios. Para cada modelo se grafica la forma de onda temporal y el espectro
de dicha señal. En todos los casos se ha seleccionado una señal de salida sinusoidal con
una amplitud aproximada de 10 V pico a pico. Si bien hay algunas pequeñas diferencias
entre las distintas formas de onda, es muy difícil deducir la distorsión presente en cada
una de ellas a partir de la representación temporal, y menos aún medirla. En cambio,
el espectro revela no sólo el nivel de distorsión, sino que también brinda indicios del
principio de funcionamiento o compromisos de diseño del generador.

Todos los generadores presentados en la primera parte de la Fig. B.23 (en la página 267)
generan la onda senoidal a partir del recorte de una onda triangular. Esto se pone de ev-
idencia en los gráficos de los espectros, que exhiben armónicas importantes (los “picos”
ubicados en los múltiplos de 10 kHz), ya que es difícil generar una sinusoidal perfecta
utilizando esta técnica. En particular, en la forma de onda temporal del generador Gold-
star GF2002C de la Fig. B.23(e) se puede apreciar un pequeño quiebre en el segundo pico
de la señal. En el espectro aparecen además tanto las armónicas pares como impares, lo
que indica una falta de simetría de la forma de onda.

El resto del espectro es indicativo del nivel de ruido presente a la salida. El generador GW
GFG8015 de la Fig. B.23(b) es uno de los que tiene menor piso de ruido, mientras que en
el Krohn-Hite 1200A de la Fig. B.23(a) el nivel de ruido es superior. Una comparación de-
tallada de estos dos espectros revela otra característica interesante: mientras el ruido del
generador GW GFG8015C es prácticamente plano, en función de la frecuencia, en el gen-
erador Krohn-Hite 1200A este piso de ruido se incrementa en cercanías de la frecuencia
fundamental. Este efecto se debe a pequeñas variaciones en la frecuencia del oscilador,
como también se pone de manifiesto en el mayor ancho de las armónicas de 10 kHz.

También son de interés los espectros de los generadores BK Precision 2030 de la Fig. B.23(c),
y el Goldstar GF2002C de la Fig. B.23(e) , ya que sus espectros exhiben gran cantidad de
armónicas de menor amplitud y frecuencia entre las armónicas de 10 kHz. Para el caso
del generador BK Precision 2030 de la Fig. B.23(c) estas armónicas de aproximadamente
1 kHz pueden deberse a fugas del oscilador local utilizado para generar modulación de
amplitud. En el caso de generador Goldstar, que cuenta con una pantalla digital para in-
dicar la frecuencia de la señal, podría deberse a los relojes de la lógica digital necesaria
para comandar el frecuencímetro.

Por último, el generador Topward GF8140 la Fig. B.23(d) presenta algunos efectos ex-
traños, como los picos en el piso de ruido ubicados en los 40 kHz, 50 kHz y 90 kHz, como
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Fig. B.23. Algunos generadores comerciales, ajustados para una señal de salida senoidal de 10
kHz, mostrando la forma de onda temporal y su espectro.
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Fig. B.23 (continuación).
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así también algunas componentes de frecuencias espurias entre medio de las armónicas
de 10 kHz.

En conclusión, de este lote de generadores el que tiene mejor desempeño respecto al nivel
de ruido es el GW GFG 8015C de la Fig. B.23(b) , aunque tiene algunas componentes
armónicas de amplitud importante.

En la continuación de la Fig. B.23 (en la página 268) se muestra el desempeño de otro con-
junto de generadores de señales. Con la excepción del generador Hewlett-Packard 200
CD la Fig. B.23(g), los demás son equipos mucho más avanzados y elaborados que los
listados en la página 267: su funcionamiento está basado en la síntesis digital de frecuen-
cia, y por lo tanto son muy estables en el tiempo. Además tienen mayor pureza espectral
(menor cantidad de componentes frecuenciales fuera de las armónicas) o armónicas de
menor amplitud. En particular, éste es el caso del generador GW Instek SFG 2004, que si
bien tiene un nivel de ruido importante, las armónicas de la fundamental tienen ampli-
tudes relativas cercanas a−75 dB. Sin embargo, hay algunas componentes de frecuencias
extrañas, por ejemplo cerca de los 45 kHz y cerca de los 65 kHz.

Un generador interesante es el Hewlett Packard 200CD en la Fig. B.23(g). Este es un
equipo valvular, de alrededor de 1952, basado en un oscilador tipo puente de Wien. Se
destaca por su bajo nivel de ruido, y armónicas de pequeña amplitud, que se ocasionan
en el sistema de control de amplitud. Por otra parte, las líneas espectrales muy angostas
revelan una buena estabilidad en frecuencia, comparado, por ejemplo, con el generador
Krohn-Hite la Fig. B.23(a) . Es notable que un instrumento de esta antigüedad conserve
un nivel de desempeño tan destacado, lo que es indicativo de la calidad de su construc-
ción.

El generador Hewlett Packard 8116A la Fig. B.23(h) es de mediados de la década del 70.
Es uno de los primeros generadores sintetizados programable. Si bien el espectro muestra
unas componentes armónicas de amplitud importante, el piso de ruido es más uniforme,
aunque no necesariamente menor, que los generadores listados en la página 267.

En la Fig. B.23(i) se muestra el desempeño del generador Hewlett Packard 3326A. Tam-
bién es un equipo de la década del 70, y en realidad consta de un par de generadores
acoplados que se pueden barrer simultáneamente manteniendo constante una diferen-
cia de frecuencia, o variar con extremada precisión la fase de una de las salidas respecto
de la otra. Si bien tiene un piso de ruido no menor, de alrededor de los −100 dB, es el
generador de mayor pureza espectral, y casi no se observan armónicas de la señal.

El generador Agilent 33220A, que se muestra en la Fig. B.23(j) es el más moderno de
todos los presentados, de mediados de la década del 80. Es un generador sintetizado
con muy bajo nivel de ruido, aunque tiene algunas componentes frecuenciales espurias,
además de las armónicas de la señal, pero de muy pequeño nivel.

Para facilitar la comparación de los distintos generadores se calculó la distorsión y el niv-
el de ruido de la salida. Aunque en los gráficos de los espectros es sencillo distinguir qué
es ruido y qué es distorsión, algorítmicamente esto es un poco más complejo. Por simpli-
cidad se calculó la distorsión en base a la contribución de los armónicos de la frecuencia
fundamental. El índice d de distorsión armónica, también conocido como distorsión ar-
mónica total (DAT), se define como

d =
xe f − ye f

xe f
,
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Tabla B.1: Características distintivas de algunos generadores de señales.

Generador Tipo Rango Distorsión Ruido
% dB dB

Krohn-Hite 1200A recorte 0.200 Hz a 3.0 MHz 0,412 −47,70 −91,87

GW GFG8015G recorte 0.200 Hz a 2.0 MHz 0,536 −45,41 −115,64

BK Precision 3020 recorte 0.020 Hz a 2.0 MHz 0,955 −40,40 −104,09

Topward G8149 recorte 0.100 Hz a 10.0 MHz 0,170 −55,39 −109,58

Goldstar FG2002C recorte 0.020 Hz a 2.0 MHz 0,823 −41,70 −113,58

GW Instek SFG2004 sintetizado 0.100 Hz a 4.0 MHz 0,055 −65,14 −115,24

Hewlett Packard 200CD puente 5.000 Hz a 0.6 MHz 0,169 −55,42 −120,72

Hewlett Packard 8116A sintetizado 0.001 Hz a 50.0 MHz 0,785 −42,10 −108,96

Hewlett Packard 3326A sintetizado 0.001 Hz a 13.0 MHz 0,007 −82,67 −103,44

Agilent 33220A sintetizado 1.000 µHz a 20.0 MHz 0,013 −77,69 −120,14

Fig. B.24. Caracterización de los generadores en función del nivel de ruido y del índice de
distorsión. Los “mejores generadores”son los ubicados en el extremo inferior izquierdo
del gráfico.
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donde xe f es el valor eficaz de la señal pura e ye f el valor eficaz de la señal con distorsión.
Para el caso de señales sinusoidales donde la distorsión está generada únicamente por
los armónicos de la señal, en base a la identidad de Parseval se puede escribir este índice
como

d =

√√√√ ∞

∑
k=2

∣∣∣∣ ck

c1

∣∣∣∣2
donde los ck son los coeficientes de Fourier de la señal, y se ha despreciado la contribu-
ción del armónico c0 que es el nivel de continua o valor medio de la señal. Esta última
expresión permite calcular el índice de distorsión directamente a partir de los gráficos
de la Fig. B.23, ya que cada uno de los armónicos observados es la expresión en dB del
cociente |ck/c1|.
El piso de ruido se calculó en base al promedio del resto de las componentes del espectro..

La Tabla B.1 resume los cálculos del valor de distorsión d (en porcentaje y en dB) y el
piso de ruido de cada generador. Estos mismos resultados se sintetizan en la Fig. B.24. En
esta figura, los generadores con menor nivel de ruido y menor distorsión se ubican en
el extremo inferior izquierdo del gráfico. Se evidencian los generadores Hewlett Packard
200CD [Fig. B.23(g)] y Agilent 33220A [Fig. B.23(j)] como aquellos con menor nivel de
ruido, y el Hewlett Packard 3326A [Fig. B.23(i)] como el generador con menor nivel de
distorsión. Por otra parte, los generadores Krohn-Hite 1200A [Fig. B.23(a)] y BK Precision
3020 [Fig. B.23(c)] son los que tienen desempeño más pobre.

Las mediciones Los espectros de la Fig. B.23(c) se calcularon muestreando la señal tem-
poral con una tarjeta adquisidora Agilent U2353 de 16 bits de resolución, con una fre-
cuencia de muestreo de 500 kHz. Los datos fueron ponderados con una ventana de von
Hann, y el espectro calculado con una transformada rápida de Fourier de 65536 puntos.
Los detalles de este tipo de implementación se estudiarán más adelante.
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C
Demostración experimental del efecto

Gibbs

El enfoque de la sección anterior, que considera la expresión de las sumas parciales co-
mo resultado de filtrar una onda cuadrada x(t) con un filtro pasabajos (Fig. 2.79) puede
reproducirse experimentalmente utilizando un filtro real. La Fig. C.1 muestra el esque-
ma de la experiencia de laboratorio. El filtro es un pasabajos tipo elíptico de orden 8, con
ganancia unitaria y una ondulación de 0,1 dB en la banda de paso, y una atenuación may-
or a 50 dB en la banda de rechazo, cuya frecuencia de corte puede ajustarse entre 44 Hz y
22 kHz. La experiencia consiste en excitar el sistema con una onda cuadrada de período
T0 = 10 ms (frecuencia fundamental f0 = 1/T0 = 100 Hz), y observar la salida del filtro
para distintas frecuencias de corte fc del filtro pasabajos.

Los resultados del experimento se resumen en la Fig. C.2. En la Fig. C.2(a) se representa
la onda cuadrada x(t) que es la entrada al sistema; la escala de tensión es de 400 mV/div,
y la escala temporal es de 1 ms/div. En la Fig. C.2(b) se grafica el espectro de esta señal,
obtenido con un analizador espectral. La escala de amplitud es de 5 dB/div, y el eje de
frecuencias se extiende desde 0 Hz hasta 4.88 kHz. Como la escala vertical es logarít-
mica no se distingue la envolvente tipo sinc ( · ) . Por otra parte, como la señal x(t) tiene
simetría de media onda, no aparecen las armónicas pares. En el espectro se observan com-
ponentes armónicas de hasta 4.7 kHz, es decir se puede detectar hasta la 47ma armónica
de la frecuencia fundamental f0 = 100 Hz.

Las Figs. C.2(c)-(e) muestran la forma de onda de salida, el espectro y la respuesta im-
pulsiva del filtro cuando la frecuencia de corte se ajusta en fc = 600 Hz. La Fig. C.2(c)
revela que la forma de onda de salida presenta un sobrepico del 17 % de la amplitud de
la señal de entrada. El filtro anula las componentes frecuenciales superiores a la 5ta ar-
mónica, como se aprecia en el espectro de la Fig. C.2(d) . El período de las ondulaciones
de la señal de salida es similar al de las ondulaciones de la respuesta impulsiva del filtro,

Fig. C.1. Demostración experimental del efecto Gibbs.
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Fig. C.2. Efecto Gibbs en un filtro pasabajos. Señal de exitación x(t) (a) . Espectro X( f ) (b) .
Señal de salida y(t), espectro Y( f ) y respuesta impulsiva h(t) para el filtro con fc =
600Hz (c)-(e) . Ídem para fc = 1400 Hz ( f )-(h). Ídem para fc = 2600 Hz (i)-(k).
Ídem para fc = 4400 Hz (l)-(n).

que se representa en la Fig. C.2(e), con una diferente escala temporal (5 ms/div).

El efecto del incremento de la frecuencia de corte del filtro a fc = 1400 Hz se ilustra en
las Figs. C.2( f )-(h). La señal de salida está compuesta por las primeras 13 componentes
armónicas de la onda cuadrada x(t) de entrada, como revela la Fig. C.2(g). El sobrepi-
co de la salida se mantiene prácticamente de la misma amplitud [Fig. C.2( f )], pero las
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Fig. C.3. Cálculo de la salida y(t) del filtro causal por convolución entre x̃(t) y hc(t).

ondulaciones son de menor período, que, nuevamente, coincide con el mostrado por la
respuesta impulsiva del filtro, representada en la Fig. C.2(h).

A medida que se aumenta el ancho de banda del filtro pasabajos a fc = 2600 Hz [Figs. C.2(i)-
(k)] y a fc = 4400 Hz [Figs. C.2(l)-(n)], la señal de salida incluye la contribución de mayor
número de armónicos de la señal de entrada (25 y 43 armónicos, respectivamente). Si bi-
en aumenta la frecuencia de las ondulaciones de la señal de salida, en correspondencia
con la forma de onda de la respuesta impulsiva [Figs. C.2(k), C.2(n)], la amplitud del
sobrepico queda constante [Figs. C.2(i), C.2(l)].

La sucesión de las formas de onda de la señal de salida y(t) representadas en las Figs. C.2(c),
( f ), (i), (l) es muy similar a la sucesión de respuestas temporales de la Fig. 2.77. La difer-
encia más significativa es la ocurrencia del sobrepico antes del cambio de amplitud en la
señal de entrada en las respuestas de la Fig. 2.77, efecto que está ausente en las formas
de onda temporales de la Fig. C.2. Otra diferencia es la amplitud del sobrepico, que para
las respuestas de la Fig. 2.77 es de alrededor del 9 %, mientras que para las de la Fig. C.2
es casi el doble (17 %). El motivo de estas discrepancias es que la truncación de la serie
de Fourier a una suma finita de ±N términos es equivalente a un filtrado ideal no causal,
mientras que la experiencia descrita en esta sección es, necesariamente, el resultado de
un filtrado causal. Este hecho puede comprobarse comparando las respuestas impulsivas
de uno y otro filtro: mientras que la respuesta impulsiva del filtro ideal es una función
tipo sinc( · ), como se representa en la Fig. 2.79, y por lo tanto no nula para t < 0 (esto
es, no causal), la respuesta del filtro elíptico de la experiencia es causal, como se obser-
va en las Figs. C.2(e), (h), (k), (n) , que se anulan para t < 0. La referencia temporal en
estas figuras está dada por el origen del pulso que se observa en la parte inferior de los
oscilogramas.

El efecto de “filtrar” la onda cuadrada con un filtro ideal se representa en la Fig. 2.80,
donde se muestra la convolución entre x(t) y la respuesta impulsiva del filtro ideal h(t).
El sobrepico que ocurre antes del cambio de amplitud de la señal de entrada se debe
al efecto anticipatorio causado por la parte no causal de la respuesta impulsiva h(t) del
filtro ideal; un ejemplo claro es el cálculo para t = t2 o t = t3 que se muestra en la
Fig. 2.80(e), ( f ). El cálculo de la salida cuando se filtra la señal con un filtro causal se
representa esquemáticamente en la Fig. C.3. En este caso, como hc(t) = 0 para t < 0, el
filtro no puede prever el cambio de amplitud de la señal de entrada.

Reproducir estos resultados de manera analítica es difícil porque la respuesta impulsiva
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Fig. C.4. Respuesta impulsiva de un sistema causal (a) y anticausal (b) .

hc(t) del filtro elíptico de orden 8 es matemáticamente complicada. Por este motivo, para
analizar el efecto de la causalidad del filtro sobre el fenómeno de Gibbs, se obtendrán
las respuestas que resultan de filtrar una onda cuadrada con dos filtros de bajo orden
cuya respuesta en frecuencia tenga el mismo módulo pero distinta fase, de modo que sus
respuestas impulsivas resulten causales y no causales, respectivamente.

C.1. Filtros causales y no causales con idéntica respuesta de am-
plitud

El propósito de esta sección es construir sistemas continuos, causales y no causales, cuyas
respuestas en frecuencia tengan igual módulo. Una forma posible es a partir de un sis-
tema prototipo causal con respuesta impulsiva real hp(t) y respuesta en frecuencia Hp( f ),
es decir que hp(t) y Hp( f ) forman un par transformado

hp(t) ⇐⇒ Hp( f ). (C.1)

Como hp(t) es causal, hp(t) = 0 para t < 0, como se muestra en la Fig. C.4(a) . Por lo
tanto, hp(−t) es la respuesta impulsiva de un sistema anticausal, es decir hp(−t) = 0
para t > 0 [Fig. C.4(a)] y su respuesta en frecuencia está dada por

F{hp(−t)} =
∫ ∞

−∞
hp(−t)e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
hp(s)e−j2π f (−s)ds = Hp(− f ) = H∗p( f ),

donde la última igualdad es válida sólo si h( · ) es real. Se tiene entonces el par transfor-
mado de Fourier

hp(−t) ⇐⇒ H∗p( f ). (C.2)

A partir de las relaciones (C.1) y (C.2) se pueden definir tres tipos de sistemas cuya re-
spuesta en frecuencia tiene el mismo módulo:

un sistema causal con respuesta impulsiva hc(t) = hp(t) ∗ hp(t);

un sistema anticausal con respuesta impulsiva ha(t) = hp(−t) ∗ hp(−t);

un sistema no causal (bilátero) con respuesta impulsiva hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t).

A continuación se estudian las principales características de estos sistemas derivados del
sistema prototipo con respuesta impulsiva hp(t) y respuesta en frecuencia Hp( f ).

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



C.1. Filtros causales y no causales con igual amplitud 277

Fig. C.5. Etapas del calculo de la convolución hp(t) ∗ hp(t) para derivar el filtro causal hc(t)
[(a)-(c)] y de hp(−t) ∗ hp(−t) para obtener el filtro anticausal [(d)-( f )].

C.1.1. El sistema causal

El sistema hc(t) definido por la convolución de la respuesta impulsiva hp(t) del sistema
prototipo con sí misma es causal, porque hc(t) = 0 para t < 0. En la Fig. C.5(a) se rep-
resenta una etapa del cálculo de la convolución, indicando las respuestas h(τ) y h(t− τ)
para t < 0. Como no hay solapamiento, la convolución es nula para todo t < 0. Por otra
parte, la Fig. C.5(b)muestra la misma etapa para t > 0. En este caso sí hay solapamiento,
lo que indica que la convolución no es necesariamente nula para t ≥ 0. De manera que
hc(t) = hp(t) ∗ hp(t) es nula para t < 0, como se indica en la Fig. C.5(c) , y por lo tanto es
causal. En particular, la respuesta impulsiva del sistema hc(t) se puede calcular como

hc(t) = hp(t) ∗ hp(t) =

{
0, t < 0,∫ t

0 hp(τ)hp(t− τ) dτ, t ≥ 0.
(C.3)

En base al par transformado (C.1) y la propiedad de convolución temporal, se observa
que este sistema satisface el par transformado de Fourier

hc(t) = hp(t) ∗ hp(t) ⇐⇒ Hc( f ) = Hp( f )Hp( f ) = |Hp( f )|2ej2 arg{Hp( f )}. (C.4)

C.1.2. El sistema anticausal

Se puede obtener un sistema anticausal definiendo sus respuesta impulsiva como ha(t) =
hp(−t) ∗ hp(−t). Para evitar confusiones se notará ĥp(t) = hp(−t). Como hp(t) = 0
para t < 0, entonces hp(−t) = ĥp(t) = 0 para t > 0, y por lo tanto también ha(t) =
hp(−t) ∗ hp(−t) = ĥp(t) ∗ ĥp(t) = 0 para t > 0. En la Fig. C.5(c) se muestra una etapa
del cálculo de la convolución para t < 0. En este caso, ĥc(τ) y ĥc(t − τ) = hc(−t + τ)
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Fig. C.6. Etapas del cálculo de la convolución entre hp(t) y hp(−t) para calcular hnc(t), refle-
jando hp(t) [(a)-(c)] o hp(−t) [(e)-( f )].

se solapan siempre para cualquier t < 0. Para el caso en que t > 0, como se muestra
en la Fig. C.5(d) , nunca se produce solapamiento entre ĥc(τ) y ĥc(t− τ) para t > 0. En
síntesis, la respuesta impulsiva ha(t) = hp(−t) ∗ hp(−t) = ĥp(t) ∗ ĥp(t) = 0 para t > 0,
y el sistema es anticausal, como se muestra en la Fig. C.5(e) . En particular, la respuesta
impulsiva del sistema ha(t) se puede calcular como

ha(t) = hp(−t) ∗ hp(−t) =

{ ∫ 0
t hp(−τ)hp(τ − t) dτ, t < 0,

0, t ≥ 0,
(C.5)

y comparando las ecuaciones (C.3) y (C.5) se observa que

ha(t) = hc(−t). (C.6)

En base al par transformado (C.1) y la propiedad de convolución temporal, se observa
que este sistema satisface el par transformado de Fourier

ha(t) = hp(−t) ∗ hp(−t) ⇐⇒ Ha( f ) = H∗p( f )∗Hp( f ) = H∗c ( f ) = |Hp( f )|2e−j2 arg{Hp( f )}.
(C.7)

C.1.3. El sistema no causal (bilátero)

Por otra parte, la convolución entre hp(t) y hp(−t) no es causal, pero tampoco anticausal,
tal como se ilustra en la Fig. C.6(a)-(c) . La Fig. C.6(a) muestra una etapa de la convolu-
ción entre hp(−τ) y hp(σ)

∣∣
σ=t−τ

= hp(t − τ), para t < 0. Ambas señales se solapan, y
por lo tanto el resultado de la convolución, para t < 0, no es idénticamente nula. Para
el caso t ≥ 0, ilustrado en la Fig. C.6(b) las señales también se solapan de modo que
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tampoco la convolución es necesariamente nula para t > 0. Otro punto de vista se rep-
resenta en la Fig. C.6(d), donde se muestra una etapa de la convolución entre hp(τ) y
hp(−σ)

∣∣
σ=t−τ

= hp[−(t − τ)], para t < 0, y en la Fig. C.6(e) para t ≥ 0. En cualquiera
de los dos casos hay solapamiento, y en consecuencia, el sistema hnc(t) definido por
hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t) no es idénticamente nulo para t < 0 o para t ≥ 0, como se
grafica en la Fig. C.6(c) y ( f ). En otras palabras el sistema no es causal ni anticausal, lo
que justifica la denominación bilátero. Además, teniendo en cuenta que

hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t) =
∫ ∞

−∞
hp(t− τ)hp(−τ) dτ =

∫ ∞

−∞
hp[−(t− τ)]hp(τ) dτ = hnc(−t),

resulta que hnc(t) = hnc(−t), es decir, el sistema no causal tiene una respuesta impulsiva
simétrica. Por lo tanto, para calcular hnc(t) basta calcular la convolución sólo para t > 0,
por ejemplo. Se tiene entonces que

hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t) =
∫ ∞

s
hp[−(s− τ)]hp(τ) dτ

∣∣∣∣
s=|t|

.

Aplicando el teorema de la convolución temporal y teniendo en cuenta el par transfor-
mado (C.2) se puede establecer que el sistema no causal hnc(t) satisface la relación

hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t)⇐⇒ Hnc( f ) = Hp( f )H∗p( f ) = |Hp( f )|2. (C.8)

Los sistemas Hc( f ), Ha ( f ) y Hnc ( f ) con respuestas impulsivas hc(t) = hp(t) ∗ hp(t)
(causal), ha(t) = hp(−t) ∗ hp(−t) y hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t) (no causal) definidos en (C.4),
(C.7) y (C.8), respectivamente, tienen el mismo módulo de la respuesta en frecuencia.
Como el sistema no causal Hnc( f ) tiene fase nula, esta relación y la propiedad de las
funciones pares de la Sección 2.5.7 también muestran que hnc(t) debe ser real y simétrica.

Los sistemas Hc( f ), Ha( f ) y Hnc( f ) generados de esta forma tienen un orden igual al
doble del orden de Hp( f ), de modo que siempre resultan de orden par.

EJEMPLO C.1. Sistema de segundo orden
Si se parte del par transformado (filtro prototipo de primer orden)

hp(t) = ae−2π fctu(t) ⇐⇒ Hp( f ) =
a

2π fc + j2π f
,

donde a > 0 y fc > 0, se encuentra que el sistema causal está caracterizado por la respuesta
impulsiva

hc(t) = hp(t) ∗ hp(t) =

 0, t < 0,∫ t

0
ae−ατae−2π fc(t−τ)dτ = a2te−2π fct 0 ≤ t,

que puede escribirse de manera más compacta como

hc(t) = a2te−2π fctu(t).
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Fig. C.7. Respuesta impulsiva y respuesta en frecuencia de los filtros de segundo orden causales
(a)-(c) , no causales (d)-( f ) y anticausales (g)-(i) .

La forma de onda de esta respuesta se representa en la Fig. C.7(a) . Tiene un valor máximo de
a2/(2πe fc), que se alcanza en t = 1/(2π fc). Su transformada de Fourier está dada por

Hc( f ) =
(

a
2π fc + j2π f

)2
=

a2

(2π fc)2 − (2π f )2 + j4π2 fc f
=

a2

(2π fc)2 + (2π f )2
e−j2 arctan( f / fc).

(C.9)
Esta respuesta en frecuencia tiene un máximo en f = 0, donde vale a2/(2π fc)2; en f = fc la
amplitud cae a la mitad. El módulo y fase de esta respuesta se muestran en las Figs. C.7(b) y (c),
respectivamente.

Por otra parte, el sistema no causal (bilátero) está definido por

hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t) =
∫ ∞

s
ae−2π fcτae2π fc(s−τ)dτ

∣∣∣∣
s=|t|

=
a2

4π fc
e−2π fc |t|

cuya respuesta temporal, que tiene un máximo en t = 0 donde alcanza a2/(4π fc), se grafica en la
Fig. C.7(d) . Su transformada de Fourier es

Hnc( f ) =
∣∣∣∣ a
2π fc + j2π f

∣∣∣∣2 = a2

(2π fc)2 + (2π f )2
, (C.10)

que se representa en módulo y fase en las Figs. C.7(e) y ( f ), respectivamente.

Finalmente, de acuerdo con las relaciones (C.6) y (C.7), la respuesta impulsiva del sistema anticausal
es

ha(t) = hc(−t) = −a2te2π fctu(−t)

cuya respuesta en frecuencia está dada por

Ha( f ) =
a2

(2π fc)2 + (2π f )2
ej2 arctan( f / fc).
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Los tres sistemas tienen el mismo módulo de la respuesta en frecuencia, |Hc( f )| = |Hnc( f )| =
|Ha( f )|, y sólo difieren de la respuesta de fase. �

EJEMPLO C.2. Sistema de cuarto orden
El sistema con respuesta impulsiva (filtro prototipo de segundo orden)

hp(t) =
a√

1−ξ2
e−2π fcξt sen

(
2π fc

√
1−ξ2t

)
u(t)

tiene transformada de Fourier

Hp( f ) =
a2

(j2π f )2 + j2ξ(2π fc)2π f + (2π fc)2
,

cuyo módulo y fase están dados por

|Hp( f )|= a2

2π
√
( fc2− f 2)2 + (2ξ fc f )2

, arg{Hp( f )} = − arctan
(

2ξ fc f
f 2
c − f 2

)
.

El sistema causal de cuarto orden derivado de este sistema prototipo tiene respuesta impulsiva

hc(t) = hp(t) ∗ hp(t)

=
a2

2
t e−2π fcξt(

1−ξ2
)2

[
sinc

(
2π fc

√
1−ξ2t

)
− cos

(
2π fc

√
1−ξ2t

)]
u(t),

para t > 0, tal como se muestra en la Fig. C.8(a) . La envolvente1 tiene un máximo en t =
1/(2π fcξ), donde alcanza el valor a2/[4π fceξ(1− ξ2)]. La respuesta en frecuencia está dada por

|Hc( f )| = a4/(2π)4

( fc2− f 2)2 + (2ξ fc f )2
, arg{Hc( f )} = −2 arctan

(
2ξ fc f
f 2
c − f 2

)
. (C.11)

Esta respuesta en módulo y fase se representa en las Figs. C.8(b) y (c) , respectivamente. Tiene un
sobrepico en f = fc, donde alcanza a4/[(2ξ)2(2π fc)4]; en f = 0 el módulo de la respuesta en
frecuencia es a4/(2π fc)4.

La respuesta impulsiva del sistema no causal (bilátero) de cuarto orden generado a partir del sistema
prototipo es

hnc(t) = hp(t) ∗ hp(−t)

=
1
4

a2

2π fc
e−2π fcξ|t|

1
ξ

cos
(

2π fc

√
1−ξ2t

)
− 1√

1−ξ2
sen
(

2π fc

√
1−ξ2|t|

) .

La evolución de esta respuesta en función del tiempo se ilustra en la Fig. C.8(d) ; la envolvente aprox-
imada a2e−2π fcξ|t|/(8π fcξ) alcanza el máximo en el origen. La respuesta en frecuencia asociada
está dada por

Hnc( f ) =
a4/(2π)4

( fc2− f 2)2 + (2ξ fc f )2
, arg{Hnc( f )} = 0, (C.12)

1Por simplicidad, se considera que la envolvente es a2t e−2π fcξt/[2(1− ξ2)2], que no es exacta pues sinc( · )−
cos( · ) puede ser mayor que la unidad. La envolvente exacta es ec(t) = a2

4π fc

e−2π fcξt

(1−ξ2)3/2

√
4π2 f 2

c(1−ξ2)t2−1, y

alcanza su máximo emáx =
a2

2π fc
√

2(1−ξ2)
e2ξ2/(1−ξ2+

√
1−6ξ2+5ξ4)√

−ξ2+
√

1−6ξ2+5ξ4
en tmáx =

ξ
π fc

(
1−ξ2+

√
1−6ξ2+5ξ4

)−1
. Esta

simplificación no afecta el argumento principal del desarrollo.
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282 C. Demostración experimental del efecto Gibbs

Fig. C.8. Respuesta impulsiva y respuesta en frecuencia de los fitros de cuarto orden causales
(a)-(c) , no causales (d)-( f ) , y anticausales (g)-(i).

y su módulo y fase se muestran en las Figs. C.8(e) y ( f ) , respectivamente.

Finalmente, la respuesta impulsiva del sistema anticausal es, de acuerdo con (C.6)

ha(t)=
a2

2
−t e2π fcξt(

1−ξ2
)2

[
sinc

(
2π fc

√
1−ξ2t

)
− cos

(
2π fc

√
1−ξ2t

)]
u(−t),

para t < 0, como se representa en la Fig. C.8(g). Además, según (C.7),

|Ha( f )| = |H∗c ( f )| = a4/(2π)4

( fc2− f 2)2 + (2ξ fc f )2
, arg{Ha( f )} = 2 arctan

(
2ξ fc f
f 2
c − f 2

)
,

tal como se grafica en la Fig. C.8(h) e (i).

Nuevamente, los módulos de las respuestas en frecuencia Hc( f ), Ha( f ) y Hnc( f ) son iguales, y las
respuestas sólo difieren en la fase. �

C.2. Determinación de las respuestas temporales

La salida de los filtros causales o no causales cuando son excitados una onda cuadrada
de amplitud unitaria y período T0 = 1/ f0 se puede calcular en tiempo aplicando la con-
volución entre la señal x̃(t) y la respuesta h (t) del filtro, o en frecuencia, afectando los
coeficientes de la serie de Fourier de x̃(t) por la respuesta de los filtros a cada frecuencia
armónica. Ambos puntos de vista se exploran en esta sección. En primer lugar se estudia
el filtro de segundo orden con respuesta sobreamortiguada analizado en el Ejemplo C.1,
y posteriormente el filtro de cuarto orden con respuesta subamortiguada del Ejemplo C.2.
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Fig. C.9. Construcción para determinar el valor de sgn(τ/2− t+ σ).

C.2.1. Cálculo en el dominio tiempo

En primer lugar se calculan los resultados usando la convolución. De manera similar
al desarrollo de la Sección anterior, para calcular analíticamente el comportamiento en
cercanías de los puntos de discontinuidad de x̃(t), se aproxima x̃(t) por la función sgn(t):

x̃(t) ≈ 1
2 +

1
2 sgn (τ/2− t) .

EJEMPLO C.3. Filtro causal de segundo orden con respuesta sobreamortiguada
Como se desea que el filtro tenga ganancia unitaria, se adopta a = 2π fc, de modo que la respuesta
impulsiva es

hc(t) = (2π fc)
2te−2π fctu(t).

Por lo tanto,

yc(t) = x̃(t) ∗ hc(t) =
∫ ∞

−∞
x̃(t− σ) ∗ hc(σ) dσ ≈

∫ ∞

0

[
1
2 +

1
2 sgn (τ/2− t+ σ)

]
hc(σ) dσ.

El límite inferior de la última integral es 0 porque hc(σ) = 0 para σ < 0. Desarrollando, se encuentra
que

yc(t) =
∫ ∞

0

1
2 hc(σ) dσ+

∫ ∞

0

1
2 sgn (τ/2− t+ σ) hc(σ) dσ = 1

2 +
1
2

∫ ∞

0
sgn (τ/2− t+ σ) hc(σ) dσ.

En el cálculo de la primera integral se tiene en cuenta que el área bajo la respuesta impulsiva hc(t)
es unitaria, pues Hc( f )| f=0 = 1. Para el cálculo de la segunda integral es conveniente tener en
cuenta el valor de sgn (τ/2− t+ σ). Como se observa en la construcción de la Fig. C.9(a), si
t > τ/2 es conveniente partir el intervalo de integración en dos subintervalos: (0, t− τ/2), donde
sgn (τ/2− t+ σ) = −1, y (t− τ/2, ∞), donde sgn (τ/2− t+ σ) = 1. Por otra parte, si t < τ/2,
como se ilustra en la Fig. C.9(b) , sgn (τ/2− t+ σ) = 1 para σ > 0. En consecuencia,

sgn (τ/2− t+ σ) =


1, si τ/2− t+ σ > 0, i.e. σ > t− τ/2,
−1, si τ/2− t+ σ < 0, i.e. σ < t− τ/2,

}
si t > τ/2

1, si τ/2− t+ σ > 0, i.e. σ > t− τ/2, si t < τ/2

Por lo tanto,

∫ ∞

0
sgn (τ/2− t+ σ) hc(σ) dσ =


∫ ∞

0 hc(σ) dσ = 1, si t < τ/2,

−
∫ (t−τ/2)

0 hc(σ) dσ+
∫ ∞
(t−τ/2) hc(σ) dσ, si t > τ/2.
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Fig. C.10. Respuestas temporales de la salida y(t) del filtro de segundo orden causal (a) , no
causal bilátero (b) ,y anticausal (c) para distintos valores de fc.

Como

−
∫ (t−τ/2)

0
hc(σ) dσ+

∫ ∞

(t−τ/2)
hc(σ) dσ = −1+ 2[1+ 2π fc(t− τ/2)]e−2π fc(t−τ/2),

recolectando resultados se encuentra que

yc(t) =

{
1, si t < τ/2,

[1+ 2π fc(t− τ/2)]e−2π fc(t−τ/2), si t > τ/2.
(C.13)

Esta expresión muestra que la respuesta no tiene sobrepicos, y que a medida que aumenta el ancho
de banda del filtro crece la magnitud de la pendiente durante el transitorio. La variación temporal
de yc(t) en cercanías de la discontinuidad se representa en la Fig. C.10(a) para distintos valores de
fc. �

EJEMPLO C.4. Filtro no causal de segundo orden con respuesta sobreamortiguada
En este caso, para que la respuesta en frecuencia del filtro tenga ganancia unitaria para frecuencia
cero (corriente continua), la respuesta impulsiva está dada por

hnc(t) = π fce−2π fc |t|,

y entonces,

ync(t) = x̃(t) ∗ hnc(t) =
∫ ∞

−∞
x̃(t− σ) ∗ hnc(σ) dσ ≈

∫ ∞

−∞

[
1
2 +

1
2 sgn (τ/2− t+ σ)

]
hnc(σ) dσ

= 1
2

∫ ∞

−∞
hnc(σ) dσ+ 1

2

∫ ∞

−∞
sgn (τ/2− t+ σ) hnc(σ) dσ.

Como
∫ ∞
−∞ hnc(σ)dσ = 1, partiendo la segunda integral en dos intervalos se tiene que

ync(t) = 1
2 +

1
2

∫ (t− τ
2 )

−∞
sgn (τ/2− t+ σ) hnc(σ) dσ+ 1

2

∫ ∞

(t− τ
2 )

sgn (τ/2− t+ σ) hnc(σ) dσ.

Tomando en cuenta el valor de sgn (τ/2− t+ σ) en cada intervalo, para t > τ/2, como se muestra
en la Fig. C.9(a), resulta

ync(t) = 1
2 −

1
2

∫ (t− τ
2 )

−∞
hnc(σ) dσ+ 1

2

∫ ∞

(t− τ
2 )

hnc(σ) dσ = 1
2 e−2π fc(t− τ

2 ).
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Por otra parte, si t < τ/2, según la Fig. C.9(b), se tiene que

ync(t) = 1
2 −

1
2

∫ (t− τ
2 )

−∞
hnc(σ) dσ+ 1

2

∫ ∞

(t− τ
2 )

hnc(σ) dσ = 1− 1
2 e2π fc(t− τ

2 ).

y por lo tanto

ync(t) =
1
2
− 1

2
sgn

(
t− τ

2

) (
1− e−2π fc|t− τ

2 |
)

. (C.14)

La respuesta temporal para distintos valores de fc se muestra en la Fig. C.10(b) . Nuevamente, no se
observan sobrepicos, pero sí la respuesta “anticipativa” de la salida, que empieza a decrecer antes
que cambie la entrada. �

EJEMPLO C.5. Filtro anticausal de segundo orden con respuesta sobreamortiguada
Como la respuesta impulsiva ha(t) del filtro anticausal satisface ha(t) = hc(−t), se puede calcular
que

ya(t) =

{
1− [1− 2π fc(t− τ/2)]e2π fc(t−τ/2), si t < τ/2,

0, si t > τ/2.
(C.15)

que se representa en la Fig. C.10(c) para distintos valores de fc. �

EJEMPLO C.6. Filtro causal de cuarto orden con respuesta subamortiguada
Para que el filtro tenga ganancia unitaria en la banda de paso, se elige a = 2π fc, por lo que la
respuesta impulsiva del filtro prototipo es

hc(t) =
(2π fc)2

2
t e−2π fcξt(

1−ξ2
)2

[
sinc

(
2π fc

√
1−ξ2t

)
− cos

(
2π fc

√
1−ξ2t

)]
u(t)

El método de cálculo de la salida yc(t) para esta respuesta es similar al del Ejemplo C.3. En este
caso,

−
∫ (τ/2−t)

0 hc(σ) dσ+
∫ ∞
(τ/2−t) hc(σ) dσ =

= −1+ e
− ξ√

1−ξ2
θ

2(1−ξ2)

{[
2(1−ξ2)− ξ√

1−ξ2
θ

]
cos θ+

(
ξ√
1−ξ2

+2ξ
√

1−ξ2+θ

)
sen θ

}
,

donde θ = 2π fc

√
1− ξ2(t− τ/2). Por lo tanto,

yc(t)=


1, si θ < 0,

e
− ξ√

1−ξ2
θ

2(1−ξ2)

{[
2(1−ξ2)− ξ√

1−ξ2
θ

]
cos θ+

(
ξ√
1−ξ2

+2ξ
√

1−ξ2+θ

)
sen θ

}
, si θ > 0.

(C.16)
La Fig. C.11 muestra la respuesta temporal de la salida yc(t) en un entorno de la discontinuidad
para distintos valores de ξ y fc. �
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Fig. C.11. Respuestas temporales de la salida yc(t) del filtro causal de cuatro orden, para dis-
tintos valores de ξ (a) y de fc (b) .

Fig. C.12. Respuestas temporales de la salida yc(t) del filtro causal de cuatro orden, para dis-
tintos valores de ξ (a) y de fc (b) .

EJEMPLO C.7. Filtro no causal de cuarto orden con respuesta subamortiguada
La salida del sistema puede calcularse siguiendo un esquema de cálculo similar al del Ejemplo C.4.

Fig. C.13. Respuestas temporales de la salida ya(t) del filtro anticausal de cuarto orden, para
distintos valores de ξ (a) y de fc (b) .
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En este caso, a = 2π fc para que el filtro tenga ganancia unitaria, y entonces,

hnc(t) =
π fc

2
e−2π fcξ|t|

1
ξ

cos
(

2π fc

√
1−ξ2t

)
− 1√

1−ξ2
sen
(

2π fc

√
1−ξ2|t|

) .

Tomando en cuenta el valor de sgn (τ/2− t+ σ) en cada intervalo, para t < τ/2 resulta [Fig. C.9(a)]

ync(t) = 1
2 −

1
2

∫ (t− τ
2 )

−∞
ha(σ) dσ+ 1

2

∫ ∞

(t− τ
2 )

ha(σ) dσ

=
1
2

e−2π fcξ|t− τ
2 |
cos

(
2π fc

√
1−ξ2

∣∣∣t− τ

2

∣∣∣)− 1− 2ξ2

2ξ
√

1−ξ2
sen
(

2π fc

√
1−ξ2

∣∣∣t− τ

2

∣∣∣)


y para t < τ/2,

ync(t) = 1− 1
2

e−2π fcξ|t− τ
2 |
cos

(
2π fc

√
1−ξ2

∣∣∣t− τ

2

∣∣∣)− 1− 2ξ2

2ξ
√

1−ξ2
sen
(

2π fc

√
1−ξ2

∣∣∣t− τ

2

∣∣∣)


de modo que

ync(t) = 1
2 −

1
2 sgn

(
t− τ

2
) {

1−e−2π fcξ|t− τ
2 |×cos

(
2π fc

√
1−ξ2 ∣∣t− τ

2

∣∣)− 1− 2ξ2

2ξ
√

1−ξ2
sen
(

2π fc

√
1−ξ2 ∣∣t− τ

2

∣∣) (C.17)

La Fig. C.12 muestra la evolución temporal de la salida del filtro no causal ync(t) para distintos
valores de ξ y fc. �

EJEMPLO C.8. Filtro anticausal de cuarto orden con respuesta subamortiguada
La respuesta impulsiva de este filtro puede escribirse en función de la respuesta impulsiva del filtro
causal, y resulta

ha(t) = hc(−t) = − (2π fc)2

2
t e2π fcξt(
1−ξ2

)2

[
sinc

(
2π fc

√
1−ξ2t

)
− cos

(
2π fc

√
1−ξ2t

)]
u(−t),

y por lo tanto la expresión de la salida del filtro puede escribirse como

ya(t)=

1− e

ξ√
1−ξ2

θ

2(1−ξ2)

{[
2(1−ξ2)+ ξ√

1−ξ2
θ

]
cos θ−

(
ξ√
1−ξ2

+2ξ
√

1−ξ2−θ

)
sen θ

}
, si θ < 0,

0, si θ > 0.
(C.18)

donde θ = 2π fc

√
1− ξ2(t− τ/2). La Fig. C.13 muestra la evolución temporal de la salida del filtro

anticausal ya(t) para distintos valores de ξ y fc. �
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EJEMPLO C.9. Cálculo de los sobrepicos
La salidas del filtro causal yc(t) [ecuación (C.16)], del filtro no causal ync(t) [ecuación (C.17)] y la
del filtro anticausal [ecuación (C.18)] presentan sobrepicos, como se observa en las Figs. C.11, C.12
y C.13. A continuación se detalla el cálculo de estos sobrepicos en función de los parámetros del
circuito (ξ y fc).

Filtros causal y anticausal: Debido a la similitud entre los filtros causal Hc( f ) y anticausal
Ha( f ), los sobrepicos tienen la misma magnitud, pero cambia la ubicación de los mismos:
mientras que en el filtro causal ocurren para t > τ/2, en la salida del filtro anticausal se
ubicanen t < τ/2. Por ello de aquí en más se detallan sólo los cálculos para la salida del filtro
causal. La envolvente de la salida yc(t) es

ec(t) =
e
− ξ√

1−ξ2
θ

2(1−ξ2)3/2

√
4+ θ2 − 3ξ2 + 2ξθ

√
1− ξ2,

que alcanza su máximo cuando

θ∗ =
1

2ξ

[
(1− 2ξ2)

√
1− ξ2 +

√
1− 17ξ2 + 16ξ4 − 4ξ6

]
, (C.19)

siempre que

0 < ξ <
1√
6

(
8− 13

(73− 6
√

87)1/3
− (73− 6

√
87)1/3

)1/2

≈ 0,24987.

Los extremos relativos ocurren donde dyc(θ)/dθ = y′(θ) = 0; para θ > 0, la derivada es

y′c(θ) = −
e
− ξ√

1−ξ2
θ

2
(

1−ξ2
)2 (θ cos θ − sen θ),

que se anula cuando θ = tan θ. Esta ecuación trascendente tiene múltiples soluciones; las
primeras cinco ocurren en

θ1 = 4,49341, θ2 = 7,2525, θ3 = 10,9041, θ4 = 14,0662, θ5 = 17,2208.

El máximo de yc ocurre en la solución más próxima a θ∗ dada por (C.19). El valor del sobrepico
en estos instantes está dado por

∆yc,k = e
− ξ√

1−ξ2
θ

1+ θk

 θk + 2ξ
√

1− ξ2

2(1− ξ2)

 cos θk.

A medida que ξ → 0 el máximo sobrepico se alcanza en valores crecientes de θk. En las
variables originales, los sobrepicos ocurren en

tk =
θk

2π fc

√
1−ξ2

+
τ

2
, k ∈ Z.

En cualquier caso, el sobrepico es independiente del ancho de banda del filtro fc, y sólo depende
del factor de amortiguamiento ξ.

Filtro no causal: Para t > τ/2, la derivada de la salida ync(t) se anula cuando√
1−ξ2 cos

(
2π fc

√
1−ξ2

∣∣∣t− τ

2

∣∣∣)+ ξ sen
(

2π fc

√
1−ξ2

∣∣∣t− τ

2

∣∣∣) = 0,
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Fig. C.14. Sobrepicos de las respuestas de los filtros causales/anticausales y no causales de
cuarto orden cuando se los excita con una onda cuadrada.

de donde resulta que los extremos relativos ocurren cuando

t =
τ

2
+

2πk− arc cos ξ

2π fc

√
1−ξ2

para k ≥ 1. El sobrepico en estos puntos está dado por

|∆ync| =
1

4ξ
e

ξ√
1−ξ2

(arc cos ξ−kπ)

.

La comparación de los sobrepicos en función de ξ se representa en la Fig. C.14. Los filtros causal o
anticausal tienen sobrepicos de mayor magnitud que el filtro no causal ya que, si bien las áreas bajo
las respuestas impulsivas hc(t), ha(t), hnc(t) son unitarias, las variaciones son mayores para hc(t)
o ha(t) que para hnc(t) porque las primeras ocurren sólo en el rango t > 0 o t < 0, mientras que
la respuesta no causal hnc(t) está definida para −∞ < t < ∞. �

C.2.2. Cálculo en el dominio frecuencia

La salida de los filtros también puede calcularse en el dominio frecuencial, antitrans-
formando el producto en frecuencia las transformadas X( f ) de la entrada x(t) con las
respuestas en frecuencia de cada filtro, Hc( f ) o Hnc( f ), o Ha( f ) según corresponda. Co-
mo la entrada x(t) es una onda cuadrada con un ciclo de trabajo del 50 % y amplitud
unitaria, definida por

x̃(t) =
{

1, kT < t < kT + T/2,
0, kT + T/2 < t < (k+ 1)T,

la transformada de Fourier de un período es

X( f ) = T
2 sinc

( T
2 f
)

,

por lo que sus coeficientes de Fourier son de la forma

ck =
1
T

X( f )| f=k/T =
1
2 sinc

( 1
2 k
)

.
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Como la señal de entrada tiene simetría de media onda, los coeficientes correspondientes
a k pares se anulan. Por lo tanto, la transformada de Fourier de la onda cuadrada es

X( f ) = ∑
k

ckδ( f − k f0) = ∑
k

1
2 sinc

( 1
2 k
)

δ[ f − k f0].

Si esta entrada excita un sistema lineal e invariante en el tiempo con respuesta en fre-
cuencia H( f ) = |H( f )| ejφ( f ), la transformada de Fourier Y( f ) de la salida y(t) es

Y( f ) = X( f )H( f ) = H( f )∑
k

ckδ( f − k f0) = ∑
k

ck H(k f0)δ( f − k f0)

y por lo tanto,

y(t) = F−1{Y( f )} = ∑
k

ck H(k f0)ej2πk f0t = ∑
k

ck |H(k f0)| ej[2πk f0t+φ(k f0)].

En particular, como los ck son simétricos (ck = c(−k)), y los filtros tienen respuesta impul-
siva real, φ(k f0) = −φ(−k f0), de modo que y(t) puede escribirse como

y(t) = c0H(0) +
∞

∑
k=1

ck |H(k f0)|
[
ej[2πk f0t+φ(k f0)] + e−j[2πk f0t+φ(k f0)]

]
= c0H(0) +

∞

∑
k=1

2ck |H(k f0)| cos[2πk f0t+ φ(k f0)].

Los filtros pasabajos analizados en esta sección tienen ganancia unitaria en la banda de
paso, de modo que H(0) = 1, y c0 = 1/2. Además, los filtros causales, anticausales y no
causales difieren sólo en la fase, y los filtros no causales tienen fase nula, de modo que
las salidas yc(t), ync(t) e ya(t) de los filtros causales, no causales y anticausales pueden
escribirse como

yc(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k

|Hc(k f0)| cos[2πk f0t+ φ(k f0)], (C.20)

ync(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k

|Hnc(k f0)| cos[2πk f0t], (C.21)

ya(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k

|Ha(k f0)| cos[2πk f0t− φ(k f0)], (C.22)

donde se ha supuesto, como anteriormente que Ha( f ) = H∗c ( f ). En general, por efecto
de los filtros estas series son absolutamente convergentes, pero es complicado encontrar
una expresión matemática cerrada para y(t). A continuación se calcula la salida para los
filtros causales y no causales de segundo y cuarto orden analizados previamente.

EJEMPLO C.10. Filtro de segundo orden
Filtro causal: La respuesta en frecuencia del filtro causal de segundo orden está dada por la
ecuación (C.9). Si la relación entre la frecuencia de corte del filtro y la frecuencia fundamental
de la onda cuadrada se designa con ρ, ρ = fc/ f0, se encuentra que

Hc(k f0) =
1

1+ (k/ρ)2
e−j2 arctan(k/ρ).
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Por lo tanto,

yc(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k[1+ (k/ρ)2]

cos[2πk f0t− 2 arctan(k/ρ)]. (C.23)

Es sencillo demostrar que la serie es absolutamente convergente para cualquier valor de t. En
efecto,

|yc(t)| <
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1,

k impar

1
k[1+ (k/ρ)2]

<
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1,

k impar

1
1+ (k/ρ)2

=
1
2
+

ρ

2
tanh

(πρ

2

)
< ∞.

La expresión matemática en forma cerrada resulta en una expresión muy complicada. Sin
embargo es posible encontrar el resultado numérico en función de ρ y f0. Utilizando Mathe-
matica se puede calcular el valor numérico de la salida para cualquier valor de t. Los comandos
necesarios son:

yct[t_,f0_,r_] := (1/2)+
(2/Pi)NSum[Sin[Pi k/2]/(k(1+(k/r)^2)) Cos[2 Pi f0 t - 2 ArcTan[k/r]]];

Yc = Table[{t, yct[t, 1, 5]}, {t, 0, 3, 0.005}];
ListPlot[Yc, PlotJoined -> True];

Una gráfica de la suma de la serie se muestra en la Fig. C.15(a) .

Filtro no causal: La respuesta en frecuencia del filtro no causal de segundo orden se calculó
en (C.10). Utilizando la notación anterior, resulta

Hnc(k f0) =
1

1+ (k/ρ)2
.

La salida del filtro es

ync(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k[1+ (k/ρ)2]

cos(2πk f0t). (C.24)

La serie comparte la cota de la serie del filtro causal. Nuevamente, la expresión en forma
cerrada es muy complicada. La comparación de las expresiones (C.23) y (C.24) revela que la
única diferencia está en el atraso de fase que agrega el filtro causal. Una gráfica de la forma
de onda temporal se representa en la Fig. C.15(b) .

Filtro anticausal: La respuesta en frecuencia del filtro anticausal es

Ha(k f0) =
1

1+ (k/ρ)2
e+j2 arctan(k/ρ),

que es la expresión conjugada de Hc(k f0) y por lo tanto la salida del filtro es

ya(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k[1+ (k/ρ)2]

cos[2πk f0t+ 2 arctan(k/ρ)], (C.25)

que coincide con (C.23) salvo por el signo de la suma en el argumento del coseno: en este
caso la salida del filtro adelanta en fase a la entrada. La forma de onda temporal de (C.25) se
representa en la Fig. C.15(c) .

Comparación de las respuestas: La diferencia entre las respuestas (C.13)-(C.14)-(C.15), calculadas
en el dominio tiempo, y las respuestas (C.23)-(C.24)-(C.25) calculadas en el dominio frecuencia, es
que las primeras son aproximaciones válidas sólo en cercanías de la discontinuidad t = τ/2 [porque
la entrada x(t) se aproximó por sgn(t− τ/2)] mientras que las segundas son válidas para todo t.
Una inspección cuidadosa de ambas respuestas en un entorno de τ/2 no revela diferencias. �
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292 C. Demostración experimental del efecto Gibbs

Fig. C.15. Respuesta de los filtros causales, no causales (biláteros) y anticausales de segundo
orden (a)-(c), y de cuarto orden (d)-( f ), respectivamente. En todos los casos, ρ =
fc/ f0 = 5, y para el filtro de cuarto orden, ξ = 0,5.

EJEMPLO C.11. Filtro de cuarto orden con respuesta subamortiguada
Filtro causal: La respuesta del filtro causal de cuarto orden, calculada en (C.11), puede
escribirse como

Hc(k f0) =
1

(1−k2/ρ2)2 + (2ξk/ρ)2
, φ(k f0) = arg{Hc(k f0)} = −2 arctan

[
2ξk/ρ

1−(k/ρ)2

]
.

La salida del filtro, calculada en base a la expansión en series de Fourier de x(t), resulta

yc(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k[(1− k2/ρ2)2 + (2ξk/ρ)2]

cos
[

2πk f0t− 2 arctan
(

2ξk/ρ

1−k2/ρ2

)]
(C.26)
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Esta serie también es absolutamente convergente, es decir que

|yc(t)| <
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

1
(1− k2/ρ2)2 + (2ξk/ρ)2

< ∞,

pero en este caso aún la cota es extremadamente complicada. La forma de onda de la salida
yc(t) del filtro causal se muestra en la Fig. C.15(d) para τ/T = τ f0 = 0,5, ρ = 5 y ξ = 0,5.

Filtro no causal: La expresión de la salida del filtro no causal comparte la misma cota, y
puede escribirse como

ync(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k[(1− k2/ρ2)2 + (2ξk/ρ)2]

cos(2πk f0t). (C.27)

Esta salida se grafica en la Fig. C.15(e) para τ/T = 0,5, ρ = 5 y ξ = 0,5.

Filtro anticausal: La respuesta en frecuencia Ha( f )del filtro anticausal es la conjugada de
Hc( f ), y por lo tanto la expresión de la salida ya(t) toma la forma

ya(t) =
1
2
+

2
π

∞

∑
k=1

sen(πk/2)
k[(1− k2/ρ2)2 + (2ξk/ρ)2]

cos
[

2πk f0t− 2 arctan
(

2ξk/ρ

1−k2/ρ2

)]
(C.28)

La evolución temporal de esta salida, para τ/T = 0,5, ρ = 5 y ξ = 0,5, se grafica en la
Fig. C.15( f ) .

Comparación de las respuestas: De manera análoga al ejemplo anterior, la diferencia entre las
respuestas (C.16)-(C.17)-(C.18) calculadas en el dominio tiempo, y las respuestas (C.26)-(C.27)-
(C.28) calculadas en el dominio frecuencia, es que las primeras son solo aproximadas, válidas en un
entorno de la discontinuidad en t = τ/2, mientras que las segundas son expresiones exactas que
valen para cualquier valor de t. Nuevamente, las respuestas aproximadas y las exactas en cercanías
de la discontinuidad son iguales. �
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D
Cálculo de series y transformadas de

Fourier usando Mathematica

En este apéndice se presenta una forma sencilla de calcular los coeficientes de Fourier
y las transformadas usando Mathematica. No pretende ser una introducción a un pro-
grama tan sofisticado, sino proveer algunas herramientas para evitar laboriosos cálculos
manuales.

La principal función a utilizar es Integrate[]. El comando

Integrate[f, {x, xmin, xmax}]

devuelve la integral definida
∫ xmáx

xmı́n
f (x) dx. El uso de otros comandos se ilustra en el

siguiente ejemplo.

Fig. D.1. Señal periódica x̃(t).

EJEMPLO D.1. Cálculo de la serie de Fourier de un tren de pulsos triangulares
Se desea calcular los coeficientes de Fourier del tren de pulsos triangulares que se muestra en la
Fig. D.1. La expresión de los coeficientes está dada por la ecuación (2.30), (página 85)

ck =
1
T0

∫
T0

x(t)e−j 2π
T0

ktdt,

y en este caso es necesario separar la integral en seis partes, una para cada una de las rectas de
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Fig. D.2. Detalle de un período del tren de pulsos triangular.

pendientes ±12A/T0 como se representa en la Fig. D.2. Entonces,

ck =
1
T0

∫ −T0/6

−T0/4

(
12A
T0

t+ 3A
)

e−j 2π
T0

ktdt+
1
T0

∫ −T0/12

−T0/6

(
− 12A

T0
t− A

)
e−j 2π

T0
ktdt+

1
T0

∫ 0

−T0/12

(
12A
T0

t+ A
)

e−j 2π
T0

ktdt+
1
T0

∫ T0/12

0

(
− 12A

T0
t+ A

)
e−j 2π

T0
ktdt+

1
T0

∫ T0/6

T0/12

(
12A
T0

t− A
)

e−j 2π
T0

ktdt+
1
T0

∫ T0/4

T0/6

(
− 12A

T0
t+ 3A

)
e−j 2π

T0
ktdt.

El código en Mathematica para calcular esta integral es casi una copia de la expresión anterior:
In[1]:= ck = (Integrate[((12 A /T0)t + 3A)Exp[-(I 2π k/T0)t], {t, -T0/4, -T0/6}] +

Integrate[(-(12 A/T0)t - A)Exp[-(I 2π k/T0)t], {t, -T0/6, -T0/12}] +
Integrate[((12 A/T0)t + A)Exp[-(I 2π k/T0)t], {t, -T0/12, 0}] +
Integrate[(-(12 A/T0)t + A)Exp[-(I 2π k/T0)t], {t, 0, T0/12}] +
Integrate[((12 A/T0)t - A)Exp[-(I 2π k/T0)t], {t, T0/12, T0/6}] +
Integrate[(-(12 A/T0)t + 3A)Exp[-(I 2π k/T0)t], {t, T0/6, T0/4}])/T0

Las letras griegas se pueden ingresar utilizando la tecla ‹Esc› y la letra latina equivalente: por
ejemplo, π se ingresa como ‹Esc›p‹Esc›, α como ‹Esc›a‹Esc›, etc. La etiqueta “In[1]:=” es
agregada por el programa cuando comienza a evaluar el comando, lo que ocurre apenas se presiona
la tecla ‹Intro› del teclado numérico, o la combinación ‹Mayus›+‹Intro› del teclado común.
Luego de algunos segundos, el programa responde con:

Out[1]:= ck= 1
T0

 A
(
6− 6

e
I
6 kπ
−I kπ

)
T0

2k2π2 −
A
(
−6+6e

I
6 kπ−I kπ

)
T0

2e
I
3 kπk2π2

+

A
(

6−6e
I
6 kπ+I kπ

)
T0

2k2π2 +
Ae
I
3 kπ

(
6−6e

I
6 kπ+I kπ

)
T0

2k2π2 +

Ae
I
6 kπ

(
−6+e

I
6 kπ(6−I kπ)

)
T0

2k2π2 +
A
(
−6+e

I
6 kπ(6−I kπ)

)
T0

2e
I
2 kπk2π2


Esta expresión se puede reducir utilizando el comando Simplify[] o FullSimplify[]:

In[2]:= Ck = Simplify[ck]

y, nuevamente, luego de algunos segundos, se obtiene

Out[2]:= Ck=
12A

(
1+ 2Cos[πk

3 ]
)
Sin[πk

12 ]
2

k2π2
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Fig. D.3. Gráfico de los 10 primeros coeficientes de Fourier, para A = 1.

En Mathematica, los nombres de las funciones se escriben con mayúscula, y el argumento queda
encerrado entre corchetes. Por ejemplo, la expresion Cos[π/2] devuelve 0, pero cos(π/2) devuelve
(cos π)/2, que evidentemente es incorrecta.

La expresión de los coeficientes ck se puede simplificar aún más (esta vez “a mano”), y finalmente
se obtiene que

ck =
A
12

[
1+ 2 cos

(
πk
3

)] [
sinc

(
k

12

)]2

La función Sinc[] no está disponible en Mathematica, pero se puede definir de la siguiente manera:
In[3]:= Sinc[x_]:=If[x==0,1,Sin[πx]/(πx)];

De esta forma, se puede definir los coeficientes de Fourier como:

In[4]:= Ck = A
12

(
1+ 2Cos

[
πk
3

]) (
Sinc

[
k
12

])2
;

Algunos valores de los coeficientes se pueden generar utilizando el comando Table[]. En el siguiente
fragmento de código, este comando está incluido dentro de la instrucción FullSimplify[] para
obtener expresiones numéricas más sencillas:

In[5]:= TCk = FullSimplify[Table[Ck,{k,0,10}] ]

Out[5]:=

{
A

12
,−6(−2+

√
3)A

π2 , 0,− 2A
3π2 , 0,

6(2+
√

3)A
25π2 ,

A

π2 ,−6(2+
√

3)A
49π2 , 0,− 2A

27π2 , 0

}
Los coeficientes se pueden graficar en función de k utilizando el comando ListPlot[]:

ListPlot[Table[{k,Ck/.A->1},{k,0,10}], PlotStyle -> PointSize[0.02] ]

obteniéndose el gráfico que se muestra en la Fig. D.3.

Finalmente, se puede graficar la aproximación utilizando el comando Plot[]. En este caso, dentro
del comando Plot[] se efectúa la suma de un número finito de términos de la serie. Si se supone
A = 1 y T0 = 1, las instrucciones necesarias para graficar la aproximación son:

Plot[Sum[ 1
12(1+2Cos[

kπ
3 ]) (Sinc[

k
12])

2Exp[I 2 π k t], {k, -10, 10}], {t, -1, 1},
PlotPoints -> 50, PlotRange -> All]

El gráfico de la aproximación para la suma de 21 términos de la serie se muestra en la Fig. D.4(a) ,
y para 101 términos en la Fig. D.4(b) . �

Este ejemplo también muestra que el uso de las propiedades de la serie y la transformada
facilita el cálculo de los coeficientes, como se detalla a continuación.
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Fig. D.4. Reconstrucción del tren de pulsos triangulares a partir de la suma de 2× 10+ 1 (a)
y 2× 50+ 1 (b) términos de la serie de Fourier.

EJEMPLO D.2. Cálculo de los coeficientes de Fourier del tren de pulsos triangulares utilizando
propiedades
La idea en este caso es calcular la transformada X( f ) de un período de la señal periódica (por
ejemplo, la que se muestra en la Fig. D.2), y a partir de ella calcular los coeficientes de la serie,

ck =
1
T0

X( f )| f=k/T0
.

La manera más sencilla parecer ser comenzando con la transformada de Fourier del pulso triangular
que se extiende desde −T0/12 hasta T0/12. Esta transformada se puede calcular a partir de la
convolución de dos pulsos rectangulares de ancho T0/12, y alto

√
A, como se propone en el Ejercicio

17. Aplicando la propiedad de convolución, se encuentra que la transformada de este único pulso
triangular es

X1( f ) = AT0
12

[
sinc

(
T0
12 f
)]2

.

Los transformadas de los dos pulsos triangulares a la izquierda y a la derecha del pulso central
se calculan aplicando la propiedad de desplazamiento. El pulso de la izquierda está adelantado
τ = −T0/6 unidades de tiempo y el pulso de la derecha está atrasado en la misma cantidad. Por
lo tanto, la transformada del pulso de la izquierda es

X2( f ) = ej2π
T0
6 f X1( f )

y la del pulso de la derecha

X3( f ) = e−j2π
T0
6 f X1( f ).

Combinando estos tres resultados,

X( f ) = AT0
12

(
1+ ej2π

T0
6 f + e−j2π

T0
6 f
) [

sinc
(

T0
12 f
)]2

= AT0
12

[
1+ 2 cos

(
2π T0

6 f
)] [

sinc
(

T0
12 f
)]2

.

Finalmente, evaluando la transformada en f = k/T0, y escalando por 1/T0 se encuentra que

ck =
A
12

[
1+ 2 cos

(
π k

3

)] [
sinc

(
k

12

)]2
,

que evidentemente coincide con el resultado del ejemplo anterior. �
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Breves reseñas biográficas

Peter Barlow

Nació el 15 de octubre de 1776 en Norwich, Inglaterra. Aunque
autodidacta, su educación fue tan buena que pudo competir ex-
itosamente para un puesto de asistente matemático en la Real
Academia Militar de Woolwich. Luego de un tiempo comenzó a
contribuir varios artículos sobre matemáticas para distintas enci-
clopedias. Además de estos artículos publicó una serie de impor-
tantes libros, como An elementary investigation of the theory of num-
bers (1811) y A new mathematical and philosophical dictionary (1814).
Es recordado por dos contribuciones importantes: en 1814 pro-
dujo un segundo libro, New mathematical tables, que rápidamente
fue conocido como Las tablas de Barlow, donde se listaban los fac-
tores, cuadrados, cubos, raíces cuadradas, inversos y logaritmos
hiperbólicos de todos los números de 1 a 10000. Se consideraba tan exacto que fue reim-
preso regularmente desde entonces.

Su segunda contribución fue en el campo de la astronomía, donde diseñó un lente forma-
do por un líquido incoloro entre dos piezas de vidrio. Sin embargo, en vida fue reconoci-
do por su trabajo en electromagnetismo.

También se dedicó al estudio de la artillería, y al diseño de puentes estudiando el efecto
sobre las olas que provocaría la remoción del viejo puente de Londres. Fue designado
Real Comisionado de Trenes, y entre 1839 y 1849 llevó a cabo varios experimentos para
demostrar que las limitaciones en la pendiente de las vías y los radios de curvatura en los
giros propuestas por Stephenson eran correctas. También intentó determinar la sección
más eficiente para los rieles. Falleció en Kent el 1 de marzo de 1862.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Daniel Bernoulli

Nació el 8 de febrero de 1700 en Groningen, Holanda. Debido a la férrea oposición de

299



300 E. Breves reseñas biográficas

padre para que estudiara matemáticas, estudió medicina en Heidelberg en 1781, y en
Estrasburgo en 1719.

Su tesis doctoral versó sobre la mecánica de la respiración, en
base a los conceptos sobre conservación de la energía que le en-
señase su padre. Su trabajo médico acerca del flujo sanguíneo y
la presión arterial lo interesaron en el flujo de los fluidos.

En 1725 viaja a San Petersburgo, donde estudia los sistemas os-
cilatorios. Uno de sus mayores descubrimientos es que los movimien-
tos de las cuerdas de los instrumentos musicales se componen de
un número infinito de vibraciones armónicas superpuestas en la
cuerda.

También produjo trabajos sobre probabilidad y economía políti-
ca, pero sin duda su trabajo más importante fue el estudio de la
hidrodinámica, que contiene el primer análisis correcto del agua que fluye por un orificio.
En el capítulo 10 de Hydrodynamica discute la base de la teoría cinética de los gases.

En 1759 vuelve a Basel, donde enseña física durante 26 años. Durante las clases realizaba
distintas experiencias, que lo indujeron a conjeturar muchas leyes que no fueron verifi-
cadas hasta muchos años después, como la ley de Coulomb de la electroestática.

Ganó el Gran Premio de la Academia de París diez veces, por temas en astronomía y
náutica: sobre la teoría de las mareas de Newton (1740), ensayos en magnetismo (1743 y
1746), un método para determinar el tiempo en el mar (1747), un ensayo sobre las cor-
rientes marinas (1751), el efecto de las fuerzas en los barcos (1753), y propuestas para
reducir el cabeceo durante las marejadas (1757). También elaboró un excelente resumen
sobre la oscilación de la columna de aire en los tubos de los órganos de viento.

Recibió gran cantidad de menciones honoríficas durante su visa, y fue electo miembro de
las principales sociedades científicas de su época, incluyendo las de Bolonia, San Peters-
burgo, Berlín, París, Londres, Berna, Turín, Zurich y Manheim. Falleció el 17 de Marzo de
1782 en Basel, Suiza.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Georg Cantor

Nacido en San Petersburgo, el 3 de marzo de 1845, fue un matemático alemán, inventor
con Dedekind de la teoría de conjuntos, que es la base de las matemáticas modernas. Gra-
cias a sus investigaciones sobre los conjuntos infinitos fue el primero capaz de formalizar
la noción de infinito bajo la forma de los números transfinitos (cardinales y ordinales).

Cantor descubrió que los conjuntos infinitos no tienen siempre el mismo tamaño, o sea
el mismo cardinal: por ejemplo, el conjunto de los racionales es enumerable (“del mismo
tamaño” que el conjunto de los naturales), mientras que el de los reales no lo es: existen,
por lo tanto, varios infinitos, más grandes los unos que los otros.

Entre estos infinitos, los hay tan grandes que no tienen correspondencia en el mundo
real, asimilado al espacio vectorial R3. Este hecho supuso un desafío para un espíritu
tan religioso como el de Georg Cantor, y fue víctima de acusaciones de blasfemia por
parte de ciertos colegas envidiosos o que no entendían sus descubrimientos. Sufrió de
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depresión, y fue internado repetidas veces en hospitales psiquiátricos. Su mente luchaba
contra varias paradojas de la teoría de los conjuntos, que parecían invalidar toda su teoría
(hacerla inconsistente o contradictoria, en el sentido de que una cierta propiedad podría
ser a la vez cierta y falsa).

Además, trató durante muchos años de probar la hipótesis del
continuo, lo que se sabe hoy que es imposible, y que tiene que
ser aceptada (o rehusada) como axioma adicional de la teoría.

Empezó a interpretar el infinito absoluto (que no es concebible
por la mente humana) como Dios, y escribió artículos religiosos
sobre el tema. Hoy en día, la comunidad matemática reconoce
plenamente su trabajo, y admite que significa un salto cualitativo
importante en el raciocinio lógico.

Murió en una clínica psiquiátrica de monjas en Halle el 6 de en-
ero de 1918, aquejado de una enfermedad maníaco-depresiva (la
cual se le atribuye a su edad).

(Wikipedia)

Lennart Axel Edvard Carleson

Matemático sueco nacido el 18 de marzo de 1928, es uno de los
referentes en el área del análisis armónico.

Fue alumno de Arne Beurling, y recibió su doctorado de la Uni-
versidad de Uppsala en 1950. Es profesor emérito de la Univer-
sidad de Uppsala, del Instituto Tecnológico Real de Estocolmo,
y de la Universidad de California en Los Ángeles, y fue direc-
tor del Instituto Mittag-Leffler en Djursholm durante 1968-1984.
Entre 1978 y 1982 se desempeñó como presidente de la Unión
Matemática Internacional.

Se casó con Butte Jonsson en 1953, y es padre de dos hijos Caspar
(nacido en 1955) y Beatrice (nacida en 1958).

Su trabajo incluye la solución de muchos problemas destacados por medio de técnicas
combinacionales, entre los que merecen citarse el teorema corona (1962) en la teoría de
los espacios de Hardy, la convergencia casi en todo punto de las series de Fourier de
funciones de cuadrado integrable, y trabajos en dinámica compleja. También es conocido
por la teoría de medidas que lleva su nombre.

Además de varios artículos relevantes, ha publicado un libro muy influyente sobre teoría
potencial, Selected Problems on Exceptional Sets (1967), y en colaboración con T. W. Gamelin
un texto sobre la iteración de funciones analíticas, Complex Dynamics (1993).

Recibió muchas distinciones a lo largo de su carrera, incluyendo el Wolf Prize en Matemáti-
cas en 1992, la medalla de oro Lomonosov en 2002, la medalla Sylvester en 2003, y el pre-
mio Abel en 2006 por sus profundas contribuciones al análisis armónico y a la teoría de
sistemas dinámicos.

(Wikipedia)
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James Cooley

Nació en EE.UU. en 1926. Se graduó en 1949, y recibió su doc-
torado en 1961 en la Universidad de Columbia, Nueva York, en
matemática aplicada. Fue uno de los programadores de la com-
putadora de von Newmann en el Instituto de Estudios Avanza-
dos de Princeton, desde 1953 hasta 1956. Trabajó en cálculos de
mecánica cuántica desde 1956 hasta 1962 en el Instituto Courant,
de Nueva York, cuando se unió al grupo de investigación del
IBM Watson Research Center, Yorktown Heights, NY.

Su contribución más importante al mundo de las matemáticas y
el procesamiento digital de señales fue el desarrollo de la FFT,
realizado en conjunto con John Tukey mientras trabajaba para la
división de investigaciones de IBM en 1965. Este trabajo fue impulsado por el Dr. Richard
L. Garwin de IBM Watson Research quien trataba de averiguar el cumplimiento del trata-
do de armas nucleares con los soviéticos (acuerdos SALT). La idea era instalar sensores
sísmicos en los países vecinos a la Unión Soviética y detectar las vibraciones producidas
por los ensayos nucleares, supuestamente abolidos. Estas vibraciones se analizaban con
técnicas de Fourier, siendo necesario transformar lo más rápidamente posible un gran
volumen de datos. Sugirió la idea de cómo se podían programar un algoritmo semejante
a Cooley y Tukey, los que hicieron el trabajo. Se colocaron los sensores, se procesaron las
señales, y se pudo detectar una explosión nuclear con una precisión de 15 kilómetros del
lugar exacto.

El trabajo que publicaron Cooley y Tukey en 1965 describiendo el algoritmo de la FFT
disparó las aplicaciones del procesamiento digital de señales. Después de la publicación
Cooley se preocupó de ayudar a otros a entender el algoritmo y su uso.

Luego de retirarse de IBM en 1991 se vinculó con el Departamento de Ingeniería Eléctrica
de la Universidad de Rhode Island, Kingston, donde sigue participando de proyectos de
investigación en detección de señales.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive; IEEE)

August Leopold Crelle

Nació el 11 de marzo de 1780 en Eichwerder, Alemania. Principalmente autodidacta, sin-
tió pasión por las matemáticas, a las que dedicó su tiempo libre mientras aseguraba su
subsistencia como ingeniero civil, destacándose en la construcción y planeamiento de car-
reteras y de una de las primeras líneas férreas de Alemania para el Ministerio Prusiano
del Interior.

A pesar de no haber recibido educación formal, a los 36 años su tesis De calculi vari-
abilium in geometria et arte mechanica usu fue aprobada por la Universidad de Heidelberg,
otorgándole un doctorado. Aunque no fue un matemático original, su pasión por el tema,
su capacidad organizativa, y su habilidad para detectar jóvenes talentos matemáticos lo
hizo destacarse sobre sus pares.

Fundó en 1826 una revista dedicada exclusivamente a las matemáticas, la Journal für die
reine und angewandte Mathematik, de la que fue editor en jefe durante 52 volúmenes. En es-
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ta revista publicaron sus primeros trabajos Abel, Eisenstein, Dirichlet, Grassman, Jacobi,
Möbius, Weierstrass, entre otros.

En 1828 se vincula al Ministerio Prusiano de Educación y Cul-
tura, donde diseñó una política de enseñanza de la matemática
en las escuelas y colegios técnicos. Después de un viaje de es-
tudios a Francia en 1830, resaltó en su informe la organización
de la enseñanza matemática francesa, aunque criticaba el énfasis
en las aplicaciones. Publicó gran cantidad de libros de textos y
tablas de multiplicación, que conocieron varias ediciones.

Aunque el propósito de su revista eran tanto las matemáticas
puras como las aplicadas, cambió su punto de vista al no encon-
trar artículos de matemáticas aplicadas que tuviesen una pro-
fundidad similar. De modo que creó una revista destinada ex-
clusivamente a las aplicaciones, la Journal für die Bankunst, que conoció 30 volúmenes,
finalizando su publicación en 1851.

Crelle fue elegido miembro de la Academia de ciencias de Berlín en 1827, con el respaldo
de Alexander von Humboldt. Falleció en Berlín el 6 de octubre de 1855.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Jean D’Alembert

Nació el 17 de noviembre de 1717 en París. Hijo no reconocido
del general Destouches y de Madame de Tencin, fue dejado en
la puerta de la iglesia de Saint-Jean le Rond, donde un comisario
de policía lo recogió y dio en adopción a la mujer de un vidriero
llamado Alembert.

De todos los temas que estudió durante su juventud, su ver-
dadera pasión eran las matemáticas, en las que prácticamente
fue autodidacta. Presentó su primer trabajo a la Academia de
Ciencias de París en julio de 1739, y en 1749 envió un segundo
trabajo sobre mecánica de fluidos. Su fama de erudito le llevó
a recibir invitaciones de Federico II de Prusia y de Catalina la
Grande, que rechazó. Ayudó a resolver la controversia sobre la
conservación de la energía cinética mejorando la definición de fuerza de Newton en su
Traité de dynamique (1743).

En 1746, junto con Diderot, comenzó a editar la Encyclopédie, para la cual escribió la may-
oría de los artículos sobre matemáticas. Fue un pionero en el estudio de las ecuaciones
diferenciales a derivadas parciales y su aplicación a problemas físicos. En algunos país-
es el teorema fundamental del álgebra se conoce como teorema de d’Alembert-Gauss
porque fue el primero en dar una prueba casi completa. En 1747, en un artículo sobre el
problema de las cuerdas vibrantes, aparece por primera vez la ecuación de ondas. Fue
uno de los primeros en advertir la importancia de establecer firmemente la teoría de
límite.

Falleció el 29 de octubre de 1783 en París, donde fue enterrado en una tumba sin marca,
como era habitual con los no creyentes.
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(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Paul A. M. Dirac

Nació en Bristol, Inglaterra, el 8 de agosto de 1902. Se graduó co-
mo ingeniero electricista en 1921, pero su interés principal eran
las matemáticas, donde descolló. Su interés en la física cuántica
despertó al leer un trabajo de Heisemberg, en donde encontró
similitudes entre algunas propiedades de la mecánica cuántica y
la mecánica Hamiltoniana.

En 1928, trabajando en los spines no relativistas de Pauli, hal-
ló la ecuación de Dirac, una ecuación relativista que describe
al electrón. Este trabajo permitió a Dirac predecir la existencia
del positrón, la antipartícula del electrón, que fue observado por
primera vez por Carl Anderson en 1932. Dirac contribuyó tam-
bién a explicar el spin como un fenómeno relativista.

El libro Principles of Quantum Mechanics, publicada en 1930, se convirtió en uno de los
libros de texto más comunes en la materia y aun hoy es utilizado. Introdujo la notación
de Bra-ket y la función delta de Dirac.

En 1931 Dirac mostró que la existencia de un único monopolo magnético en el Universo
sería suficiente para explicar la cuantificación de la carga eléctrica. Esta propuesta recibió
mucha atención pero hasta la fecha no hay ninguna prueba convincente de la existencia
de monopolos.

Paul Dirac compartió en 1933 el Premio Nobel de Física con Erwin Schrödinger “por el
descubrimiento de nuevas teorías atómicas productivas.” Dirac obtuvo la cátedra Lu-
casiana de matemáticas de la Universidad de Cambridge donde ejerció como profesor de
1932 a 1969.

Aunque Dirac realizó importantes aportes a la física, su motivación fue siempre perseguir
la belleza matemática. Falleció el 20 de octubre de 1984 en Florida, EE.UU.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive; Wikipedia)

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Nació en Düren, actual Alemania, el 13 de febrero de 1805. Su familia era natural del
pueblo de Richelet en Bélgica, donde vivió su abuelo, y de donde derivó su apellido
“Lejeune Dirichlet” (“le jeune de Richelet” = “el joven de Richelet”).

Su padre era el jefe de la oficina de correos de Duren. El joven Johann fue educado en
Alemania, y después en Francia, donde aprendió de muchos de los más renombrados
matemáticos del tiempo, relacionándose con algunos como Fourier.

Tras graduarse, fue profesor en las universidades de Breslau (1826-1828), Berlín (1828-
1855) y Götingen, en donde ocupó la cátedra dejada por Gauss tras su muerte. Sus aporta-
ciones más relevantes se centraron en el campo de la teoría de números, prestando espe-
cial atención al estudio de las series, y desarrolló la teoría de las series de Fourier.
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Su primera publicación comprendió una demostración particular del teorema de Fermat,
para el caso n = 5, que también fue completada por Adrien-Marie Legendre, uno de
sus revisores. Dirichlet completó su propia prueba casi al mismo tiempo; más adelante
completó también la prueba para n = 14.

Aplicó las funciones analíticas al cálculo de problemas aritméti-
cos y estableció criterios de convergencia para las series. En el
campo del análisis matemático perfeccionó la definición y con-
cepto de función, y en mecánica teórica se centró en el estudio
del equilibrio de sistemas y en el concepto de potencial newtoni-
ano.

Se casó con Rebecka Mendelssohn, que provenía de una distin-
guida familia de judíos conversos. Era la nieta del filósofo Moses
Mendelssohn, hija de Abraham Mendelssohn Bartholdy y her-
mana del compositor Felix Mendelssohn Bartholdy. Dirchlet fal-
leció en Götingen, actual Alemania, el 5 de mayo de 1859.

(Wikipedia)

Leonhard Euler

Nació en Suiza el 15 de abril de 1707. Su interés en la matemática
despertó con las enseñanzas de su padre; posteriormente tomó
clases con Johann Bernoulli. Su tesis de 1723 compara y contrasta
las ideas filosóficas de Descartes y Newton. En 1727 se une a la
Academia de Ciencias de San Petersburgo, creada por Catalina I
dos años antes.

En 1744 comienza sus actividades como director de matemáti-
cas de la Academia de Ciencias de Berlín, donde sus tareas in-
cluían la supervisión del observatorio y los jardines botánicos,
selección de personal, atender los asuntos financieros, arreglar
la publicación de calendarios y mapas geográficos, etc. También
debía resolver problemas prácticos para el Rey, como la correción del nivel del canal de
Finow, y supervisión del trabajo en bombas y cañerías del sistema hidráulico del palacio
Sans Souci, residencia veraniega del rey, y aconsejaba al gobierno sobre las loterías del
estado, seguros, pensiones, anualidades y artillería.

A pesar de esta carga de trabajo, su producción científica durante este período fue fenom-
enal: durante los veinticinco años que estuvo en Berlín produjo alrededor de 380 artícu-
los. Escribió libros sobre el cálculo de variaciones, el cálculo de las órbitas planetarias, ar-
tillería y balística, análisis matemático, navegación y construcción de barcos, el movimien-
to de la luna, lecciones sobre cálculo diferencial, etc. En 1766, a los 59 años vuelve a San
Petersburgo.

En 1771 pierde totalmente la vista, pero gracias a su formidable memoria puede continuar
sus trabajos en óptica, álgebra y el movimiento de la luna. Después de su muerte en 1783,
la Académica de Ciencias de San Petersburgo continuó publicando sus obras inéditas
durante casi 50 años.

Su producción matemática es tan vasta que se lo considera el autor matemático más pro-
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lífico de todos los tiempos. Impulsó el desarrollo de la geometría analítica, donde fue el
primero en considerar el seno, coseno, etc. como funciones y no como cuerdas, idea que
databa desde la época de Ptolomeo. Hizo considerables aportes a la geometría, el cálcu-
lo y la teoría de números. Hizo converger el cálculo diferencial de Leibniz y Newton en
el análisis matemático. Introdujo las funciones beta y gamma, y los factores integrales
para la resolución de ecuaciones diferenciales. Estudió la mecánica del continuo, el prob-
lema de los tres cuerpos, teoría de elasticidad, acústica, la teoría ondulatoria de la luz,
hidráulica, música. Fijó las bases de la mecánica analítica.

A él se debe la notación f (x) para una función (1734), e como base de los logaritmos
naturales (1727) , i como la unidad imaginaria (1777), π para pi, y Σ para la sumatoria
(1755), la notación para diferencias finitas ∆y y ∆2y, etc.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Jean Baptiste Fourier

Nacido en Auxerre, Francia, el 21 de marzo de 1768 y huérfano
a la edad de ocho años, Jean Baptiste Joseph Fourier ingresó en
1789 en la Ecole Royale Militaire de Auxerre, donde mostró talento
para la literatura, pero muy pronto las matemáticas se volvieron
su interés principal. A los 14 años había completado el estudio
de los seis volúmenes del Cours de mathematique de Bézout.

En 1787 solicitó su ingresó en la abadía Benedictina para con-
sagrarse a la religión, aunque su interés por las matemáticas per-
manecía intacto. Su correspondencia sugiere que su propósito
era destacarse en esta ciencia: es famosa una carta suya a Bonard
donde anota: “Ayer fue mi vigésimo primer cumpleaños. A esta
edad Newton y Pascal habían hecho méritos suficientes para alcanzar la inmortalidad”.

Dejó el monasterio benedictino en 1789 y se dirigió a París, donde presentó un trabajo
sobre ecuaciones algebraicas en la Academia Real de Ciencias. En 1790 tomó un puesto
de profesor en el colegio Benedictino en la Escuela Real Militar de Auxerre, donde había
estudiado.

Hasta ese entonces, siempre dudó entre dedicarse a la religión o a las matemáticas. Sin
embargo, este conflicto se resuelve en 1793, cuando se involucra en política, donde se
unió al Comité Revolucionario local. Fourier abrazó los ideales de la Revolución, aunque
no apoyó el Terror.

La revolución era un proceso complejo, con muchas facciones que tenían objetivos co-
munes pero que estaban violentamente enfrentadas entre sí. Fourier defendió a una fac-
ción de Orleáns, y a consecuencia de ello estuvo en prisión un tiempo, con riesgo de ter-
minar en la guillotina. Finalmente, los cambios políticos acaecidos después de la muerte
de Robespierre resultaron en su liberación.

En 1795 fue admitido en la Ecole Normale de París, creada para instruir a maestros, y
modelo de otras escuelas normales. Allí fue alumno de Lagrange, quien, según Fourier,
era “el primero entre los hombres de ciencia de Europa” y de Laplace, a quien no ad-
miraba tanto. Luego de egresar, fue maestro en la Ecole Polytechnique, recién creada. A
consecuencia de su arresto previo nuevamente fue a prisión, de donde pudo ser liberado
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gracias a las súplicas de Lagrange, Laplace, Monge, sus alumnos, y un cambio de clima
político.

En 1798 se une a la Armada de Napoleón en la invasión de Egipto, como un consejero
científico. Luego de una serie de rápidas victorias fue tomado el delta del Nilo, pero la
destrucción completa de la flota napoleónica por la armada de Nelson en la batalla del
Nilo confinó a la expedición francesa a las tierras que estaba ocupando. Fourier actuó
como un administrador de instituciones políticas similares a las que existían en Francia,
y ayudo a establecer establecimientos educacionales en Egipto, además de efectuar difer-
entes exploraciones arqueológicas. Creó el Instituto de El Cairo, donde fue unos de los
doce miembros de la división matemática. Fue elegido secretario del Instituto, cargo que
ejerció durante todo el período de la ocupación francesa.

Napoleón volvió a Francia en 1799, y Fourier volvió a París en 1801 con el resto de la
fuerza expedicionaria, retomando su puesto de profesor de análisis en la Ecole Polytech-
nique.. Sin embargo, Napoleón tenía otros planes para él, y lo nombró Prefecto del De-
partamento de Isère, cargo que Fourier no deseaba, pero que no podía rechazar. Se mudó
a Grenoble, y sus principales trabajos en esa posición administrativa fueron el drenado
de los esteros de Bourgoin, y la supervisión de la construcción de una carretera entre
Grenoble y Turín. También invirtió gran parte de su tiempo en la escritura de su De-
scripción de Egipto, que no estuvo concluida hasta 1810 debido a que Napoleón introdujo
muchos cambios, reescribiendo algunas partes. Para la época de una segunda edición,
toda referencia a Napoleón había sido eliminada.

Durante su estancia en Grenoble Fourier realizó un importante trabajo matemático so-
bre la teoría del calor. Comenzó a trabajar en este tema alrededor de 1804, y para 1807
había completado su importante memoria Sobre la propagación del calor en los sólidos. Esta
memoria fue leida en el instituto de París el 21 de diciembre de 1807, y aunque ahora
es muy estimada, en su momento causó controversia, siendo comentada por Lagrange,
Laplace, Monge y Lacroix. Este comité no estaba de acuerdo con las expansiones de fun-
ciones en base a series trigonométricas (lo que hoy conocemos como series de Fourier). Las
aclaraciones de Fourier aún no lograron convencer al comité. Según autores modernos,
la claridad lógica de las explicaciones de Fourier y la inhabilidad de Laplace y Lagrange
para comprenderlas da una buena idea de la originalidad de su trabajo. Otro tipo de ob-
jeciones fue elevada por Boit, ya que Fourier no hacía mención al trabajo del primero,
publicado en 1804. Laplace y posteriormente Poisson tenían objeciones similares. Para
el Premio Matemático de 1811, el Instituto propuso el tema de la propagación del calor
en los sólidos, y Fourier envió su memoria de 1807, junto con material adicional sobre
el enfriamiento de los sólidos infinitos. Sólo se presento un manuscrito adicional, y el
comité de evaluación se decidió finalmente por el trabajo de Fourier, aunque su juicio no
fue enteramente favorable: “la manera en que el autor arriba a estas ecuaciones no está
a salvo de dificultades, y su análisis para integrarlas deja aún algo de desear, sea en su
generalidad o en su rigor”. Ante este juicio dudoso no hubo interés en publicar el trabajo
de Fourier.

Durante la época de prefecto en Grenoble tuvo una serie de encuentros y desencuentros
con Napoleón; finalmente, cuando Napoleón cayó, Fourier volvió a París, donde fue elec-
to miembro de la Academia de Ciencias en 1817, y Secretario de la sección matemática
en 1822. En ese año se publica finalmente su ensayo Théory analytique de la chaleur, cuya
impresión había sido aprobada por el Secretario anterior.
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Durante sus últimos años en París Fourier retomó sus investigaciones matemáticas, y
publicó una serie de trabajos tanto en matemáticas puras como aplicada. Su vida no tran-
scurrió sin problemas ya que su teoría del calor todavía provocaba controversias. Biot
reclamaba prioridad sobre Fourier, una queja que Fourier pudo mostrar fácilmente que
era falsa. Sin embargo, Poisson atacó las técnicas matemáticas y propuso una teoría al-
ternativa. Fourier escribió Historical Précis como respuesta a estas críticas, pero aunque el
trabajo fue mostrado a vario matemáticos, nunca fue publicado. Sin embargo, la obra de
Fourier proveyó el ímpetu necesario para los trabajos posteriores en series trigonométri-
cas y la teoría de funciones de una variable real.

Fourier vivió obsesionado por el calor, hasta el punto de mantener sus habitaciones inso-
portablemente calurosas para sus visitantes, mientras que él vestía un pesado sobretodo.
Algunos autores rastrean esta excentricidad hasta sus tres años en Egipto. Falleció por un
aneurisma el 16 de mayo de 1830.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Johann Carl Friedrich Gauss

Nació el 30 de abril en Brunswick, Alemania. Comenzó la es-
cuela elemental a la edad de 7 años, donde demostró su poten-
cial casi de manera inmediata. Su maestro Büttmer y su asistente
Bartels quedaron sorprendidos cuando Gauss sumó los enteros
de 1 al 100 casi instantáneamente ordenando la suma en 50 pares
de números que sumaban 101.

En 1788 comenzó su educación en el Gymnasium, donde aprendió
Latin. En 1792 ingresó al Colegio Carolingio en 1792, donde de-
scubrió el teorema del binomio, las medias geométricas y arit-
méticas, la ley de reciprocidad cuadrática, y el teorema de los
números primos. En 1795 ingresó a la Universidad de Göttin-
gen, la que abandonó sin haber conseguido un título, pero habiendo hecho uno de sus
descubrimientos más importantes: la construcción de un polígono regular de 17 lados
utilizando regla y compás. Este fue el avance más importante en este campo desde la
época de los matemáticos griegos.

Retornó a Brunswick donde recibió un grado en 1799. Su tesis doctoral fue una discusión
sobre el teorema fundamental del álgebra. Publicó su primer libro, Disquisitiones Arith-
meticae en el verano de 1801.

En 1807 se hizo cargo de la dirección del observatorio de Göttingen. En 1809 publicó su
segundo libro, Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solem ambientium,
un tratado en dos volúmenes sobre el movimiento de los cuerpos celestes. Sus contribu-
ciones a la astronomía teórica concluyeron después de 1817, aunque siguió efectuando
observaciones hasta sus 70 años de edad.

Gauss dedicó mucho tiempo a la construcción del nuevo observatorio, finalizado en 1916,
pero fue capaz de trabajar en otros temas. Sus publicaciones durante este período in-
cluyen Disquisitiones generales circa seriem infinitam, un tratamiento riguroso de las series
y una introducción a las funciones hipergeométricas, Methodus nova integralium valores
per approximationem inveniendi, un ensayo práctico sobre integración aproximada, Bestim-
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mung der Genauigkeit der Beobachtungen, una discusión de estimadores estadísticos, y Theo-
ria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodus nova tractata.
Este último trabajo estuvo inspirado por su trabajo en problemas geodésicos y trataba
sobre teoría potencial.

En 1818 Gauss fue designado para efectuar un reconocimiento geodésico del estado de
Hannover, tarea que desarrolló personalmente, haciendo mediciones durante el día y
reduciéndolas a la noche, haciendo uso de su extraordinaria capacidad mental para los
cálculos. Para facilitar las mediciones inventó el heliotropo, que refleja los rayos del sol
utilizando un diseño de espejos y un telescopio pequeño. A pesar de este demandante
trabajo publicó 70 trabajos sobre éstos y otros temas entre 1820 y 1830.

En 1822 ganó el premio de la Universidad de Copenhagen por Theoria attractionis... jun-
to con la idea de mapear una superficie en otra de manera que fuesen similares en sus
mínimos detalles. El artículo fue publicado en 1825, y condujo a la publicación muchos
años después de Untersuchungen über Gegenstände der Höheren Geodäsie (1843 y 1846). El
artículo Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae (1823), junto con u
suplemento (1828) estuvo dedicado a la estadística matemática, en particular al método
de cuadrados mínimos.

Desde 1800 Gauss investigó la posible existencia de geometrías no euclídeas, discutiendo
ampliamente este tema con Farkas Bolyai. En 1816 presentó pruebas que deducían el
axioma de las paralelas a partir de otros axiomas de Euler, sugiriendo que creía en la
existencia de geometrías no euclídeas, aunque no fue claro al respecto; posteriormente
se sinceró con Schumacher diciéndole que creía que su reputación sufriría si admitía
en público la existencia de tal geometría. Tuvo gran interés en geometría diferencial y
publicó muchos trabajos sobre el tema. Disquisitiones generales circa superficies curva (1828)
fue su trabajo más reconocido en este campo.

En 1831 Wilhelm Weber llegó a Göttingen donde ejerció como profesor de física. Gauss,
quien lo conocía desde 1828 y apoyó su contratación, había trabajado en física antes de
1831 publicando Über ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik, y Principia generalia
theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii donde discutía las fuerzas de atracción. Estos
artículos estaban basados en la teoría de potencial, que probó ser de gran importancia
para su trabajo en física.. Posteriormente creyó que su teoría y el método de cuadrados
mínimos proporcionaban vínculos vitales entre la ciencia y la naturaleza. En 1832 Gauss
y Weber comenzaron a investigar la teoría del magnetismo terrestre después que Alexan-
der von Humboldt intentó obtener la ayuda de Gauss para realizar una grilla de puntos
de observación magnética sobre todo el mundo. Gauss se entusiasmó con este proyecto, y
para 1840 había escrito tres trabajos importantes sobre el tema, demostrando, entre otras
cosas, que sólo podía haber un par de polos magnéticos, y brindando una estimación de
la ubicación del polo sur magnético. Humboldt había diseñado un procedimiento para la
observación de la declinación magnética, pero luego que su nuevo observatorio magnéti-
co fuese construido en 1833, libre de cualquier tipo de material magnético, Gauss modi-
ficó muchos de los procedimientos de Humboldt, lo que permitió obtener resultados más
precisos con menos esfuerzo.

Entre los logros de Gauss y Weber durante los seis años que trabajaron juntos, merecen
citarse el descubrimiento de las leyes de Kirchoff, y un telégrafo primitivo que podía en-
viar mensajes a distancias de 1,5 km. Sin embargo esto era apenas un pasatiempo para
Gauss, y su interés mayor era establecer una red mundial de puntos de observación mag-
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nética. Esta ocupación produjo muchos resultados concretos, incluyendo la publicación
de un atlas de geomagnetismo, y una revista donde publicaron sus trabajos desde 1836 a
1841.

Luego de la partida de Weber en 1837 la actividad de Gauss fue disminuyendo. Aún pro-
ducía pequeñas notas en respuesta a los descubrimientos de otros científicos, usualmente
resaltando que conocía esos métodos por años pero no que no había sentido la necesidad
de publicar.

De 1845 a 1851 se dedicó a consolidar los fondos de la Fundación de las viudas de Göt-
tingen,lo que le dio experiencia práctica en aspectos financieros, y le permitió consolidad
una importante fortuna personal invirtiendo en acciones emitidas por compañías pri-
vadas. Desde 1850 en adelante casi todo su trabajo fue de naturaleza práctica, aunque
aprobó la tesis doctoral de Riemann; en 1854 discutió una modificación al péndulo de
Foucault. Su salud fue decayendo paulatinamente, y murió mientras dormía en la mañana
del 23 de febrero de 1855.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Josiah W Gibbs

Nacido el 11 de Febrero de 1839, en New Haven, Connecticut,
EE. UU, se graduó en la Universidad de Yale, donde su padre fue
profesor de literatura sacra. Su tesis aplicaba métodos geométri-
cos en el diseño de engranajes. Se doctoró en la misma universi-
dad en 1863, siendo el primer doctorado en ingeniería de los EE.
UU. Permaneció tres años como tutor en Yale, enseñando latín
los dos primeros años y filosofía natural en el tercero. Sus necesi-
dades financieras quedaron cubiertas por la herencia recibida de
sus padres. Entre 1866 y 1869 estudió en Europa, pasando el in-
vierno de 1866-67 en París, el año siguiente en Berlín, y 1868-69
en Heidelberg, donde recibió el influjo de Kirchhoff y Helmholtz.

Volvió a Yale en junio de 1869, y en 1871 fue designado profesor de física matemática, aún
antes de haber publicado ningún trabajo. De hecho, su primer trabajo, Graphical Methods
in the Thermodynamics of Fluids and A Method of Geometrical Representation of the Thermo-
dynamic Properties of Substances by Means of Surfaces, fue publicado a la edad de 34 años.
Sin embargo, su cultura europea contrastaba con las necesidades prácticas de la ciencia
norteamericana de entonces, y por ello el reconocimiento general no fue inmediato. Yale
no apreció sus capacidades, ni lo remuneró por sus servicios. En 1876 publica la primera
parte del trabajo por el cual es más famoso, On the Equilibrium of Heterogeneous Substances,
publicando la segunda parte en 1878. Estos trabajos impresionaron a Maxwell. La segun-
da parte es más notable, ya que según los especialistas fue un evento de primer impor-
tancia en la historia de la química, aunque debido a su formalidad y rigor matemáticos
tardó años en ser reconocido.

Su trabajo en el análisis vectorial fue de mayor importancia en la matemática pura. Apli-
cando ideas de Grossmann, Gibbs produjo un sistema de aplicación mucho más sencilla
a la física que el de Hamilton. Aplicó sus métodos vectoriales para calcular la órbita de
un cometa a partir de tres observaciones. Este método se utilizó para calcular la órbita del
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cometa Swift de 1889, y requería mucho menos cálculos que el método de Gauss. Intro-
dujo el producto interno o escalar 〈u, v〉 , el producto vectorial o exterior u× v. También
explicó los fenómenos de convergencia en las series de Fourier.

Un serie de trabajos sobre la teoría electromagnética fueron publicados entre 1882 y 1889.
También publicó sobre mecánica estadística, brindado un soporte teórico para las teorías
de Maxwell y la teoría cuántica. Su última publicación, Elementary Principles in Statistical
Mechanics es una excelente recopilación que sienta sobre firmes bases los fundamentos de
la mecánica estadística.

Salvo el período de tres año en Europa, Gibbs vivió toda su vida en la misma casa de sus
padres, a corta distancia de la escuela, el colegio y la universidad donde trabajó. Falleció
en New Haven, Connecticut el 28 de abril de 1903.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive, con extractos de Ronald L.
Allen, Duncan Mills))

Heinrich Hertz

Nació el 22 de febrero de 1857 en Hamburgo. Recibió una esmer-
ada educación en humanidades y ciencias naturales; mientras
estudiaba en la Universidad de Berlín, demostró aptitudes tan-
to para las ciencias como para las lenguas, aprendiendo árabe y
sánscrito.

Recibió su doctorado en la Universidad de Bonn en 1880, donde
estudió con Hermann von Helmholtz, y continuó como su pupi-
lo hasta 1883, año en el que es nombrado profesor de física teóri-
ca en la universidad de Kiel. En ese mismo año comenzó sus
estudios sobre la teoría electromagnética de Maxwell. Entre 1885
y 1889, mientras era profesor de física experimental en el Politéc-
nico de Karlsruhe, generó ondas magnéticas en el laboratorio y midió su longitud y ve-
locidad. A partir del experimento de Michelson en 1881 (precursor del experimento de
Michelson-Morley en 1887), que refutó la existencia del éter luminífero, Hertz reformuló
las ecuaciones de Maxwell para tomar en cuenta el nuevo descubrimiento. Probó exper-
imentalmente que las señales eléctricas pueden viajar a través del aire libre, como había
sido predicho por James Clerk Maxwell y Michael Faraday; sin embargo, dudaba que sus
experiencias pudiesen tener alguna utilidad que no fuese la verificación experimental de
las leyes de Maxwell. Cuando lo consultaron acerca de las implicaciones de sus estudios,
comentó: “Ninguna que yo sepa”.

Demostró que la naturaleza de su vibración y su suceptibilidad a la reflexión y refracción
eran similares a las de la luz y las ondas de calor, determinando la naturaleza electromag-
nética de estas últimas.

Descubrió el efecto fotoeléctrico (que fue explicado más adelante por Albert Einstein)
cuando notó que un objeto cargado pierde su carga más fácilmente al ser iluminado por
la luz ultravioleta.

En 1889 fue designado profesor de física en la Universidad de Bonn, donde continuó sus
estudios sobre las descargas eléctricas en gases. En 1892, luego de una serie de severas
migrañas, fue sometido a una serie de operaciones Falleció en Bonn a la edad de 36 años,
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de ganulomatosis de Wegener, el 1l de enero de 1894.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Andrey Nikolaevich Kolmogorov

Nació en Tambov el 25 de abril de 1903, hijo de madre soltera y
de un noble rico. Quedó huérfano muy joven y fue criado por
sus tías en Tunoshna cerca de Yaroslavl, de donde era su padre,
comerciante de granos que fue deportado de San Petersburgo
por su participación en el movimiento revolucionario, y perdido
durante la guerra civil rusa.

Kolmogorov fue educado en la escuela de la villa donde vivía,
y sus primeros esfuerzos literarios y matemáticos fueron pub-
licados en el periódico escolar. Ya adolescente, diseñó varias máquinas
de movimiento perpetuo, ocultando sus defectos tan astutamente
que sus maestros no podían descubrirlos. En 1910 fue adoptado
por una de sus tías y se mudó a Moscú, donde concurrió al Gymnasium, donde se graduó
en 1920.

Ese año comienza sus estudios en la Universidad Estatal de Moscú y en el Instituto Tec-
nológico Químico, donde ganó reputación por su erudición. Como estudiante, participó
en el seminario del historiador ruso S. V. Bachrushin, y publicó su primer trabajo de in-
vestigación sobre la posesión de tierras en la república de Novgorod en los siglos XV y
XVI.

Al mismo tiempo (1921-1922) obtenía varios resultados en teoría de conjuntos y series
trigonométricas. En 1922 ideó una serie de Fourier que diverge en casi todo punto, lo que
le valió reconocimiento internacional. Alrededor de esta época decidió dedicar su vida a
las matemáticas. Se graduó de la Universidad Estatal de Moscú en 1925; ese mismo año
publica su famoso trabajo sobre lógica intuitiva, y se doctora en 1929.

En 1930 hace su primer largo viaje al exterior, visitando Göttingen, Munich y luego París.
Su trabajo pionero Sobre los métodos analíticos de la teoría de probabilidad fue publicado en
alemán en 1931, el mismo año en que fue nombrado profesor de la Universidad Estatal
de Moscú. En 1933 publicó Fundamentos de la teoría de probabilidad, estableciendo las bases
modernas de esta ciencia. En 1935 ocupó la cátedra de Teoría de Probabilidad en la Fac-
ultad de Matemática y Mecánica de la Universidad Estatal de Moscú. En 1939 fue elegi-
do miembro de la Academia de Ciencias de la Unión Soviética. En un artículo de 1938
enunció los teoremas básicos para suavizado y predicción de procesos estocásticos esta-
cionarios, que tendría enormes aplicaciones militares durante la inminente guerra fría.

Más tarde Kolmogorov viró sus intereses hacia el área de turbulencia, y sus trabajos de
1941 tuvieron una significativa influencia en ese campo. En mecánica clásica es conocido
por la teoría KAM, presentada por primera vez en 1954 en Amsterdam durante el Con-
greso Internacional de Matemáticos. En 1957 resolvió el problemas número 13 de Hilbert,
en conjunto con su estudiante V. I. Arnold.

En 1942 se casó con Anna Dmitrievna Egorova. Durante toda su vida se dedicó con inten-
sidad a la enseñanza, no sólo a nivel universitario, sino que también desarrolló métodos
pedagógicos para niños dotados. En la universidad ocupó distintos cargos, inclusive la
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dirección de varios departamentos, y fue decano de la Facultad de Matemáticas y Mecáni-
ca.

En 1971 se unió a una expedición oceanográfica a bordo del navío Dmitri Mendeleev.
Escribió un importante número de artículos para la Gran Enciclopedia Soviética. En sus
últimos años dedicó sus esfuerzos a la relación matemática y filosófica entre la teoría de
probabilidad en áreas abstractas y aplicadas. Falleció en Moscú el 20 de octubre de 1987.

(Wikipedia)

Vladimir Kotelnikov

Nació el 6 de setiembre de 1908 en Kazan, Rusia. Creció en una
familia de científicos. Su padre fue un prominente ingeniero mecáni-
co, profesor de matemática y mecánica en la Universidad de Kazan;
su tía, también matemática, fue profesora de física en el la misma
universidad. Su abuelo había sido el fundador del Departamento
Matemático de la Sociedad de Naturalistas y Doctores de Kazan.

Luego de graduarse en el colegio de Moscú ingresó en la Es-
cuela Técnica de Comunicaciones, y posteriormente en el Depar-
tamento de Ingeniería Eléctrica de la Escuela Superior Técnica de
Moscú. En 1931, año en que se graduó, esta escuela se convirtió
en el Instituto de Ingeniería de Potencia de Moscú (MPEI), insti-
tución a la que Vladimir permaneció vinculado por el resto de su vida. Allí comenzó sus
estudios de posgrado, colaborando también con el Instituto de Investigación Científica
del Ejército Rojo.

Para sus estudios de posgrado eligió como tema la capacidad de transmisión de las líneas
de potencia. En sus trabajos fue el primero en formular de manera matemáticamente pre-
cisa el “teorema de muestreo” en el período entre 1931 y 1933. En 1932 publicó su trabajo
“Sobre la capacidad del éter y los cables en las comunicaciones eléctricas”, en el Primer
Congreso del Comité Técnico de Comunicaciones. También realizó estudios sobre filtros
no lineales. Al exponer sus trabajos, la impresión general es que “los resultados parecen
correctos, pero lucen como ciencia ficción”. Sin embargo, fueron trabajos descollantes
porque sentaron las bases del desarrollo de las comunicaciones utilizando señales dig-
itales en el Instituto. Kotelinkov trató de difundir sus resultados a través de la revista
“Electrichestevo” (Electricidad) en 1936, pero fueron rechazados. En consecuencia, sus
trabajos permanecieron desconocidos en occidente, donde Shannon redescubrió estos re-
sultados en 1948.

Kotelinkov desarrolló numerosos equipos antes y durante la segunda guerra mundial,
estableciendo una línea de comunicación segura entre Moscú y Khabarovsk. También
desarrolló encriptadores para señales telegráficas, que fueron ampliamente utilizados
durante la guerra. Además, sentó los fundamentos teóricos de los métodos de cifrado.
Por estos resultados le fue conferido el Premio Stalin de primer grado en 1943 y 1946.
Donó el importe de los premios para las necesidades del frente de guerra, que fueron
utilizados en la construcción de un tanque.

Después de la guerra trabajó activamente en el área de radiocomunicaciones, fundamen-
talmente en la teoría de inmunidad al ruido. Este fue el tema de su tesis de doctorado,
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que no pudo defender durante diez años por la dificultad de encontrar jurados capaces
de comprender sus desarrollos.

Kotelinkov participó en la creación de varias instituciones científicas, y tuvo una destaca-
da actuación en el programa espacial ruso en el área de radiolocalización planetaria. Fue
recipiente de numerosísimas distinciones internacionales, y en 2003 se celebró una con-
ferencia internacional en su honor, celebrando sus 95 años, el septuagésimo aniversario
de su teorema del muestreo, y el quincuagésimo aniversario de su elección como miem-
bro de la Academia de Ciencias de Rusia, ocasión en que fue felicitado por el presidente
Putin.

Falleció en Moscú en febrero de 2005.

(M. K. Tchobanou y N. N. Udalov, “Vladimir Kotelnikov and Moscow Power Engineering Institute”, 2006
Intenational TICSP Workshop on Spectral Methods and Multirate Signal Processing, Florencia, Italia, 2 al 6 de
Setiembre de 2006, pp. 171-178.)

Joseph-Louis Lagrange

Nació en Turín, Italia, el 25 de enero de 1736, como Giuseppe
Lodovico Lagrangia. Su interés en las matemáticas despertó cuan-
do leyó el trabajo de Halley sobre el empleo del álgebra en óp-
tica. A los 19 años fue designado profesor de matemáticas de la
Escuela Real de Artillería de Turín.

De esta época son sus resultados sobre el cálculo de variaciones,
y su trabajo sobre fundamentos de dinámica, basado en el prin-
cipio de mínima acción y en la energía cinética.

También realizó estudios sobre la propagación del sonido, re-
alizando importantes contribuciones a la teoría de cuerdas vi-
brantes. Su modelo era un conjunto de n masas discretas unido
por cuerdas sin masa. Resolvió el sistema de n+ 1 ecuaciones diferenciales, donde em-
pleo el método de autovalores por primera vez; haciendo tender n a infinito obtuvo la
misma solución funcional que Euler.

Estudió la integración de las ecuaciones diferenciales y realizó varias aplicaciones a tópi-
cos como mecánica de los fluidos, donde introdujo la función lagrangiana. También aplicó
sus métodos al estudio de las órbitas de Júpiter y Saturno.

Desde 1766 sucedió a Euler en la dirección de la Academia de Ciencias de Berlín, donde
permaneció por 22 años, período durante el cual produjo una serie de trabajos de primera
calidad, ganando regularmente el premio de la Academia de Ciencias de París. En 1772
compartió el premio con Euler por el estudio del problema de los tres cuerpos, en 1774
por su trabajo sobre el movimiento de la luna, y en 1780 por las perturbaciones en las
órbitas de los comentas inducidas por los planetas.

Su trabajo en Berlín cubrió varias áreas: astronomía, estabilidad del sistema solar, mecáni-
ca, dinámica, mecánica de los fluidos, probabilidad, fundamentos del cálculo, teoría de
números, etc.

En 1770 presentó su trabajo Réflexions sur la résolution algébrique des équations donde mostra-
ba por qué las ecuaciones de hasta grado 4 pueden resolverse con radicales. En 1787
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deja Berlín para asumir como miembro de la Academia de Ciencias de París, donde per-
maneció por el resto de su vida. En 1788 se publica su Mécanique analytique que había
escrito en Berlín, donde resume todo el trabajo efectuado en el área de la mecánica desde
la época de Newton y es notable por el empleo de la teoría de ecuaciones diferenciales.
Con esta obra Lagrange transformó la mecánica en una rama del análisis matemático.

Como miembro de la Academia participó en la comisión de pesos y medidas en 1790,
donde favoreció el empleo de una base decimal. En 1808 Napoleón lo designó Conde del
Imperio, y en 1813 fue nombrado grand croix de la Ordre Impérial de la Réunion. Murió una
semana más tarde, el 10 de abril de 1813, en París.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

Pierre Simon, Marqués de Laplace

Astónomo, físico y matemático francés, nacido en Beaumont en
Auge, el 23 de marzo de 1749. Estudió en la Escuela Militar de
Beaumont, y por recomendación de D’Alembert, impresionado
por una carta suya sobre mecánica, fue nombrado profesor de la
Escuela Militar de París. Posteriormente pasó a la Escuela Nor-
mal. En 1799 fue nombrado Ministro del Interior durante el Con-
sulado. En el Imperio fue senador y conde (1806) y recibió la
Gran Cruz de la Legión de honor. Después de las restauración
borbónica (1817) recibió el título de marqués de Laplace. En matemáti-
cas aportó muchos avances al cálculo de probabilidades y a la
estadística, y se le deben la transformación integral de Laplace,
la ecuación diferencial de Laplace, y el laplaciano, un operador
diferencial igual a la suma de las derivadas segundas de una función en un espacio mul-
tidimensional.

En química, ayudó a Lavoisier a demostrar que la respiración es una forma de com-
bustión, colaborando con él en el diseño de un calorímetro. En física estudió los fenó-
menos de capilaridad y la transmisión del sonido en los gases; obtuvo una fórmula para
calcular la altura sobre el nivel del mar a partir de la presión atmosférica, y proporcionó
la base matemática para explicar distintos fenómenos de termología (estudio del calor) y
electromagnetismo.

En astronomía, su aportación fundamental fue la demostración de la estabilidad del sis-
tema solar, de acuerdo a la mecánica celeste basada en la gravitación universal de New-
ton. Antes se creía que los movimientos de los astros eran inestables, y el propio Newton
creyó necesaria la intervención de Dios para mantener el sistema en equilibrio. Laplace
demostró que los movimientos medios de los planetas y los satélites son estables, que las
desviaciones se compensan, y que las anomalías aparentes son periódicas. En particular,
explicó la aceleración de la Luna como resultado de la excentricidad de la órbita terrestre,
y estudió los movimientos de los satélites de Júpiter y Saturno.

Como a Lavoisier, se lo ha acusado de aprovecharse de los descubrimientos de otros, pero
también hay que reconocer que sus hallazgos superan lo que obtuvo de los demás.

En 1785 fue elegido miembro de la Academia francesa de Ciencias, presidiéndola varias
veces. Entre sus obras destacan Exposition du système du monde (1796), donde presenta la
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hipótesis nebular, que afirma que el sistema solar se formó como consecuencia de una
contracción de una nube de gas y polvo; Traité de mécanique celeste (1798-1827), y Théorie
analytique des probabilités (1812). Se cuenta que al presentar a Napoleón un ejemplar de
su Mecánica Celeste, el emperador le dijo: Has escrito este libro sin mencionar al autor del
universo, a lo que Laplace replicó: Señor, yo no necesito esa hipótesis. Cuando Lagrange lo
supo, dijo: Pues es una hipótesis excelente. Explica muchas cosas.

Laplace falleció en París el 5 de marzo de 1827.

(Manuel Alfonseca, Grandes Científicos de la Humanidad, Espasa, 1998, Tomo I.)

Henri Léon Lebesgue

Nació el 28 de junio de 1875 en Beauvais, Oise, Picardie, France.
Matemático francés, fue profesor de las universidades de Rennes,
Poitiers, París, y del Colegio de Francia.

Trabajó en topología, parte de las matemáticas que estudia las
figuras geométricas sin tener en cuenta su tamaño ni ciertas dis-
torsiones de su forma.

Con base en el trabajo de otros matemáticos, entre ellos Emile
Borel y Camille Jordan, Lebesgue formuló la teoría de la medi-
da en 1901. Al año siguiente definió la integral de Lebesgue, la
cual generaliza la noción de la integral de Riemann al extender
el concepto de área bajo una curva para incluir funciones discon-
tinuas. Este es uno de los logros del análisis moderno que expande el alcance del análisis
de Fourier. Lebesgue dio a conocer este desarrollo en su disertación ”Intégrale, longueur,
aire” (”Integral, longitud, área”) presentada en la Universidad de Nancy en 1902.

Además de aproximadamente 50 artículos, escribió dos libros:Leçons sur l’intégration et la
recherche des fonctions primitives (1904) y Leçons sur les series trigonométriques (1906) donde
amplía el análisis de Fourier. A su vez, contribuyó en otras áreas de matemáticas como
topología, teoría del potencial y análisis de Fourier. En 1905 presentó una discusión sobre
las condiciones que Lipschitz y Jordan habían utilizado para asegurar que f (x) es la suma
de su serie de Fourier.

En 1910 recibió una cátedra en la Sorbonne, pero no se concentró en el área de estudio
que él había iniciado: su trabajo era una generalización, pero Lebesgue era temeroso de
las mismas. En sus palabras: Reducida a teorías generales, las matemáticas serían una for-
ma hermosa sin contenido. Morirían rápidamente. A pesar de que desarrollos posteriores
demostraron que su temor no tenía fundamentos, nos permite entender el curso que sigu-
ió su trabajo.

En 1922 fue nombrado miembro de la Academia de Ciencias de París, y en 1930 de la
Royal Society de Londres. Falleció el 26 de julio de 1941 en Paris, France.

(Manuel Alfonseca, Grandes Científicos de la Humanidad, Espasa, 1998, Tomo I.)

Adrien-Marie Legendre

Matemático francés, nacido en París el 18 de septiembre de 1752. Hizo importantes con-
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tribuciones a la estadística, la teoría de números, el álgebra abstracta y el análisis matemáti-
co.

Gran parte de su trabajo fue perfeccionado posteriormente por
otros: sus trabajos en las raíces de los polinomios inspiró la teoría
de Galois; los trabajos de Abel en las funciones elípticas se con-
struyeron sobre los de Legendre; parte de la obra de Gauss sobre
estadística y teoría de números complementaba la suya.

En 1830 dio una prueba del último teorema de Fermat para el
exponente n = 5, casi simultáneamente con Dirichlet en 1828.

En teoría de números, conjeturó la ley de la reciprocidad cuadráti-
ca, probada luego por Gauss. Realizó trabajos pioneros en la dis-
tribución de los números primos, y en la aplicación del análisis
a la teoría de números. Su conjetura del teorema de los números
primos (1796) fue comprobada por Hadamard y de la Vallée-Poussin en 1898.

Legendre realizó una cantidad impresionante de trabajo en las funciones elípticas, in-
cluyendo la clasificación de las integrales elípticas, pero se necesitó la genialidad de Abel
al estudiar las inversas de las funciones de Jacobi para solucionar completamente el prob-
lema.

Se le conoce por la Transformada de Legendre, utilizada para pasar de la formulación
lagrangiana a la hamiltoniana de la mecánica clásica. También se usa en termodinámica
para obtener la entalpía de las energías libres de Helmholtz y Gibbs partiendo de la en-
ergía interna. Falleció en Auteuil, Francia, el 10 de enero de 1833.

(Wikipedia)

Gottfried Wilhelm von Leibniz

Nació en Leipzig, Sajonia (hoy Alemania) el 1 de Julio de 1646.
En 1671 publica Hypothesis Physica Nova (Nuevas hipótesis físi-
cas), donde proclamaba, como Kepler, que el movimiento de-
pende de la acción de un espíritu.

Por esa época, emprendió la construcción de una máquina de
calcular, que prometió a la Academia de Ciencias de París.

Durante su estancia en París desarrolló las características bási-
cas de su versión del cálculo, y en 1675 escribió un manuscrito
donde aparece por primera vez el símbolo

∫
f (x) dx, y la regla

de derivación del producto. Fue electo miembro de la Real So-
ciedad de Londres en 1673.

De vuelta en Hanover (1678-1679) se involucró en otras actividades, tales como el drenaje
de agua de las minas de las montañas de Harz, donde proponía utilizar la energía eólica
y del agua para el funcionamiento de las bombas.

Sus logros matemáticos incluyen el desarrollo de un sistema de aritmética binaria (1679);
a raíz de su trabajo sobre resolución de sistemas de ecuaciones lineales sentó las bases de
la teoría de determinantes. Se abocó también al estudio de la dinámica, perfeccionando
las ideas de energía cinética, potencial y momento.
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Sobre el final de su vida, se empeñó en una célebre disputa con Newton sobre la prioridad
de la invención del cálculo. Falleció en 1714 en Hanover.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)

James Clerk Maxwell

Nació en Edimburgo, el 13 de junio de 1831. Físico escocés cono-
cido principalmente por haber desarrollado un conjunto de ecua-
ciones que expresan las leyes básicas de la electricidad y mag-
netismo así como por la estadística de Maxwell-Boltzmann en la
teoría cinética de gases.

Maxwell fue una de las mentes matemáticas más preclaras de
su tiempo y se le representa frecuentemente como el ejemplo
del científico clásico del siglo XIX cuya influencia se deja no-
tar grandemente en la física del siglo XX habiendo hecho con-
tribuciones fundamentales en la comprensión de la naturaleza.
En 1931 con motivo de la conmemoración del centenario de su
nacimiento Albert Einstein describió el trabajo de Maxwell como “el más profundo y
provechoso que la física ha experimentado desde los tiempos de Newton”

Maxwell, que desde un principio mostró una gran facilidad para las disciplinas científi-
cas, inició sus estudios universitarios a la edad de 13 años. Con 15 redactó un importante
trabajo de mecánica. A los 25 fue nombrado catedrático en Aberdeen, después en Lon-
dres y, en 1871, de un instituto especialmente construido para él en Cambridge. Además
de su actividad profesional, Maxwell se dedicó a la realización de estudios de carácter
privado en sus posesiones de Escocia.

Entre sus primeros trabajos científicos Maxwell trabajó en el desarrollo de una teoría del
color y de la visión y estudió la naturaleza de los anillos de Saturno demostrando que
estos no podían estar formados por un único cuerpo sino que debían estar formados por
una miríada de cuerpos mucho más pequeños. También fue capaz de probar que la teoría
nebular de la formación del Sistema Solar vigente en su época era errónea ganando por
estos trabajos el Premio Adams de Cambridge en 1859. También en 1859 Maxwell for-
muló la expresión termodinámica que establece la relación entre la temperatura de un
gas y la energía cinética de sus moléculas. En 1860, Maxwell demostró que era posible
realizar fotografías en color utilizando una combinación de filtros rojo verde y azul obte-
niendo por este descubrimiento la Medalla Rumford ese mismo año.

Es el creador de la moderna electrodinámica y el fundador de la teoría cinética de los gas-
es. Descubrió las ecuaciones que llevan su nombre (ecuaciones de Maxwell), y que se de-
finen como las relaciones fundamentales entre las perturbaciones eléctricas y magnéticas,
que simultáneamente permiten describir la propagación de las ondas electromagnéticas
que, de acuerdo con su teoría, tienen el mismo carácter que las ondas luminosas.

En el prefacio de su obra Treatise on Electricity and Magnetism (1873) declaró que su princi-
pal tarea consistía en justificar matemáticamente conceptos físicos descritos hasta ese mo-
mento de forma únicamente cualitativa, como las leyes de la inducción electromagnética
y de los campos de fuerza, enunciadas por Michael Faraday. Con este objeto, Maxwell in-
trodujo el concepto de onda electromagnética, que permite una descripción matemática
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adecuada de la interacción entre electricidad y magnetismo mediante sus célebres ecua-
ciones que describen y cuantifican los campos de fuerzas. Su teoría sugirió la posibili-
dad de generar ondas electromagnéticas en el laboratorio, hecho que corroboró Heinrich
Hertz en 1887, ocho años después de la muerte de Maxwel.

Sus teorías constituyeron el primer intento de unificar dos campos de la física que, antes
de sus trabajos, se consideraban completamente independientes: la electricidad y el mag-
netismo (conocidos como electromagnetismo).

Maxwell falleció en Cambridge, Reino Unido, el 5 de noviembre de 1879.

(Wikipedia)

Albert Abraham Michelson

Nació en Strzelno, Polonia, el 19 de diciembre de 1852. Hijo de
Samuel Michelson y de Rozalia, hija de Abraham Przylubski. De-
jó su Prusia natal (en lo que hoy es Polonia) con sus padres en
1855. Vivió primero en Nueva York, y más adelante en Virginia
City, Nevada y San Francisco, donde su familia prosperó en los
negocios.

A los 17 años entró en la Academia Naval de los Estados Unidos
en Annapolis, Maryland, en donde aprendió más de la ciencia
que del arte marítimo. Obtuvo el grado de oficial en 1873 y prestó
servicios como instructor científico en la Academia entre 1875 y
1879.

Ya en 1877, cuando aún era oficial de la Marina de los Estados Unidos, Michelson em-
pezó a estudiar una mejora del método para medir la velocidad de luz basado en espejos
rotativos, que había inventado Léon Foucault, utilizando instrumentos ópticos mejores y
de mayor tamaño.

Llevó a cabo algunas mediciones preliminares con equipos improvisados en gran me-
dida en 1878, período en el que sus trabajos llamaron la atención de Simon Newcomb,
director del Nautical Almanac Office, que ya estaba muy adelantado en sus proyectos
de medición. Michelson publicó sus resultados de 299,910± 50 km/s en 1879 antes de
unirse al equipo de Newcomb, en Washington. Se inició de ese modo entre ambos una
larga colaboración profesional y amistad. Tras dos años de estudios en Europa, dejó la
Armada en 1881.

En 1883 aceptó una plaza de profesor de Física en la Case School of Applied Science de
Cleveland y proyectó allí un interferómetro mejorado.

En 1887 colaboró con su colega Edward Williams Morley en el experimento Michelson-
Morley. Su experimento sobre el movimiento relativo esperado entre la Tierra y el éter, el
hipotético medio en el que se suponía que viajase la luz, llevó a resultados nulos.

Es prácticamente seguro que Albert Einstein era conocedor del trabajo; lo que ayudó mu-
cho a aceptar la teoría de la relatividad. Michelson creó también un interferómetro para
medir con gran precisión la longitud del metro basándose en las longitudes de onda de
una de las líneas espectrales de un gas estableciendo así un patrón de medida universal.

En 1892 Michelson, tras su paso como profesor de Física por la Clark University de
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Worcester, Massachusetts, desde 1889, fue Jefe del Departamento de Física de la nueva
Universidad de Chicago, cargo en el que permaneció hasta que se jubiló en 1929. En 1907
se convirtió en el primer estadounidense que obtuvo el premio Nobel de Física. Entre
1923 y 1927 fue presidente de la Academia Nacional de Ciencias. Falleció el 9 de mayo de
1931 en Pasadena, California.

(Wikipedia)

Isaac Newton

Sir Isaac Newton nación en 4 de enero de 1643 en Woolsthorpe,
Lincolnshire, Inglaterra. Estableció las bases del cálculo diferen-
cial e integral, varios años antes (y de manera independiente)
que Leibniz. Ante el retiro de Barrow, ocupó la cátedra Lucasiana
en la Universidad de Cambridge.

Su libro Optica (1704) explica su teoría sobre la naturaleza ondu-
latoria de la luz, aunque algunos de sus resultados se apoyaban
en la teoría corpuscular.

Su mayor logro fueron sus trabajos en física y mecánica celeste,
que culminó con la teoría de gravitación universal. Su Philosophi-
ae naturalis principia mathematica (1687) se considera el mejor libro
científico jamás escrito. En él explicaba una serie de fenómenos aparentemente no rela-
cionados: la órbita excéntrica de los cometas, las mareas y sus variaciones, la precesión
del eje terrestre, el movimiento de la luna debido a la perturbación ocasionada por la
gravedad solar.

Newton fue el primero en demostrar que las leyes naturales que gobiernan el movimien-
to en la Tierra y las que gobiernan el movimiento de los cuerpos celestes son las mismas.
Se lo suele considerar como el científico más grande de todos los tiempos, y a su obra
como la culminación de la Revolución científica. Sus trabajos científicos le valieron re-
conocimiento internacional áun en vida.

Entre sus hallazgos científicos se encuentranmerecen citarse el descubrimiento de que el
espectro de color que se observa cuando la luz blanca pasa por un prisma es inherente a
esa luz, en lugar de provenir del prisma (como había sido postulado por Roger Bacon en
el siglo XIII); su argumentación sobre la posibilidad de que la luz estuviera compuesta
por partículas; el desarrollo de una ley de conducción térmica, que describe la tasa de
enfriamiento de los objetos expuestos al aire; sus estudios sobre la velocidad del sonido
en el aire; y su propuesta de una teoría sobre el origen de las estrellas.

Newton comparte con Leibniz el crédito por el desarrollo del cálculo integral y diferen-
cial, que utilizó para formular sus leyes de la física. También contribuyó en otras áreas de
las matemáticas, desarrollando el teorema del binomio.

En sus últimos años abandonó la academia, ocupando cargos políticos en Londres, y fue
electo presidente de la Real Academia de Ciencias, desde donde disputó vivamente con
Leibniz sobre la paternidad del cálculo diferencial. Falleció en Londres en 1727.

(J. J. O’Connor y E. F. Robertson, The MacTutor History of Mathematics archive)
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Harry Nyquist

Nació en Nilsby, Suecia, el 7 de febrero de 1889; emigró a los
Estados Unidos de América en 1907 y comenzó sus estudios en
la Universidad de North Dakota en 1912. Realizó un doctorado
en Física en la Universidad de Yale en 1917. Trabajó para AT&T
desde 1917 hasta 1934, luego se cambió a Bell Telephone Labora-
tories.

Como ingeniero en los laboratorios de Bell, desarrolló un impor-
tante trabajo en ruido térmico (Johnson-Nyquist noise) y en la
estabilidad de los amplificadores realimentados.

Su temprano trabajo teórico en la determinación de los requerim-
ientos del ancho de banda para la transmisión de la información,
el cual fue publicado en Certain factors affecting telegraph speed (Bell System Technical Jour-
nal, 3, 324-346, 1924), contribuyó a la fundación de los avances posteriores realizados por
Claude Shannon, el cual condujo al desarrollo de la Teoría de la Información.

En 1927 Nyquist determinó que una señal analógica limitada en banda debería ser muestrea-
da como mínimo con una frecuencia doble que el ancho de banda de la señal para ser con-
vertida en una representación adecuada en forma digital. Nyquist publicó sus resultados
en el artículo Certain topics in Telegraph Transmission Theory (1928). Esta regla es ahora
conocida como el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon.

Se retiró de Bell Labs en 1954 y murió en Harlingen, Texas el 4 de abril de 1976.

(Wikipedia)

Georg Friedrich Bernhard Riemann

Matemático alemán que realizó contribuciones muy importantes
en análisis y geometría diferencial, algunas de ellas allanaron el
camino para el desarrollo más avanzado de la relatividad gener-
al. Su nombre está conectado con la función zeta, la integral de
Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann, las
superficies de Riemann y la geometría de Riemann.

Nació en Breselenz, una aldea cercana a Dannenberg en el Reino
de Hanóver, actualmente parte de Alemania, el 17 de septiembre
de 1826. Su padre Friedrich Bernhard Riemann era pastor luter-
ano en Breselenz y había luchado en las guerras napoleónicas.
Bernhard era el segundo de seis niños, su frágil salud y la tem-
prana muerte de casi todos sus hermanos fueron debidos a la mala alimentación en su
niñez. Su madre también murió tempranamente.

En 1840 Bernhard fue a Hanóver a vivir con su abuela y a visitar el Lyceum. Después de
la muerte de su abuela en 1842 entró al Johanneum Lüneburg. Desde pequeño demostró
una fabulosa capacidad para el cálculo unido a una timidez casi enfermiza. Durante sus
estudios de secundaria aprendía tan rápido que en seguida adelantaba a todos sus pro-
fesores.
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En 1846, a la edad de 19, comenzó a estudiar filología y teología en la Universidad de
Göttingen; su motivación principal era complacer a su padre y poder ayudar a su fa-
milia haciéndose pastor. Atendió a conferencias de Gauss sobre el método de mínimos
cuadrados. En 1847 su padre reunió el dinero suficiente para que comenzara a estudiar
matemáticas.

En 1847 se trasladó a Berlín, donde enseñaban Jacobi, Dirichlet y Steiner. En 1848, cuando
estallaron manifestaciones y movimientos obreros por toda Alemania, Riemann fue re-
clutado por las milicias de estudiantes y ayudó a proteger al rey en su palacio de Berlín.
Permaneció allí por dos años y volvió a Göttingen en 1849.

Riemann dio sus primeras conferencias en 1854, en las cuales fundó el campo de la
geometría de Riemann. Lo promovieron a profesor extraordinario en la universidad de
Göttingen en 1857 y se hizo profesor ordinario en 1859. En 1862 se casó con Elise Koch.

Entre sus obras merecen citarse Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer
veränderlichen complexen Grösse (1851), disertación sobre la teoría general de funciones de
variable compleja, basada en las hoy llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann, donde
presenta el concepto hoy conocido como superficie de Riemann..

En Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe (1854) realiza-
do para acceder a su cargo de Privadozent (”Profesor auxiliar”), analiza las condiciones
de Dirichlet para el problema de representación de funciones en serie de Fourier. Con
este trabajo definió el concepto de integral de Riemann y creó una nueva rama de las
matemáticas: la teoría de funciones de una variable real.

Ueber die Hypothesen, Welche der Geometrie zu Grunde liegen (1854) es una transcripción de
una clase magistral impartida por Riemann a petición de Gauss, y versa sobre los funda-
mentos de la geometría, generalizando los principios de la geometría euclidiana y la no
euclídea. La unificación de todas las geometrías se conoce hoy en día como geometría de
Riemann y es básica para la Teoría de la Relatividad de Einstein.

Ueber die Anzahl der Primzahlem unter einter gegebenen Grösse (1859) es su trabajo más céle-
bre, y trata sobre la teoría de números. La mayor parte está dedicado a los números pri-
mos, y en él introduce la función zeta.

Murió de tuberculosis en su tercer viaje a Italia en Selasca, el 20 de junio de 1866.

(Wikipedia)

Claude Elwood Shannon

Los primeros años de su vida los pasó en Gaylord, donde se graduó de la secundaria
en 1932. Desde joven, Shannon demostró una inclinación hacia las cosas mecánicas. Re-
saltaba respecto a sus compañeros en las asignaturas de ciencias. Su héroe de la niñez era
Edison, a quien luego se acercó bastante en sus investigaciones.

En 1932 ingresó en la Universidad de Michigan, siguiendo a su hermana Catherine, doc-
tora en matemática. En 1936 obtuvo los títulos de ingeniero electricista y matemático. Su
interés por la matemática y la ingeniería continuó durante toda su vida.

En 1936 aceptó la posición de asistente de investigación en el Departamento de Ingeniería
Eléctrica en el Instituto de Tecnología de Massachusetts (MIT). Su situación le permitió
continuar estudiando mientras trabajaba por horas para el departamento, donde trabajó
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en el computador analógico más avanzado de esa era, el analizador diferencial de Van-
nevar Bush.

En ese momento surgió su interés hacia los circuitos complejos
de relés. Intentando simplificar centralitas telefónicas de relés
se dio cuenta de que estos podían usarse para hacer cálculos.
Sumado esto a su gusto por la lógica y el álgebra boleana pudo
desarrollar esta idea durante el verano de 1937, que pasó en los
laboratorios Bell en la ciudad de Nueva York.

En su tesis de maestría en el MIT, demostró cómo el álgebra
booleana se podía utilizar en el análisis y la síntesis de la con-
mutación y de los circuitos digitales. La tesis despertó un interés
considerable cuando apareció en 1938 en las publicaciones es-
pecializadas. En 1940 le fue concedido el Premio a ingenieros
americanos del Instituto Americano Alfred Nobel de Estados Unidos, una concesión da-
da cada año a una persona de no más de treinta años. Un cuarto de siglo más tarde H.
H. Goldstine, en su libro Las computadoras desde Pascal hasta Von Neumann, citó su tésis co-
mo una de las más importantes de la historia que ayudó a cambiar el diseño de circuitos
digitales.

Durante el verano de 1938 realizó trabajos de investigación en el MIT y le fue concedi-
da la beca Bolles cuando trabajaba como ayudante de enseñanza mientras realizaba un
doctorado en matemática.

En 1940 estudió una maestría en ingeniería eléctrica y se doctoró en filosofía matemática.

Shannon pasó quince años en los laboratorios Bell, una asociación muy fructífera con
muchos matemáticos y científicos de primera línea como Harry Nyquist, Walter Houser
Brattain, John Bardeen y William Bradford Shockley, inventores del transistor; George
Stibitz, quien construyó computadoras basadas en relevadores y muchos otros más.

Durante este período Shannon trabajó en muchas áreas, descollando en la teoría de la
información, un desarrollo que fue publicado en 1948 como Una Teoría Matemática de la
Comunicación. En este trabajo se demostró que todas las fuentes de información (telégrafo
eléctrico, teléfono, radio, la gente que habla, las cámaras de televisión, etc.,... ) se pueden
medir y que los canales de comunicación tienen una unidad de medida similar. Mostró
también que la información se puede transmitir sobre un canal si y sólo si la magnitud
de la fuente no excede la capacidad de transmisión del canal que la conduce, y sentó las
bases para la corrección de errores, supresión de ruidos y redundancia.

En el área de las computadoras y de la inteligencia artificial publicó en 1950 un trabajo
que describía la programación de una computadora para jugar al ajedrez, convirtiéndose
en la base de posteriores desarrollos.

A lo largo de su vida recibió numerosas condecoraciones y reconocimientos de universi-
dades e instituciones de todo el mundo.

Claude Elwood Shannon falleció el 24 de febrero del año 2001, a la edad de 84 años,
después de una larga lucha en contra la enfermedad de Alzheimer.

(Wikipedia)
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John Wilder Tukey

Nació el 16 de junio de 1915 en New Bedford, Massachusetts.
Obtuvo una Maestría en Ciencias en 1937 en la Universidad de
Brown, antes de trasladarse a la universidad de Princeton donde
recibió un Doctorado en Matemáticas. Durante la Segunda Guer-
ra Mundial trabajó en la Oficina de la Investigación de Control
de Fuego de Artillería y colaboró con Samuel Wilks y William
Cochran. Después de la guerra regresó a Princeton dividiendo
su tiempo entre la universidad y los Laboratorios AT&T Bell.

Su interés estadístico fue amplio y variado. Es particularmente
recordado por el desarrollo junto con James Cooley de la trans-
formada rápida de Fourier. En 1970, desarrolló la estimación Jack-
knife, también denominada la Quenouille-Tukey Jackknife. Introdujo el Diagrama de la
Caja (Box Plot) y el Diagrama de Tallos y Hojas (Steam and Leaf Plot) en su libro Análisis
Exploratorio de Datos.

También contribuyó a la práctica estadística y articuló la importante distinción entre el
análisis de datos exploratorio y el análisis de datos confirmativo. Aunque creía en la
utilidad de separar los dos tipos de análisis, demostró que a veces, especialmente en la
ciencia natural, esto era problemático.

Entre sus muchas contribuciones a la sociedad civil, Tukey prestó sus servicios en un
comité de la Sociedad Estadística Americana que produjo un informe que criticaba las
conclusiones del Informe Kingsey, “Problemas Estadísticos del Reporte Kinsey sobre el
Comportamiento Sexual en el Varón Humano”.

Tukey acuñó muchos términos estadísticos que ahora son de uso común, pero las dos
más famosas palabras inventadas por él están relacionadas con la informática. Mientras
trabajaba con John von Neumann en los primeros diseños de computadoras, Tukey in-
trodujo la palabra ”bit” como contracción de “dígito binario” (por sus siglas en inglés
Binary Digit). También impuso la expresión computer software en un artículo de 1958 en
el American Mathematical Monthly, aparentemente el primer uso del término. También
fue el creador del no tan conocido “Lines Media-Media”, un método más simple para
obtener la línea de regresión. Se retiró en 1985, y falleció en New Brunswick, New Jersey
en el 2000.

(Wikipedia)
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2.13. Ejercicios

Ejercicio 1. Encuentre la relación entre los coeficientes ak, bk de la serie de Fourier de
senos y cosenos con los coeficientes ck de la serie de Fourier exponencial.

Ejercicio 2. Una señal de uso frecuente en comunicaciones es el pulso coseno elevado

c (t) =

{
1+ cos (2πt) , −1/2 ≤ t ≤ 1/2,

0, caso contrario.

La figura muestra una señal x̃ (t) periódica, de período T = 2, compuesta por pulsos
coseno elevado equiespaciados. Muestre que los primeros tres términos de la expansión
en series de Fourier de x̃ (t) son

x̃ (t) =
1
2
+

8
3π

cos πt+
1
2

cos (2πt) + . . .

Ejercicio 3. Evalúe la amplitud del espectro de la señal de RF pulsada que se muestra en
la figura, suponiendo que fc = 10/T0.

Ejercicio 4. La transformada de Fourier del tren (infinito) de impulsos x(t) = ∑n δ(t−
nT) es X( f ) = (1/T)∑k δ( f − k/T). En base a este par transformado, calcule la trans-
formada de Fourier del tren (infinito) de impulsos alternantes x(t) = ∑n(−1)nδ(t− nT).
Aplicando propiedades, justifique “intuitivamente” el resultado obtenido.
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Ejercicio 5. Pruebe las siguientes propiedades de la serie de Fourier:

1. Los coeficientes de Fourier ck de una función x̃ (t) periódica y par [x̃ (t) = x̃ (−t)]
son reales y pares: ck = c−k.

2. Los coeficientes de Fourier ck de una función x̃ (t) periódica e impar [x̃ (t) = −x̃ (−t)]
son imaginarios puros e impares: ck = −c−k.

3. Si x̃ (t) tiene “simetría de media onda”, esto es x̃
(
t± 1

2 T0
)
= −x̃ (t) donde T0 es

el período de x̃ (t) , las armónicas pares de la serie de Fourier son nulas (c2r = 0,
c2r+1 6= 0): las armónicas de la señal son los múltiplos impares de la frecuencia
fundamental).

Ejercicio 6.
���C A fines del siglo XIX, A. Michelson y S. Stratton idearon un dispositivo

mecánico para síntesis armónica, es decir, para reconstruir una señal x(t) a partir de un
conjunto de coeficientes de Fourier ck.

1. Muestre que el sistema mecánico de la Fig. (a) permite generar la señal de desplaza-
miento x(t) = x0 + c cos(2πΩt+ θ) a partir de un movimiento circular uniforme.

2. La Fig. (b) ilustra cómo sumar mecánicamente pequeños desplazamientos. La con-
stante elástica del resorte grande es E, y la de los N resortes más pequeños es e. El
extremo inferior del resorte grande se desplaza una cantidad x cuando los resortes
pequeños se someten a desplazamientos x1, . . . , xN . Muestre que la elongación del
resorte grande es L+ x y las de los resortes pequeños es `+ xk− (a/A)x, k = 1, . . . ,
N, donde L y ` son los estiramientos de los resortes grande y pequeños, respectiva-
mente, cuando x = x1 = x2 = · · · xN = 0.

3. Sabiendo que la ecuación de balance de momentos es ∑N
i=1
[
`+ xi −

( a
A

)
x
]

ea =
(L+ x) EA, demuestre que el extremo inferior del resorte grande se desplaza

x = N−1
(

a
A
+
`

L

)−1 N

∑
i=1

xi.

El dispositivo de Michelson y Stratton sumaba 80 desplazamientos sinusoidales xk(t) =
ck cos(2πΩkt+ θk), k = 1, . . . , 80, producidos por un sistema mecánico ligeramente más
elaborado que el de la Fig. (a). El desplazamiento x(t) del resorte grande se utilizaba para
mover un lápiz que dibujaba la señal “reconstruida” sobre un papel.
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Ejercicio 7. Uno de los problemas más difíciles que enfrentaron los antiguos astrónomos
griegos fue el de predecir la posición de los planetas en el firmamento. Un modelo exitoso
fue descrito por Ptolomeo en su Almagesto. Utilizando notación moderna, el movimiento
uniforme circular de un planeta P alrededor de la Tierra T (teoría geocéntrica) está dado
por

x1(t) = a1ej2π t
T1 , −∞ < t < ∞,

donde a1 = |a1| ejφ1 , 0 ≤ φ1 ≤ 2π, es el radio de la órbita, T1 su período, y el parámetro
φ1 especifica la ubicación del planeta en t = 0 [Fig. (a)]. Como este modelo no puede
explicar el ocasional movimiento retrógrado de los planetas exteriores (Marte, Júpiter y
Saturno), se propuso el modelo más elaborado

x2(t) = x1(t) + a2ej2π t
T2 ,

con a2 = |a2| ejφ2 , 0 ≤ φ2 ≤ 2π. El planeta P tiene un movimiento circular uniforme
alrededor de un punto que, a su vez, tiene movimiento circular uniforme alrededor
de la tierra T, como se muestra en la Fig. (b). Con este modelo se puede reproducir el
movimiento retrógrado, pero no es suficiente para ajustar el movimiento de los planetas
con los datos experimentales.

Extendiendo esta idea se propone representar el movimiento por la suma exponencial

xN(t) = a1ej2π t
T1 + a2ej2π t

T2 + · · ·+ aNej2π t
TN

utilizando un círculo fijo denominado deferente y N − 1 círculos móviles denominados
epiciclos. Tal movimiento es periódico cuando T1, T2, . . . , TN son múltiplos enteros de
algún T > 0, en cuyo caso la suma es una serie de Fourier con un número finito de
términos. Hiparco y Ptolomeo utilizaron una construcción usando 4 círculos para ajustar
el movimiento de cada planeta, con la Tierra cerca pero no en el origen. Este modelo
fue utilizado para predecir las posiciones de los cinco planetas de la antigüedad hasta
que Kepler y Newton descubrieron las leyes de movimiento planetario unos 1300 años
después. Lagrange fue el primero en reconocer las conexión entre el análisis de Fourier y
el antiguo modelo de movimiento planetario de Hiparco y Ptolomeo.

P x ten ( )1 x t1( )

P x ten ( )2

TierraTierra

deferente

epiciclo

( )a ( )b

La Tierra y Marte orbitan el sol con períodos TT = 1 año, TM = 1,88 año, a una distancia
media de 1 au =̇ 150 106 km, 1,53 au = 228 106 km, respectivamente. En este ejercicio se
utilizarán las aproximaciones

xT(t) = ej2π t
1 , xM(t) = 1,5ej2π t

2 , (t en años)

para estudiar el movimiento de Marte visto desde la Tierra.
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1. Dibuje círculos concéntricos con radio 1, 1.5, e indique 9 puntos marcados A, B, . . . ,
I ubicando la Tierra y Marte en t = 0, 1/4, 2/4, . . . , 8/4 años.

2. Dibuje la órbita x(t) = xM(t)− xT(t), 0 ≤ t ≤ 2 años que muestra la posición de
Marte como se ve desde la Tierra.

3. Normalmente, Marte se mueve sobre el cielo nocturno en la misma dirección que la
luna. Sin embargo, hay un período de tres meses cada dos años en el cual el planeta
se mueve en sentido contrario. De acuerdo a los resultados del inciso 2 explique la
causa de este “movimiento retrógrado”.

Ejercicio 8. Las señales x̃(t) e ỹ(t) son la salida y la entrada, respectivamente, de un
flip-flop “T”.

1. Calcule los coeficientes de Fourier c(x)k y c(y)k de las señales x̃(t) e ỹ(t), y grafíquelos
en función del número de armónico k.

2. Dibuje el espectro en frecuencia X( f ) e Y( f ) de x̃(t) e ỹ(t), respectivamente.

3. Un detector de tono es un filtro pasabanda muy angosto H( f ), como el que se mues-
tra en la figura. ¿Puede elegir f0 de manera de detectar x̃(t) o ỹ(t)?

Nota: para simplifcar los cálculos, aplique las propiedades de la transformada de Fourier.

Ejercicio 9. Para la señal x̃(t) que se muestra en la Fig. A,

1. Dibuje el espectro X( f ) sabiendo que los coeficientes c(x)k de su serie de Fourier son

ck =

{
4/(πk)2, si k es impar,
0, si k es par,

2. Escriba la expresión del espectro de la señal ỹ(t) de la Fig. B

3. Calcule los coeficientes c(z)k de la serie de Fourier de la señal z̃(t) de la Fig. C en

función de los coeficientes c(x)k de la señal de la Fig. A.
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Fig. B Fig. C

Ejercicio 10. Determine la transformada de Fourier de la señal x (t) formada por tres
pulsos rectangulares que se muestra en la figura. Grafique la amplitud del espectro para
τ � T. (Ayuda: Considere un único pulso de amplitud A y duración τ, y utilice las
propiedades de linealidad y desplazamiento temporal de la Transformada de Fourier.)

Ejercicio 11. Cualquier función x (t) puede descomponerse de manera única en dos com-
ponentes, una parte par y otra impar:

x (t) = xe (t) + xo (t) ,

donde
xe (t) =

1
2
[x (t) + x (−t)] , xo (t) =

1
2
[x (t)− x (−t)] ,

1. Calcule la componente par y la componente impar del pulso rectangular

x (t) =

{
A, 0 < t < T,

0, caso contrario.

2. Calcule las transformadas de Fourier de cada una de las componentes.

Ejercicio 12. Si X( f ) es la transformada de Fourier de una señal x (t) , pruebe que:

1. El área total bajo la curva de x (t) es∫ ∞

−∞
x (t) dt = X (0) ,

donde X (0) es el valor de X ( f ) en f = 0 (el valor de “continua” de la señal).

2. El área total bajo la curva de X ( f ) está dada por∫ ∞

−∞
X ( f ) d f = x (0) ,

donde x (0) es el valor de x (t) en t = 0.
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3. La transformada de Fourier X ( f ) de una señal real y par x (t) es real.

4. La transformada de Fourier X ( f ) de una señal real e impar x (t) es imaginaria.

Ejercicio 13. En base a los resultados del Ejercicio 12, demuestre que:

1. El área encerrada por la función sinc (ax) es 1/ |a|:
∫ ∞
−∞ sinc (ax) dx = 1/ |a| .

2. El área comprendida bajo el pulso gaussiano x (t) = e−πt2
vale 1:

∫ ∞
−∞ e−πt2

dx = 1.

3. El área bajo la transformada de Fourier del pulso exponencial del Ejemplo 2.5 es
β/2. Nota: compare el valor de x(0) con la solución que resulta de integrar la trans-
formada de Fourier:

∫ ∞
−∞ β/(α+ j2π f )d f = β/2. Explique la diferencia.

Comentario: “La diferencia entre una función x(t) y cualquier otra funcion x̂(t) tal
que x̂(0) 6= 1/2 es una función nula cuya integral siempre es cero. Se fuese nece-
sario realizar observaciones físicas de una cantidad que fluctúa según x(t) o x̂(t),
no sería posible distinguir entre ambas alternativas matemáticas, ya que las medias
ponderadas sobre intervalos no nulos, que son las únicas cantidades mensurables,
no se verían afectadas por la presencia o ausencia de funciones nulas. Para las apli-
caciones físicas de x(t) es posiblemente más elegante no mencionar x(0).” 15

Ejercicio 14. Calcule la transformada de Fourier (en módulo y fase y parte real-parte
imaginaria) de la siguientes funciones. En todos los casos, suponga α > 0.

1. x (t)=

{
βe−αt, t > 0

0, t ≤ 0.
2. x(t)=


k, −T0 < t < 0,

0, t = 0,

−k, 0 < t < T0.

3. x (t)=Ae−α|t|.

Ejercicio 15. Calcule la transformada inversa de Fourier de las siguientes funciones.
Antes de resolver este ejercicio, es conveniente resolver el Ejercicio 14.

1. X ( f ) = α2

α2+(2π f )2
.

2. X ( f ) = 1
(α+j2π f )2

. [recuerde que F (x1 ∗ x2) = F (x1) · F (x2)]

3. X( f ) = 2AT0 sinc (2T0 f ), usando los resultados del Ejercicio 13.1.

Ejercicio 16. Demuestre que el espectro del pulso exponencial creciente definido por

x (t) =

{
βeαt, t ≤ 0

0, t > 0

con α > 0 tiene el mismo módulo y fase opuesta a la del pulso del Ejercicio 14.1. Explique
este comportamiento en base a la propiedad de escalado en tiempo de la Transformada
de Fourier.

15R. Bracewell, The Fourier Transform and its applications, 2da. ed., McGraw-Hill, New York, 1978, p. 61.
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Ejercicio 17.
���I Calcule la transformada de Fourier del pulso triangular λ(t) de la figura a

partir de la convolución de dos pulsos rectangulares r(t), cuya transformada de Fourier
es conocida (Ejemplo 2.10).

1. Especifique claramente los pulsos (amplitud y duración) r(t) tal que λ(t) = r(t) ∗
r(t).

2. Escriba la transformada de Fourier R( f ) de los pulsos r(t).

3. Con estos resultados calcule Λ( f ), la transformada de Fourier de λ (t).

4. A partir de los resultados del inciso anterior, calcule la transformada de Fourier
Λ (Ω) del pulso triangular λ (t) en función de la frecuencia angular Ω.

Ejercicio 18. Aplicando propiedades, determine la transformada de Fourier de la señal
x (t) = u (t) cos (2π f0t) , donde u (t) es la función escalón unitario.

Ejercicio 19. Dibuje la señal x (t) = A sen(2π f0t), y calcule y grafique su espectro X( f ).
A partir de este par transformado, dibuje las señales y calcule (tanto por definición como
aplicando propiedades) y grafique los espectros de:

1. x1(t) = A sen[2π(2 f0t)]. 2. x2(t) = A sen[2π(3 f0t)].

Ejercicio 20. Si X( f ) = F{x(t)}, muestre que F {F {F {F{x(t)}}}} = x(t).

Ejercicio 21. Para la señal que se ilustra en la figura,

1. calcule la transformada de Fourier G( f ) del medio pulso coseno de la Fig. (a) ;

2. aplique la propiedad de desplazamiento temporal al resultado del inciso anterior
para calcular la transformada de Fourier del medio pulso seno de la Fig. (b) ;

3. determine el espectro de un pulso medio seno cuya duración sea aT, a > 0;

4. determine el espectro del pulso medio seno negativo que se muestra en la Fig. (c) ;

5. calcule el espectro del pulso seno que se observa en la Fig. (d) .
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Ejercicio 22.
���C La función c (t) del Ejercicio 2 se conoce como función generadora de x̃ (t) .

1. Determine la transformada de Fourier de la función generadora c (t) .

2. Calcule la transformada de Fourier de x̃ (t) aplicando propiedades. Compare sus
resultados con los del Ejercicio 2.

Ejercicio 23. Sabiendo que el pulso gaussiano es su propio par transformado, x (t) =
e−πt2 ⇔ X ( f ) = e−π f 2

, utilice la propiedad de escalado en tiempo para demostrar que

y (t) =
(√

2πτ
)−1

e−
t2

2τ2 ⇔ Y ( f ) = e−2π2τ2 f 2
.

Ejercicio 24.
���C Usando las Propiedades de derivación temporal y frecuencial y las defini-

ciones de la transformada de Fourier en función de la frecuencia angular Ω, demuestre
que la función temporal h (t) cuya expresión matemática coincide con su transformada
H (Ω) es h (t) = ke−

1
2 t2

.

Ejercicio 25.
���I En el Ejemplo 2.36 se mostró que la transformada del pulso gaussiano x(t) =

e−π t2
coincide con x(t). Esto es, si X( f ) = F{x(t)}, entonces x(t) = X( f )| f=t . Para

simplificar la notación y evitar confusiones, es conveniente definir la transformada como
un operador F : C → C, donde C es un espacio de funciones apropiado, tal que F :
x( · ) 7→ F{x( · )}, donde F{x( · )} se define como

F{x(t)} =
∫ ∞

−∞
x(σ)e−j2πtσdσ.

Si x(t) es el pulso gaussiano, x(t) = e−π t2
, se verifica que x( . ) = F{x( . )}. Esta idea se

puede generalizar, y si la función x( · ) satisface

x( · ) = λF{x( · )}

para un único λ ∈ C, se dice que x( · ) es una autofunción de la transformada de Fourier,
por analogía con la definición de autovector: v es un autovector de la matriz A si Av =
λv. Entonces el pulso gaussiano es una autofunción de la transformada de Fourier, con
λ = 1. En este problema se investiga la existencia de otras autofunciones.

1. Pruebe que la función constante x(t) = 0 para todo t es una autofunción. ¿Cuál es
el autovalor λ?
Nota: como el autovalor no es único, en este caso no se reconoce x(t) = 0 como una
autofunción, de la misma manera que el vector nulo v = 0 no se reconoce como un
autovector aunque A0 = λ0 para cualquier λ.

2. Demuestre que el tren de impulsos

p(t) = ∑
r

δ(t− rT)

es una autofunción. ¿Cuál es el autovalor λ?
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3. Encuentre para qué valores no nulos de α, β, γ y ε la función x(t) = α sinc(γt) +
βr(εt) es una autofunción, donde r(t) es el pulso rectangular definido por

r (t) =

{
A, −T/2 < t < T/2,

0, caso contrario.

4. Generalice el resultado anterior para una función y(t) = αx(t)+ βF{x(t)}: encuen-
tre para qué valores de α y β la función y( · ) es una autofunción de la transformada
de Fourier, y( · ) = F{y( · )}.

Ejercicio 26. Para el sistema lineal S con respuesta impulsiva hτ(t) = αe−βteγτu(t− τ),
con t ≥ τ ≥ 0, y α > 0, β > 0,

1. Determine si es invariante en el tiempo para (i) γ = β, y (ii) γ 6= β.

2. Calcule y grafique la respuesta y1(t) del sistema ante una entrada escalón x1(t) =
u(t) cuando (i) γ = β = 1, (ii) γ = 2β = 2 y (iii) γ = −2β = −2.

3. Repita el inciso anterior para una entrada x2(t) = u(t− 1) cuando (i) γ = β = 1,
(ii) γ = 2β = 2 y (iii) γ = −2β = −2.

Ejercicio 27. Demuestre el Teorema del ancho de banda para funciones absolutamente
integrables cuando la transformada de Fourier se expresa en función de la frecuencia
angular Ω. Esto es, si h (t) tiene transformada de Fourier H(Ω), con duración efectiva ∆t
y ancho de banda ∆Ω,

∆t∆Ω ≥ 2π.

Ejercicio 28.
���C Demuestre que para el pulso gaussiano x (t) = Ce−αt2

, con α > 0, se verifica
la igualdad del teorema del ancho de banda para funciones de energía finita:

∆t∆ f = 1/(4π).

Ejercicio 29. Un rectificador de onda completa es un dispositivo tal que su respuesta y(t)
ante una entrada x(t) es y(t) = |x(t)| . Si x(t) es una señal modulada en amplitud,

x(t) = f (t) sen Ω0t,

donde f (t) ≥ 0 es la señal moduladora, y la señal sen Ω0t es la portadora, muestre que la
salida del rectificador de onda completa es

Y(Ω) = − 2
π

∞

∑
k=−∞

F(Ω− 2kΩ0)

4k2 − 1
,

donde F(Ω) es la transformada de Fourier de f (t). Ayuda: La expresión en series de
Fourier de |sen Ω0t| es

|sen Ω0t| = − 2
π

∞

∑
k=−∞

ej2kΩ0t

4k2 − 1
.
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Ejercicio 30.
���I La demodulación de la señal modulada en amplitud x(t) = f (t) sen Ω0t es el

proceso de recuperar f (t) a partir de x(t). Un demodulador sencillo se obtiene conectan-
do en cascada un rectificador de onda completa como el del Ejercicio 29 con un filtro
pasabajos ideal H(Ω) con frecuencia de corte Ω0,

H(Ω) =

{
A0e−jΩt0 , si |Ω| < Ω0,
0, en caso contrario.

Muestre que, si F(Ω) es la transformada de Fourier de f (t), y si F(Ω) = 0 para |Ω| > Ω0,
la salida z(t) del filtro pasabajos coincide, salvo un factor de escala, con la señal f (t):

z(t) =
2
π

A0 f (t− t0).

Observación: Los demoduladores de las radios de AM siguen este principio, aunque
en lugar de utilizar un rectificador de onda completa en cascada con un filtro pasabajos
implementan un detector de pico con pérdida, como se muestra en la figura.

Como usualmente la frecuencia Ω0 de la señal portadora (entre 500 kHz y 1600 kHz) es
mucho más elevada que el ancho de banda de la señal f (t) (aproximadamente 5 kHz)
se suele utilizar un rectificador de media onda, a costa de un pequeño aumento de la
distorsión.

Ejercicio 31. Observadas desde una distancia normal de lectura las 101 barras negras
separadas por 100 barras blancas de la rejilla que se muestra en la figura se distinguen
perfectamente. A una distancia suficiente, la rejilla se observa como un rectángulo uni-
forme de color gris.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



2.13. Ejercicios 217

1. Determine experimentalmente la distancia D a la cual su ojo puede resolver las
barras, tanto en posición horizontal como vertical.

2. El ojo tiene un ancho de banda de 2B. Utilice el resultado del inciso anterior para
determinar B (en ciclos por radianes).

3. A la distancia normal de lectura, el ojo es capaz de percibir los pixeles del retrato
de Fourier. Sin embargo,a una distancia apropiada aparece como una imagen bien
detallada. Utilice los resultados del inciso 1 para predecir la distancia donde ocurre
esta transición... y luego confirme (o no) su predicción de manera experimental.

Ejercicio 32. Un Transformador de Hilbert es un sistema cuya respuesta en frecuencia es

H( f ) =

{
j, −∞ < f < 0,
−j, 0 ≤ f < ∞.

como se muestra en la Fig. (a) .

1. Determine la respuesta impulsiva h(t) de este sistema. Ayuda: Aplique propiedades
y los resultados del Ejemplo 2.7.

2. Calcule, tanto en el dominio tiempo como en el dominio frecuencia, la salida x̂(t) =
H{x(t)} del Transformador de Hilbert cuando se lo excita con la señal x(t) =
A/(2πt)[sen(2π fht)− sen(2π f`t)]. Ayuda: muestre que el espectro de la señal x(t)
está dado por

X( f ) =


A, − fh < f < − f`,
A, + f` < f < + fh,
0, en caso contrario.

donde 0 < f` < fh, como se muestra en la Fig. (b) . Las señales con espectros de
esta forma se denominan tipo pasabanda.
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3. Grafique el espectro de la entrada x(t) y la salida x̂(t) del Transformador de Hilbert.

4. Una señal analítica xa(t) se define como

xa(t) = x(t) + jx̂(t).

donde x(t) y x̂(t) son la entrada y la salida del Transformador de Hilbert, respecti-
vamente. Grafique el espectro de la señal xa(t). ¿Cuál es su característica distintiva?

5. Si x(t) es una señal arbitraria, calcule y(t) = H{H{x(t)}}.

Ejercicio 33. El sistema de suspensión de un automóvil se puede modelar con la función
transferencia

G(s) =
ω2

n
s2 + 2ζωns+ω2

n
=

104

s2 + 10s+ 104

considerando como entrada el desplazamiento vertical de la rueda, y como salida la posi-
ción de la carrocería. La Fig. (a)muestra el gráfico de la respuesta en frecuencia; el amor-
tiguamiento ζ = 0,05 indica que el estado de la suspensión no es muy bueno. Este au-
tomóvil circula por una ruta de tierra con ondulaciones, como las que se muestran en la
Fig. (b) , compuestas por una serie de crestas elevadas sobre la superficie de la ruta en
sentido ortogonal a la misma, Fig. (c). Se producen por la interacción inestable entre los
vehículos y la deformación del material del camino. Una vez que alcanzan cierta relación
base/altura se estabilizan porque los picos se aplastan al mismo tiempo que se elevan los
bordes.

1. Si el auto se desplaza a una velocidad de v m/s, y la distancia entre las ondulaciones
es de d metros, muestre que la frecuencia en Hz del desplazamiento de las ruedas
es v/d Hz.

2. Si las ondulaciones están separadas d = 5 m entre sí, y el vehículo se desplaza a una
velocidad v1 = 5 m/s (18 Km/h), determine la frecuencia de la excitación causada
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por las ondulaciones, y el desplazamiento vertical de la carrocería como múltiplo
de la altura de la ondulación. (Como no interesa el valor exacto del multiplicador,
este inciso puede resolverse usando la gráfica de la respuesta en frecuencia.)

3. Repita los cálculos para velocidades v2 = 10 m/s, v3 = 30 m/s, v4 = 50 m/s.
Comente sus resultados.

4. Utilice la ecuación de la función transferencia para encontrar el desplazamiento del
vehículo debido a las ondulaciones cuando la velocidad es v5 = 100/(2π) m/s
(aproximadamente 57 Km/h).

5. Comente sobre la mejor estrategia para de transitar sobre una carretera con ondula-
ciones de modo de minimizar los impactos sobre los ocupantes del vehículo. ¿Cuál
es el inconveniente?

6. De la figura se observa que las ondulaciones no son puramente sinusoidales, sino
que se asemejan a una onda triangular, y por lo tanto el espectro de los desplaza-
mientos tendrá componentes armónicas. Explique cómo se manifiestan estas ar-
mónicas cuando el auto se desplaza a distintas velocidades sobre la ruta.

7. El cuerpo humano es mucho más sensible a la aceleración que a los desplazamien-
tos. Describa cómo modificar la función transferencia para estudiar estos efectos, y
discuta cómo cambian los resultados de los incisos anteriores.

Ejercicio 34. La Fig. (a) muestra la sección de un motor de cuatro tiempos. El ciclo de
trabajo distingue cuatro etapas, denominadas:

admisión: durante la cual se inyectan aire y combustible en el cilindro, mientras el
pistón está en la posición inferior;

compresión: en la que se comprime la mezcla de aire y combustible elevando el
pistón, con las válvulas cerradas;

combustión: cuando se produce la ignición de la mezcla por la chispa de la bujía, y
la expansión de los gases de escape fuerza el cilindro hacia la posición inferior;

escape: en la que se abren las válvulas y el movimiento ascendente del pistón
provoca la salida de los productos de combustión.
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La Fig. (b)muestra la variación de la presión en el cilindro en función del tiempo cuando
el motor funciona correctamente. La Fig. (b)muestra la variación en el tiempo de un mo-
tor que ratea, provocado por el encendido prematuro de la mezcla de aire y combustible
y rápidas oscilaciones de la presión en la transición entre la compresión y la ignición. El
rateo reduce la eficiencia del motor, y disminuye la vida útil del motor. Se desea diseñar
un método para detectar el rateo examinado la señal de presión en el cilindro. Como el
ciclo de trabajo del motor se repite en el tiempo, puede pensarse que la señal de presión
es periódica, y por lo tanto se puede descomponer en series de Fourier.

1. Si el período del ciclo es T, se aproxima la señal de presión por la onda cuadrada
definida en un período por

p(t) =


p0, t ∈ [0, T/2),
21p0, t ∈ [T/2, 3T/4),
p0, t ∈ [3T/4, T).

Muestre que los coeficientes de la serie de Fourier compleja están dados por c0 =
6p0 si k = 0, y

ck = j
10p0

πk
e−jπk(e−j πk

2 −1) = j
10p0

πk
(−1)k[(−j)k−1] =

20p0

πk
ej 3π

4 k sen(πk/4),

si k 6= 0.

2. La señal de presión del motor con rateo se aproxima por

pr(t) =


p0, t ∈ [0, T/2),
21p0 + 4p0 cos(2π24t/T), t ∈ [T/2, 3T/4),
p0, t ∈ [3T/4, T).

en un período. Esta señal es esencialmente la misma que p(t), con el agregado de
un término aditivo 4p0 cos(2π24t/T) durante el intervalo t ∈ [T/2, 3T/4). Muestre
que los coeficientes de la serie de Fourier de este término aditivo están dados por

dk =
2p0

T

∫ 3T/4

T/2

[
ej 2π

T (24−k)t + ej 2π
T (24+k)t

]
dt.

3. Calcule d24, y demuestre que el resto de los términos se comporta como [1/(24−
k) + 1/(24+ k)].

4. Explique cómo usaría los coeficientes de las series de Fourier calculadas en los in-
cisos anteriores para distinguir entre un motor que ratea y otro que no.
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Ejercicio 35.
���M Problema para resolver con Matlab Fecha de entrega: 30/03/12

Una señal T-periódica x̃(t) se aplica a un filtro pasabajos ideal de ancho de banda fN =
(N + 1

2 )/T. El efecto del filtro es anular todas las componentes armónicas de frecuencia
superior a fN . La Fig. 2.89 muestra el espectro de la señal de entrada x̃(t), la respuesta en
frecuencia del filtro, y el espectro de la señal de salida x̃ f (t).

Fig. 2.89. Espectro de la entrada, respuesta en frecuencia, y espectro de la salida del filtro.

Si la señal x̃ (t) se representa por su serie de Fourier

x̃(t) =
∞

∑
k=−∞

ckej 2π
T kt

a la salida del filtro sólo se observan las N primeras armónicas, de manera que la señal
de salida x̃ f (t) se puede escribir como

x̃ f (t) =
N

∑
k=−N

ckej 2π
T kt.

Si el filtro es muy angosto, por ejemplo si tiene una frecuencia de corte f1 = 3/(2T), sólo
permite el paso de la componente de continua y de la primera armónica de la señal. A
medida que se aumenta el ancho de banda del filtro, crece el número de componentes
armónicas presentes en la señal de salida, y ésta se parece cada vez más a la señal de
entrada. En el límite, si fN → ∞, el filtro se comporta como un cable (no filtra nada) y la
señales de entrada y salida son idénticas.

El propósito de este ejercicio es determinar el ancho de banda del filtro que asegure que la
diferencia entre la señal de entrada y salida no supere una determinada cota. Hay varias
maneras de medir la diferencia entre dos señales, y para este ejercicio se consideran dos:

el error medio cuadrático, definido por

e2 = |x̃− x̃ f |2 =
(

1
τ

∫ τ/2

−τ/2
|x̃(t)− x̃ f (t)|2d t

)1/2

,

el error máximo, que se calcula como

e∞ = |x̃− x̃ f |∞ = máx
t∈[−τ/2,τ/2]

∣∣x̃ (t)− x̃ f (t)
∣∣ .

Para el caso de señales periódicas, es habitual elegir τ igual al período T de la señal.
Además, aplicando propiedades (¿cuáles?) la integral de la expresión del error medio
cuadrático puede reemplazarse por una sumatoria.
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Fig. 2.90. Procesamiento de una forma de onda triangular por un filtro ideal.

1. Para la señal triangular de la Fig. 2.90, definida en un período por

x̃(t) = 1− 4
∣∣∣∣ t
T

∣∣∣∣ , |t| < T/2,

1. a) Calcular analíticamente los coeficientes de Fourier ck, donde

ck =
1
T

∫ T/2

−T/2
x̃ (t) e−j 2π

T k tdt.

b) Graficar el módulo y fase de los coeficientes ck en función del número de ar-
mónico k.

c) Usando MATLAB, computar 2 períodos de la salida x̃ f (t) del filtro usando los
coeficientes calculados en el inciso (a). Adopte T = 1, N = 4, 8, 16, 20, 50, 100.
Nota: Para poder graficar adecuadamente la respuesta temporal, en MATLAB

se debe definir un “vector de tiempos” de resolución suficiente para que los
resultados sean significativos. Por ejemplo, t = [0 : dt : 2T], con dt = 2T/K,
donde K es un entero apropiado. ¿Por que?

d) Determinar el ancho de banda fN2 del filtro (i.e. el mínimo valor de N2) que
asegura que el error medio cuadrático entre las señales de entrada y la salida
es inferior al 5 %:

e2 = |x̃− x̃ f |2 =
(

1
T

∫ T/2

−T/2
|x̃(t)− x̃ f (t)|2d t

)1/2

< 0,05.

Aplicar las propiedades sugeridas más arriba para reemplazar el cálculo de la
integral por una sumatoria.

e) Encontrar el ancho de banda fN∞ del filtro (i.e. el mínimo valor de N∞, que
seguramente será distinto a N2) que asegura que el error máximo entre las
señales de entrada y la salida es inferior al 5 %:

e∞ = |x̃− x̃ f |∞ = máx
t∈[−T/2,T/2]

∣∣x̃ (t)− x̃ f (t)
∣∣ < 0,05.

2. Repetir el inciso anterior para la señal x̃(t) de la Fig. 2.91 definida en un período
por

x̃(t) =
{

1, |t| < T/4,
0, T/4 < |t| < T/2.

3. Comparar la forma de onda calculada con MATLAB en los incisos previos con la
salida de un filtro lineal, causal, e invariante en el tiempo, que se puede simular
con el ambiente que se muestra en la Fig. 2.92(a). Elaborar sobre las similitudes
y diferencias entre estos resultados. (Esta aplicación puede descargarse desde la
página web de la materia.)
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Fig. 2.91. Procesamiento de una forma de onda cuadrada por un filtro ideal.

Este filtro es de tipo elíptico de orden 8, con una atenuación máxima en la banda de paso
de 0.1 dB, y una atenuación mínima en la banda de rechazo de 60 dB. La frecuencia de
corte del filtro se elije con la caja de diálogo de la Fig. 2.92(b), que aparece al “clickear”
dos veces sobre el bloque del filtro analógico. El módulo de la respuesta en frecuencia,
que se representa en la Fig. 2.93 para distintas frecuencias de corte, es bastante parecido
al de un filtro ideal.

Observaciones

Adjuntar el código escrito para obtener las respuestas.

Como parte del propósito del ejercicio es reforzar los conocimientos de MATLAB,
tratar de resolver el problema evitando el empleo de ciclos for ... next, que son
de ejecución muy lenta, empleando en cambio producto de matrices.

Fig. 2.92. Ambiente de simulación de un filtro analógico (a). Especificación de la frecuencia de
corte del filtro (b) .

0.1 0.3 1 3 10 30 100 300 1000 f [Hz]
0.0

0.5

1.0

H(f)

Fig. 2.93. Respuesta en frecuencia del filtro elíptico con fN = 4,5 Hz (−·), 20 Hz (- -), 50 Hz
(−−) y 100 Hz (−−).
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Ejercicio 36.
���M Problema para resolver con Matlab Fecha de entrega: 5/04/13

En la Fig. 2.94(a) se muestra una señal periódica triangular x̃(t), de período T. En la
Fig. 2.94(b) se muestra una señal ỹ(t) similar, de período MT. En esta nueva señal, la
distribución de los pulsos no es uniforme. Se ha construido desplazando ligeramente
M− 1 pulsos respecto de su posición en la señal original: en lugar de estar ubicados en
t = nT para 0 ≤ n ≤ (M − 1)T (dentro del período 0 ≤ t ≤ MT) están ubicados en
t = tn, donde

n 0 1 2 3 4 5
tn 0 1,14T 2,45T 3T 3,56T 5,37T

Fig. 2.94. Señal original con distribución uniforme de los pulsos (a) y modificada, con distribu-
ción no uniforme (b).

1. Calcule y compare la energía promedio de ambas señales.

2. Calcule los coeficientes cx
k , cy

k de las series de Fourier de las señales x̃(t) e ỹ(t) para
M = 6.

3. Utilizando los resultados del inciso anterior, dibuje los espectrosF {x̃(t)},F {ỹ(t)} en
una misma gráfica, para −6/T < f < 6/T, como se muestra en la Fig. 2.95. Puede
utilizar, por ejemplo, el comando stem.

4. Reconstruya las señales x̂(t) e ŷ(t) para el rango de frecuencias especificado más
arriba. Utilice T = 1/50, y elija un vector de tiempos t = (0:8191)/8192.

5. Grafique las señales temporales (Fig. 2.95), y verifique que el corrimiento de los
pulsos de ŷ(t) coinciden con los especificados en la tabla.

6. Utilizando el comando sound, escuche cómo se oyen x̂(t) e ŷ(t). Relacione con los
resultados del inciso 3.

Este problema modela la solución adoptada en el diseño de los electroventiladores del
radiador de los autos para reducir el nivel de ruido en el habitáculo. En lugar de utilizar
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−6/T −5/T −4/T −3/T −2/T −1/T 0 1/T 2/T 3/T 4/T 5/T 6/T

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Espectros

 

 
Original
Modificada

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

0.0

0.5

1.0

Señal original

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

0.0

0.5

1.0

Señal modificada

Fig. 2.95. Figura de Matlab donde se muestra el espectro de las señales (panel superior) y
las formas de ondas temporales de la señal orginal y la señal modificada (paneles
inferiores).

un ventilador con aspas equiespaciadas, se utilizan diseños como el que se muestra en la
Fig. 2.96(b). En este problema la posición de las aspas está representada por la ubicación
de cada pulso. La señal x̃(t) representa un ventilador con aspas equiespaciadas, mientras
que la señal ỹ(t) uno con distribución no uniforme. El Fiat 128 fue uno de los primeros ve-
hículos en adoptar esta solución en Argentina, alrededor de 1971. Las sirenas mecánicas
de advertencia ante emergencias también se basan en este principio [Fig. 2.96(a)].

Fig. 2.96. Despiece de una sirena (aspas con distribución uniforme) (a), y electroventilador de
un Fiat 128 (aspas con distribución no uniforme) (b).
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3
Señales y sistemas discretos

El material de estudio de esta sección es el Capítulo 2, “Discrete-time signals and sys-
tems” del libro Discrete-time signal processing, de A. V. Oppenheim, R. W. Schafer, y J. R.
Buck, segunda edición, Prentice-Hall, Inc, 1998, pp. 8-93.

Estas notas incluyen material adicional sobre

el cálculo de la salida de sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo cuan-
do son excitados con entradas sinusoidales;

la diferencia entre el retardo de grupo y retardo de fase, y cómo medirlos;

algunas aplicaciones adicionales de la TDF;

la ejercitación sobre estos temas, dividida en dos secciones: en la primera se es-
tudian las propiedades de los sistemas discretos, mientras que en la segunda se
enfatizan las propiedades frecuenciales del análisis de sistemas discretos.

1



2 3. Señales y sistemas discretos
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3.1. Demostración de las propiedades de linealidad, causalidad,
estabilidad, invariación temporal para sistemas no recursivos

La demostración de las propiedades de sistemas no recursivos es realtivamente sencilla.
En este ejemplo se estudia un sistema variante en el tiempo.

EJEMPLO 3.1. Demostración de propiedades de un sistema no recursivo
Se desea conocer si el sistema caracterizado por la ecuación a diferencias no recursiva

y[n] = x[n] + cos(2πn/10)x[n− 1].

es lineal, invariante en el tiempo, causal y estable.
1. Linealidad: Si y1[n], y2[n] son las salidas del sistema ante entradas x1[n], x2[n], es decir

y1[n] = x1[n] + cos(2πn/10)x1[n− 1],
y2[n] = x2[n] + cos(2πn/10)x2[n− 1],

la salida del sistema ante una entrada x3[n] = ax1[n] + bx2[n] (una combinación lineal de
x1[n] y x2[n]) es

y3[n] = x3[n] + cos(2πn/10)x3[n− 1]
= (ax1[n] + bx2[n]) + cos(2πn/10) (ax1[n− 1] + bx2[n− 1])
= ax1[n] + a cos(2πn/10)x1[n− 1] + bx2[n] + b cos(2πn/10)x2[n− 1]
= a (x1[n] + cos(2πn/10)x1[n− 1]) + b (x2[n] + cos(2πn/10)x2[n− 1])
= ay1[n] + by2[n],

por lo tanto el sistema es lineal.
2. Invariación temporal: Si y[n] es la salida del sistema ante una entrada x[n], la salida y1[n]
ante una entrada x1[n] = x[n− n0] es

y1[n] = x1[n] + cos(2πn/10)x1[n− 1]
= x[n− n0] + cos(2πn/10)x[n− n0 − 1], (3.1)

mientras que la salida y[n] demorada n0 muestras es

y[n− n0] = x[n− n0] + cos[2π(n− n0)/10]x[n− n0 − 1]
= x[n− n0] + cos[2πn/10− 2πn0/10)]x[n− n0 − 1]. (3.2)

Es evidente que (3.1) es distinta de (3.2) (salvo en el caso particular que n0 sea múltiplo de
10); esto es, en el caso general, y[n− n0] 6= y1[n]. Por lo tanto el sistema no es invariante
en el tiempo. (Se podía sospechar este resultado porque uno de los coeficientes del sistema
es función del número de muestra n.)

3. Causalidad: El sistema es causal porque sólo depende de entradas pasadas. Esto es, dos
entradas x1[n] y x2[n], que son iguales hasta un índice n0, producirán salidas y1[n], y2[n] que
son idénticas al menos hasta n0.

4. Estabilidad entrada/salida: Para probar que el sistema es estable entrada/salida, se supone
que la entrada x[n] está acotada para todo n; por ejemplo, |x[n]| ≤ Bx. Entonces se puede
encontrar una cota para y[n]:

|y[n]| ≤ |x[n]|+ | cos(2πn/10)x[n− 1]|
≤ |x[n]|+ | cos(2πn/10)| × |x[n− 1]|
≤ Bx + 1× Bx

= 2Bx = By

Esto es, la cota para la salida |y[n]| es By = 2Bx. Como una entrada acotada arbitraria
provoca una salida acotada, es sistema es estable entrada/salida. �
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3.2. Demostración de las propiedades de linealidad, causalidad,
estabilidad, invariación temporal para sistemas recursivos

En los ejemplos del libro las distintas propiedades de los sistemas se estudiaron para
sistemas no recursivos. Sin embargo, si el sistema bajo estudio fuese recursivo, es necesario
encontrar una forma cerrada que exprese la salida actual sólo en función de la entrada y
de las condiciones iniciales, y que no dependa de valores pasados de la salida, como se
muestra a continuación.

EJEMPLO 3.2. Forma incorrecta de demostrar propiedades en sistemas recursivos
Parra probar la propiedad de linealidad del sistema recursivo caracterizado por la ecuación a difer-
encias

y[n] = x[n] + ay[n− 1], y[−1] = 0.

donde sólo interesa la salida para n ≥ 0, se supone que y1[n], y2[n] son las salidas del sistema ante
entradas x1[n], x2[n]. Es evidente que

y1[n] = x1[n] + ay1[n− 1], y2[n] = x2[n] + ay2[n− 1].

Para probar que el sistema es lineal debe demostrarse que si y3[n] es la salida del sistema ante la
entrada x3[n] = αx1[n] + βx2[n], resulta que y3[n] = αy1[n] + βy2[n]. A partir de la ecuación a
diferencias y de la definición de x3[n] puede encontrarse que

y3[n] = x3[n] + ay3[n− 1]
= αx1[n] + βx2[n] + ay3[n− 1].

El problema es que no se sabe cuánto vale y3[n− 1]! Para probar la propiedad, se debe poder escribir
y3[n] como función sólo de y1[n] e y2[n]. Una posibilidad sería escribir x1[n] y x2[n] en función de
y1[n], y1[n− 1] y de y2[n], y2[n− 1], ya que

x1[n] = y1[n]− ay1[n− 1] x2[n] = y2[n]− ay2[n− 1]

de modo que

y3[n] = αx1[n] + βx2[n] + ay3[n− 1]
= α (y1[n]− ay1[n− 1]) + β (y2[n]− ay2[n− 1]) + ay3[n− 1]
= αy1[n] + βy2[n] + k+ a (−αy1[n− 1]− βy2[n− 1] + y3[n− 1]) .

Note que esta expresión no asegura que y3[n] = αy1[n] + βy2[n], porque queda un término rema-
nente dado por

a (−αy1[n− 1]− βy2[n− 1] + y3[n− 1]) .

Si efectivamente y3[n] = αy1[n] + βy2[n], el término entre paréntesis se anula, pero justamente
esto es lo que se debe probar. En realidad, lo que prueba es que

y3[n]− ay3[n− 1] = α (y1[n] + ay1[n− 1]) + β (y2[n]− ay2[n− 1]) . �
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Fig. 3.1. Sistema recursivo.

EJEMPLO 3.3. Demostración de propiedades en sistemas recursivos
Dado el sistema recursivo caracterizado por la ecuación a diferencias

y[n] = x[n] + ay[n− 1], y[−1] = c,

donde x[n] = 0 para n < 0, y cuyo diagrama bloque se representa en la Fig. 3.1, se desea conocer
si el sistema es (i) lineal; (ii) invariante en el tiempo; (iii) causal; (iv) entrada-salida estable.

Para demostrar las propiedades es necesario encontrar una forma cerrada que exprese la salida actual
sólo en función de la entrada y de las condiciones iniciales, y que no dependa de valores pasados de
la salida. Trabajando por recursión, para n ≥ 0 se tiene

y[0] = x[0] + ay[−1] = x[0] + ac,

y[1] = x[1] + ay[0] = x[1] + a(x[0] + ac) = x[1] + ax[0] + a2c,

y[2] = x[2] + ay[1] = x[2] + a(x[1] + ax[0] + a2c) = x[2] + ax[1] + a2x[0] + a3c. (3.3)

Para n < 0 es conveniente reescribir la ecuación de recursión como

y[n− 1] = −a−1x[n] + a−1y[n], y[−1] = c,

de donde resulta que

y[−1] = c (por hipótesis)

y[−2] = −a−1x[−1] + a−1y[−1] = 0+ a−1c = ca−1

y[−3] = −a−1x[−2] + a−1y[−2] = 0+ a−1(ca−1) = ca−2. (3.4)

De las expresiones de (3.3) y (3.4) es sencillo encontrar la forma general

y[n] = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x[`], (3.5)

donde se entiende que la sumatoria no se ejecuta para valores de n < 0. Recién a partir de esta
expresión se pueden probar las propiedades.

1. Linealidad: Para probar que es lineal, si y1[n] es la salida ante una entrada x1[n], que se
puede notar como y1[n] = S{x1[n]}, e y2[n] la salida ante una entrada x2[n], notado y2[n] =
S{x2[n]}, la salida ante una entrada x3[n] = αx1[n] + βx2[n] debe ser αy1[n] + βy2[n]. Vale
decir, la salida y1[n] ante la entrada x1[n] es

y1[n] = S{x1[n]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x1[`], n ≥ 0,

y la salida y2[n] ante la entrada x2[n] es

y2[n] = S{x2[n]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x2[`], n ≥ 0.
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La salida ante una entrada x3[n] = αx1[n] + βx2[n] es

y3[n] = S{αx1[n] + βx2[n]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`(αx1[`] + βx2[`]), n ≥ 0

= an+1c+ α
n

∑
`=0

an−`x1[`] + β
n

∑
`=0

an−`x2[`] (3.6)

Si el sistema es lineal, la salida recientemente calculada debe ser igual a y4[n] = αy1[n] +
βy2[n]. Operando se encuentra que

αy1[n] + βy2[n] = α

(
an+1c+

n

∑
`=0

an−`x1[`]

)
+ β

(
an+1c+

n

∑
`=0

an−`x2[`]

)

= (α+ β)αn+1c+ α
n

∑
`=0

an−`x1[`] + β
n

∑
`=0

an−`x2[`] (3.7)

Es evidente que (3.6) 6= (3.7), ya que en la primera ecuación aparece un término an+1c (que
no depende de la entrada) mientras que en la segunda aparece el término (α+ β)αn+1c, que
tampoco depende de la entrada. En otras palabras,

S{αx1[n] + βx2[n]} 6= αy1[n] + βy2[n]

de modo que el sistema no es lineal.

Comentario: El que pueda haber una salida distinta de cero ante una entrada nula es indicativo
que el sistema no es lineal, ya que si fuese lineal, la salida se puede expresar en la forma de
suma convolución (aún cuando fuese variante en el tiempo),

y[n] = ∑
`

x[`]h[n− `],

de modo que si x[n] ≡ 0⇒ y[n] ≡ 0. La expresión de la salida (3.5) indica que aún cuando
x[n] ≡ 0, resulta y[n] = an+1c = an+1y[−1] que es distinto de cero salvo si y[−1] = c = 0.

2. Invariación temporal: Para que el sistema sea invariante en el tiempo, si y1[n] es la salida
del sistema ante una entrada x1[n] (y1[n] = S{x1[n]}, la respuesta ante una entrada x2[n] =
x1[n− n0] debe ser y2[n] = S{x2[n]} = S{x1[n− n0]} = y1[n− n0]. Entonces, la salida
y1[n] ante una entrada x1[n] es:

y1[n] = S{x1[n]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x1[`], n ≥ 0. (3.8)

La salida y2[n] ante una entrada x2[n] = x1[n− n0] es

y2[n] = S{x2[n]} = S{x1[n− n0]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x1[`− n0], n ≥ 0.

Haciendo un cambio de variables (m = `− n0) se encuentra que

y2[n] = an+1c+
n−n0

∑
m=−no

an−m−n0 x1[m] = an+1c+ an−n0
n−n0

∑
m=−no

a−mx1[m]

= an+1c+ an−n0
n−n0

∑
m=0

a−mx1[m], (3.9)
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donde el último cambio de índice inferior en la sumatoria se debe a que x1[n] = 0 para n < 0.
Por otra parte, la salida y1[n − n0] es, de acuerdo a la ecuación (3.8), (hay que cambiar
n 7→ n− n0 cada vez que aparezca)

y1[n− n0] = a(n−n0)+1c+
(n−n0)

∑
`=0

a(n−n0)−`x1[`], n ≥ 0

= a(n−n0)+1c+ an−n0
n−n0

∑
`=0

a−`x1[`]. (3.10)

Comparando (3.9) con (3.10) se observa que los términos vinculados a la sumatoria, que
dependen de la entrada x1[n], son iguales, mientras que el término que no depende de la
entrada en an+1c en (3.9), y a(n−n0)+1c en (3.10) . Por lo tanto,

y1[n− n0] 6= S{x1[n− n0]},

y en consecuencia el sistema no es invariante en el tiempo.

3. Causalidad: Un sistema es causal si para cualquier elección de n0, el valor de la sucesión
de salida en el instante n = n0 depende sólo de los valores de la sucesión de entrada hasta
n = n0. Esto implica que si x1[n] = x2[n] para n ≤ n0, entonces y1[n] = y2[n] para n ≤ n0.
La salida y1[n] ante la entrada x1[n] es

y1[n] = S{x1[n]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x1[`], n ≥ 0,

y la salida y2[n] ante la entrada x2[n] es

y2[n] = S{x2[n]} = an+1c+
n

∑
`=0

an−`x2[`], n ≥ 0.

Es evidente que si x1[n] = x2[n] para todo n ≤ n0, también y1[n] = y2[n] para n ≤ n0. En
consecuencia el sistema es causal.

4. Entrada-salida estable: El sistema es entrada-salida estable si entradas acotadas producen
salidas acotadas. Si la entrada x[n] está acotada por Bx, esto es, |x[n]| < Bx para todo n, la
cota de la salida se puede establecer como

|y[n]| =

∣∣∣∣∣an+1c+
n

∑
`=0

an−`x[`]

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣an+1c
∣∣∣+ ∣∣∣∣∣ n

∑
`=0

an−`x[`]

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣an+1c
∣∣∣+ n

∑
`=0

∣∣∣an−`x[`]
∣∣∣

=
∣∣∣an+1

∣∣∣ |c|+ n

∑
`=0

∣∣∣an−`
∣∣∣ |x[`]|

≤ |c| |a|n+1 + Bx

n

∑
`=0
|a|n−`

≤ |c| |a|n+1 + Bx
1− |a|n+1

1− |a|

La cota sobre la salida debe se independiente de n. Pero en este sistema esto se puede lograr
porque |c| |a|n+1 no se puede acotar por un número (que no dependa de n). Si |a| > 1,
|c| |a|n+1 crece ilimitadamente para n > 0, y si |a| < 1, |c| |a|n+1 crece sin ímite pero
para n < 0. Por lo tanto el sistema no es estable. Si permitimos que c = 0, la estabilidad

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



8 3. Señales y sistemas discretos

sólo depende del valor de |a|: si |a| > 1 el término (1 − |a|n+1)/(1 − |a|) no se puede
hacer independiente de n. Por lo tanto el sistema es inestable. Pero si |a| < 1, entonces
1/(1− |a|) < (1− |a|n+1)/(1− |a|), de modo que

|y[n]| ≤ Bx
1− |a|n+1

1− |a| ≤
Bx

1− |a| = By,

y en consecuencia el sistema es estable. Resumiendo,

si c 6= 0 ⇒ sistema inestable,
si c = 0 y |a| < 1 ⇒ sistema estable,
si c = 0 y |a| ≥ 1 ⇒ sistema inestable.

Es necesario recalcar que en este ejemplo la causa que el sistema no sea lineal e invariante en el
tiempo es la presencia de términos que dependen de la condición inicial y[−1] = c. Al elegir c = 0,
el sistema resulta estable e invariante en el tiempo. Esta elección de c no cambia la condición de
que el sistema es causal. La estabilidad sólo depende del valor de a. �

EJEMPLO 3.4. Demostración de propiedades del sistema y[n] + (−1)ny[n− 1] = x[n], con
condición inicial y[−1] = 0.
El sistema se puede escribir como una ecuación recursiva de la forma

y[n] = −(−1)ny[n− 1] + x[n] = (−1)n+1y[n− 1] + x[n].

La forma general de la salida en función sólo de la entrada resulta

y[0] = (−1)0+1y[−1] + x[0] = 0+ x[0] = x[0] (3.11)

y[1] = (−1)1+1y[0] + x[1] = x[0] + x[1] (3.12)

y[2] = (−1)2+1y[1] + x[2] = −(x[0] + x[1]) + x[2]
−x[0]− x[1] + x[2] (3.13)

y[3] = (−1)3+1y[2] + x[3] = −x[0]− x[1] + x[2] + x[3] (3.14)

y[4] = (−1)4+1y[3] + x[4] = −(−x[0]− x[1] + x[2] + x[3]) + x[4]
= x[0] + x[1]− x[2]− x[3] + x[4] (3.15)

y[5] = (−1)5+1y[4] + x[4] = x[0] + x[1]− x[2]− x[3] + x[4] + x[5] (3.16)

y[6] = (−1)6+1y[5] + x[5] = −(x[0] + x[1]− x[2]− x[3] + x[4] + x[5]) + x[6]
= −x[0]− x[1] + x[2] + x[3]− x[4]− x[5] + x[6] (3.17)

...

En este caso no es sencillo encontrar una forma cerrada para la sucesión de salida y[n] en función
de la entrada x[n] (los signos cambian de a dos muestras consecutivas de la entrada por vez), pero
tampoco hace falta para demostrar las propiedades. Con un poco de trabajo se puede contras que

y[n] =


(−1)(n−1)/2

(n−1)/2

∑
r=0

(−1)r(x[2r] + x[2r+ 1]), si n es impar,

x[n] + (−1)n/2
n/2−1

∑
r=0

(−1)r(x[2r] + x[2r+ 1]), si n es par.

(3.18)
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1. Linealidad: Si y1[n] e y2[n] son las salidas ante entradas x1[n] y x2[n], respectivamente, la
salida ante una entrada x3[n] = ax1[n] + bx2[n] es, para n = 0,

y3[0] = x3[0] = ax1[0] + bx2[0] = ay1[0] + by2[0].

De manera similar, para n = 1 se tiene que

y3[1] = x3[0] + x3[1] = (ax1[0] + bx2[0]) + (ax1[1] + bx2[1])
= a(x1[0] + x1[1]) + b(x2[0] + x2[1])
= ay1[1] + by2[1].

Para n = 2 resulta

y3[2] = −x3[0]− x3[1] + x3[2]
= −(ax1[0] + bx2[0])− (ax1[1] + bx2[1]) + (ax1[2] + bx2[2])
= a(−x1[0]− x1[1] + x1[2]) + b(−x2[0]− x2[1] + x2[2])
= ay1[2] + by2[2]

El procedimiento se puede repetir para distintos valores de n, pero es evidente que y3[n] =
ay1[n] + by2[n], de modo que el sistema es lineal.

2. Causalidad: De desarrollo recursivo (3.11)-(3.17) o de la forma general (3.18) se observa que
y[n] está en función sólo de x[i], con 0 ≤ i ≤ n, es decir que la salida actual sólo depende de
valores actuales y pasado s de la entrada. Por lo tanto, el sistema es causal.

3. Invariación temporal: el sistema no es invariante en el tiempo por causa del coeficiente
(−1)n que multiplica a y[n− 1]. Se puede probar con un contraejemplo. Si x1[n] = δ[n], la
salida y1[n] es

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
y1[n] 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 · · ·

Si x2[n] = x1[n− 1] = δ[n− 1], la salida y2[n] es

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
y2[n] 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 · · ·

Se observa que y2[n] 6= y1[m− 1], y por lo tanto el sistema no es invariante en el tiempo.

4. Estabilidad entrada/salida: Por la forma de la expresión (3.18) parece que el sistema no
es estable entrada/salida. La forma más sencilla de comprobarlo es buscando una sucesión
acotada que produzca una salida no acotada. Si se elige x[n] variando entre ±1, por ejemplo

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
x[n] 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 · · ·

se encuentra que la salida es

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
y[n] 1 2 −3 −4 5 6 −7 −8 9 · · ·

de modo que aunque |x[n]| ≤ 1 = Bx, |y[n]| ≤ n+ 1, y por lo tanto no existe una cota que
asegure que |y[n]| ≤ By ∀n. En consecuencia, el sistema no es estable entrada-salida. �
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3.3. Salida estacionaria para excitaciones senoidales

EJEMPLO 3.5. Solución estacionaria de un SLIT IIR excitado con entradas senoidales
Se desea conocer la respuesta del sistema IIR representado por la ecuación a diferencias

y[n] = a y[n− 1] + b x[n], y[−1] = 0,

y compararla con la respuesta de estado estacionario cuando la señal de entrada es

x[n] = [c+ d sen(ω1n) + e cos (ω2 + θ)] u[n].

Los parámetros son a = 0,8, b = 1, c = 1, d = 1, e = −1, ω1 = 0,1π, ω2 = 0,3π, θ = π/6.

Para simplificar el análisis conviene separar la entrada en tres componentes: una de frecuencia cero,
x0[n] = c; otra de frecuencia ω1, dada por x1[n] = d sen (ω1n) , −∞ < n < ∞, y finalmente otra
de frecuencia ω2 definida como x2[n] = e cos (ω2n+ θ) , −∞ < n < ∞. De este modo la entrada
x[n] puede escribirse

x[n] = (x0[n] + x1[n] + x2[n]) u[n].

Si y0[n], y1[n], y2[n] son las salidas del sistema ante las entradas x0[n], x1[n], x2[n], respectiva-
mente, se tiene que

y0[n] =
∣∣∣H (ej0

)∣∣∣ x0[n],

y1[n] =
∣∣∣H (ejω1

)∣∣∣ d sen
[
ω1n+∠H

(
ejω1

)]
=

∣∣∣H (ejω1
)∣∣∣ d sen [ω1 (n+ ∆1)]

y2[n] =
∣∣∣H (ejω2

)∣∣∣ e cos
[
ω2n+ φ+∠H

(
ejω2

)]
,

=
∣∣∣H (ejω2

)∣∣∣ e cos [ω2 (n+ ∆2)] ,

donde

∆1 =
∠H

(
ejω1

)
ω1

, ∆2 =
φ+∠H

(
ejω1

)
ω2

,

son los retardos (en fracciones de muestra) de cada salida con respecto a la entrada correspondiente.
Estas respuestas se derivan fácilmente. La salida y[n] del sistema con respuesta impulsiva h[n] ante
una entrada x[n] está dada por la suma convolución y[n] = ∑∞

k=−∞ h[k]x[n − k] y en el caso
particular en que x[n] es una exponencial compleja, x[n] = ejω0n se tiene que

y[n] =
∞

∑
k=−∞

h[k]ejω0(n−k) =

(
∞

∑
k=−∞

h[k]e−jω0k

)
ejω0n = H

(
ejω0

)
ejω0n.

Si

x[n] = A cos (ω0n+ θ) =
A
2

[
ej(ω0n+θ) + e−(jω0n+θ)

]
,

con −∞ < n < ∞, es fácil ver que

y[n] =
A
2

H
(

ejω0
)

ej(ω0n+θ) +
A
2

H
(

e−jω0
)

e−j(ω0n+θ).
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Fig. 3.2. Respuesta en frecuencia en módulo (a) y fase (b) para el filtro IIR.

Como h[n] es real, H
(
e−jω) = H∗

(
ejω) , y entonces,

y[n] =
A
2

H
(

ejω0
)

ej(ω0n+θ) +
A
2

H∗
(

ejω0
)

e−j(ω0n+θ)

=
A
2

H
(

ejω0
)

ej(ω0n+θ) +
A
2

[
H
(

ejω0
)

e−j(ω0n+θ)
]∗

= Re
{

AH
(

ejω0
)

ej(ω0n+θ)
}
= A Re

{∣∣∣H (ejω0
)∣∣∣ ejφ(ω0)ej(ω0n+θ)

}
= A

∣∣∣H (ejω0
)∣∣∣ cos[ω0n+ φ(ω0) + θ]

donde φ(ω0) = arg
[
H
(
ejω0

)]
.

La respuesta en frecuencia del sistema y[n] = a y[n− 1] + b x[n], y[−1] = 0, es

H
(

ejω
)
=

b
1− ae−jω =

b(1− a cos ω)

1− 2a cos ω+ a2 + j
−ba sen ω

1− 2a cos ω+ a2 ,

que se grafica en la Fig. 3.2 para los valores de los parámetros especificados más arriba. A los valores
de las frecuencias ω0, ω1 y ω2 de la señal de entrada se encuentra que

H
(

ejω
)∣∣∣

ω=0
= 5+ j0,

H
(

ejω
)∣∣∣

ω=ω1
= 2,02143− j2,08955 = 2,90730 e−j0,80197,

H
(

ejω
)∣∣∣

ω=ω2
= 0,75731− j0,92519 = 1,19562 e−j0,88485,

y entonces,

y[n] = 5+ 2,90730 sen (0,1πn− 0,80197)− 1,19652 cos
(
0,3πn+ π

6 − 0,88485
)

= 5+ 2,90730 sen [0,1π (n− 2,55274)]− 1,19652 cos
[
0,3π (n− 0,93886) + π

6
]

.

De esta última expresión se observa que el filtro retarda la señal de frecuencia ω1 = 0,1π en 2.55
muestras, y la señal de frecuencia ω2 = 0,3π en 0.93 muestras. Este efecto es apreciable en las
Figs. 3.3 y ??, que muestran las señales de entrada y salida del filtro (en estado estacionario) en
cada uno de estos casos. Los valores del retardo son muy similares a los calculados.

Las respuestas transitoria y estacionaria para cada una de las componentes de la señal de entrada
se comparan en la Fig. 3.5. La respuesta de estado estacionario se indica mediante diamantes (�),
y la transitoria mediante círculos (◦). También se grafica la diferencia entre ambas, que revela que
cualquiera de las componentes de la salida converge al valor de estado estacionario en 20 muestras,
aproximadamente. �
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Fig. 3.3. Señal de entrada (�) x[n] = sen (0,1πn) y de salida (◦) del filtro.

Fig. 3.4. Señal de entrada (�) x[n] = − cos (0,3πn+ π/6) y de salida (◦) del filtro.

Fig. 3.5. Comparación de las respuestas transitorias (◦) y de estado estacionario (�).
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Fig. 3.6. Respuesta en frecuencia en módulo (a) y fase (b) para el filtro FIR promediador.

EJEMPLO 3.6. Solución estacionaria de un SLIT FIR excitado con entradas senoidales
La misma entrada del ejemplo anterior se aplica a un filtro FIR promediador de N = 5 muestras
cuya respuesta impulsiva es

h[n] =
{

1/N, 0 ≤ n ≤ N − 1,
0, en caso contrario.

La ecuación a diferencias está dada por

y[n] =
1
N

N−1

∑
m=0

x[n−m] =
1
N
(x[n] + x[n− 1] + x[n− 2] + · · ·+ x[n− (N − 1)]) .

La respuesta en frecuencia es

H(ejω) = e−jω(N−1)/2 sen(Nω/2)
N sen(ω/2)

= e−j2ω sen(5ω/2)
5 sen(ω/2)

, (3.19)

y su gráfico en módulo y fase para N = 5 se presenta en la Fig. 3.6.

Para las frecuencias que componen la señal de entrada x[n] se encuentra que

H
(

ejω
)∣∣∣

ω=0
= +1+ j0,

H
(

ejω
)∣∣∣

ω=ω1
= +0,73138− j0,53138 = 0,90403 e−j0,62832,

H
(

ejω
)∣∣∣

ω=ω2
= −0,09626− j0,29626 = 0,31151 e−j1,88496,

y entonces la salida del sistema se puede escribir como

y[n] = 1+ 0,90403 sen(0,1πn− 0,62832)− 0,31151 cos(0,3πn+ π
6 − 1,88496)

= 1+ 0,90403 sen[0,1π(n− 2)]− 0,31151 cos[0,3π(n− 2) + π
6 ]

La última expresión revela que el filtro retarda las componentes de frecuencias ω1 = 0,1π y ω2 =
0,3π en 2 muestras, como se observa en la Fig. 3.7 y en la Fig. 3.8, respectivamente, que muestran
las señales de entrada y de salida de estado estacionario del filtro para cada una de estas dos
componentes frecuenciales. Este resultado es compatible con la respuesta de fase lineal (generalizada)
del filtro que se observa en la Fig. 3.6(b) y con la ecuación (3.19), de la que se desprende que el
retardo de fase introducido por el filtro es de (N − 1)/2 = 2 muestras.

La Fig. 3.9 compara las respuestas transitoria (◦) y estacionaria (�) para cada una de las componentes
de la señal de entrada; también se muestra el error entre ambas. En este caso cualquiera de las
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Fig. 3.7. Señal de entrada (�) x[n] = sen (0,1πn) y de salida (◦) del filtro FIR promediador.

Fig. 3.8. Señal de entrada (�) x[n] = − cos (0,3πn+ π/6) y de salida (◦) del filtro.

Fig. 3.9. Comparación de las respuestas transitorias (◦) y de estado estacionario (�) del filtro
FIR promediador.
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componentes de la señal de salida converge a la solución de estado estacionario en sólo N − 1 = 4
muestras, y el error es nulo a partir de la muestra N = 5 en adelante.

La característica de retardar las componentes de distintas frecuencias de la señal de entrada en
una misma cantidad de muestras, y la de poseer un transitorio de duración finita son típicas de los
sistemas FIR (aunque esto no significa que no puedan diseñarse filtros FIR con retardo que no sea
constante en función de la frecuencia). �

3.3.1. Listado del programa MATLAB para calcular la respuesta temporal
% respuesta temporal del sistema discreto y[n] = a*y[n-1] + b*x[n]
% cuando x[n] = c + d*sen(w0*n)+ e*cos(w1*n+fi)
%
close all; clear all;
%
% valores numericos:
a = 0.8; b = 1.0; c = 1.0;
d = 1.0; e =-1.0;
w0 = 0.1*pi; w1 = 0.3*pi; fi = pi/6;
I = sqrt(-1);
%
n = 0:60; % vector de indices
x1 = c*ones(size(n)); % las tres componentes de la entrada
x2 = d*sin(w0*n);
x3 = e*cos(w1*n+fi);
%
% La funcion transferencia en las distintas frecuencias
H1 = b/(1-a*exp(-I*0));
H2 = b/(1-a*exp(-I*w0));
H3 = b/(1-a*exp(-I*w1));
%
% Las componentes de la salida de estado estacionario
y1ee = H1*x1;
y2ee = abs(H2)*d*sin(w0*n+angle(H2));
y3ee = abs(H3)*e*cos(w1*n+fi+angle(H3));
%
% las respuestas reales (transitorio + estacionario)
NumH = b;
DenH = [1 -a];
y1te = filter(NumH,DenH,x1);
y2te = filter(NumH,DenH,x2);
y3te = filter(NumH,DenH,x3);
%
% ========================================================================
% grafica la salida transitoria y de estado estacionario
% debidas a la entrada x1[n]
%
figure;
subplot(521);
h1=stem(n,y1ee,’b’);hold on;
h2=stem(n,y1te,’r’);hold off;
ylabel(’{\itx}_1[{\itn}], {\ity}_1[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
% grafica la diferencia entre las salidas transitoria y estacionaria
subplot(522);
h1=stem(n,y1ee-y1te,’b’);
set(h1,’MarkerSize’,2,’MarkerFaceColor’,’b’);
set(gca,’FontSize’,7,’Xlim’,[0 30])
ylabel(’{\ite}_1[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
% ========================================================================
% grafica la salida transitoria y de estado estacionario
% debidas a la entrada x2[n]
%
subplot(523);
h1=stem(n,y2ee,’b’);hold on;
h2=stem(n,y2te,’r’);hold off;
ylabel(’{\ity}_2[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
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% grafica la diferencia entre las salidas transitoria y estacionaria
subplot(524);
h1=stem(n,y2ee-y2te,’b’);
set(h1,’MarkerSize’,2,’MarkerFaceColor’,’b’);
set(gca,’FontSize’,7,’Xlim’,[0 30])
ylabel(’{\ite}_2[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
% ========================================================================
% grafica la salida transitoria y de estado estacionario
% debidas a la entrada x3[n]
%
subplot(525);
h1=stem(n,y3ee,’b’);hold on;
h2=stem(n,y3te,’r’);hold off;
ylabel(’{\ity}_3[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
% grafica la diferencia entre las salidas transitoria y estacionaria
subplot(526);
h1=stem(n,y3ee-y3te,’b’);
set(h1,’MarkerSize’,2,’MarkerFaceColor’,’b’);
set(gca,’FontSize’,7,’Xlim’,[0 30])
ylabel(’{\ite}_3[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
% ========================================================================
% grafica la salida transitoria y de estado estacionario
% debidas a la entrada x[n] = x1[n]+x2[n]+x3[n]
%
subplot(514)
h1=stem(n,y1ee+y2ee+y3ee,’b’);hold on;
h2=stem(n,y1te+y2te+y3te,’r’);hold off;
ylabel(’{\ity}[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);
%
% grafica la diferencia entre las salidas transitoria y estacionaria
subplot(515);
h1=stem(n,y1ee+y2ee+y3ee-(y1te+y2te+y3te),’b’);
set(h1,’MarkerSize’,2,’MarkerFaceColor’,’b’);
set(gca,’FontSize’,7)
ylabel(’{\ite}[{\itn}]’,’FontSize’,10,’FontName’,’Times’);

3.3.2. Comandos para graficar la respuesta en frecuencia
NumH = b;
DenH = [1 -a];
[H,w]=freqz(NumH,DenH);
subplot(211);plot(w/pi,abs(H));
subplot(212);plot(w/pi,unwrap(angle(H)));

EJEMPLO 3.7. Salida de estado estacionario de un transformador de Hilbert
El sistema caracterizado por la respuesta en frecuencia

H(ejω) =

{
j, −π < ω < 0
−j, 0 < ω < π,

se conoce como transformador de Hilbert. Su respuesta impulsiva es

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω =

1
2π

(∫ 0

−π
jejωndω+

∫ π

0
(−j)ejωndω

)
=

1
2πn

(
1− e−jπn − ejπn + 1

)
=

1
πn

[1− (−1)n] ,
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Fig. 3.10. Respuesta impulsiva del transformador de Hilbert.

si n 6= 0, y para n = 0

h[0] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω=

1
2π

∫ π

−π
H(ejω)dω

=
1

2π

(∫ 0

−π
jdω+

∫ π

0
(−j)dω

)
=

1
2π
(−jπ+ jπ)=0.

Por lo tanto,

h[n] =

{
0, n = 0, o n par,
2/(πn), n impar.

Como la transformada H(ejω) es imaginaria pura, la antitransformada h[n] es impar. El gráfico de
h[n] se muestra en la Fig. 3.10.

Si la entrada es x[n] = A cos(ω0n) + B sen(ω1n), con 0 < ω0 < ω1 < π, la salida y[n] de estado
estacionario se puede calcular como

y[n] = A
∣∣∣H(ejω)

∣∣∣
ω=ω0

cos(ω0n+ φ0) + B
∣∣∣H(ejω)

∣∣∣
ω=ω1

sen(ω1n+ φ1),

donde φi = arg{H(ejω)
∣∣
ω=ωi

}. Es claro que∣∣∣H(ejω)
∣∣∣ = 1, arg{H(ejω)} = −π

2
sgn(ω),

y por lo tanto, H(ejω) = H∗(e−jω). Entonces:

y[n] = A× 1× cos(ω0n− π/2) + B× 1× sen(ω1n− π/2).

Teniendo en cuenta que cos(θ−π/2) = sen θ, y que sen(θ−π/2) = − cos θ, la salida y[n] puede
escribirse como

y[n] = A sen(ω0n)− B cos(ω1n).

El resultado también se puede obtener trabajando directamente en el dominio frecuencia. La entrada
x[n] se puede escribir como

x[n] = A cos(ω0n) + B sen(ω1n)

=
A
2

(
ejω0n + e−jω0n

)
+ j

B
2

(
−ejω1n + e−jω1n

)
.

Teniendo en cuenta el par transformado ejω0n ⇔ 2π ∑r δ(ω−ω0 + 2πr), se tiene que

X(ejω) = ∑
r

πA [δ(ω−ω0+2πr)+δ(ω+ω0+2πr)]+ jπB [−δ(ω−ω1+2πr)+δ(ω+ω1+2πr)] .
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Fig. 3.11. Cálculo de la salida de transformador de Hilbert en el dominio frecuencia..

Este espectro se representa en la Fig. 3.11(a) . La salida se puede calcular como

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω)

= ∑
r

πA H(ejω)
∣∣∣
ω=ωi+2πr

δ(ω−ω0+2πr)+πA H(ejω)
∣∣∣
ω=−ωi+2πr

δ(ω+ω0+2πr) +

∑
r
−jπB H(ejω)

∣∣∣
ω=ω1+2πr

δ(ω−ω1+2πr)+ jπB H(ejω)
∣∣∣
ω=−ω1+2πr

δ(ω+ω1+2πr).

Como H(ejω) es periódica, H(ejω)
∣∣
ω=ωi+2πr = H(ejω)

∣∣
ω=ωi

, y entonces

Y(ejω) = ∑
r

πA H(ejω)
∣∣∣
ω=ωi

δ(ω−ω0+2πr)+πA H(ejω)
∣∣∣
ω=−ωi

δ(ω+ω0+2πr) +

∑
r
−jπB H(ejω)

∣∣∣
ω=ω1

δ(ω−ω1+2πr)+ jπB H(ejω)
∣∣∣
ω=−ω1

δ(ω+ω1+2πr).

De acuerdo con la expresión de la respuesta en frecuencia,

H(ejω)
∣∣∣
ω=ωi

= H(ejω)
∣∣∣
ω=ω1

= −j

H(ejω)
∣∣∣
ω=−ωi

= H(ejω)
∣∣∣
ω=−ω1

= j
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como se muestra en la Fig. 3.11(b) , se tiene que

Y(ejω) = ∑
r
−jπA δ(ω−ω0+2πr)+ jπA δ(ω+ω0+2πr) +

∑
r
−jπB(−j)δ(ω−ω1+2πr)+ jπB(j)δ(ω+ω1+2πr)

= ∑
r

jπA [−δ(ω−ω0+2πr)+δ(ω+ω0+2πr)]

+(−πB) [δ(ω−ω1+2πr)+δ(ω+ω1+2πr)] .

El espectro de Y(ejω) se grafica en la Fig. 3.11(c) . Antitransformando resulta

y[n] = j A
2

(
−ejω0n + e−jω0n

)
− B

2

(
ejω1n + e−jω1n

)
es decir

y[n] = A sen(ω0n)− B cos(ω1n).

resultado que coincide con el calculado en el dominio temporal. �
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Fig. 3.12. Retardo de grupo y retardo de fase en una señal tipo pasabanda.

3.4. Retardo de grupo y retardo de fase

Una medida conveniente de la linealidad de la fase es el retardo de grupo, que describe el
efecto de la fase de la respuesta en frecuencia de un sistema sobre una señal de banda
angosta. Esta señal está caracterizada como

x[n] = s[n] cos(ω0n), (3.20)

donde s[n] es una señal tipo pasabajo y con ancho de banda pequeño, es decir, S(ejω) = 0
para |ω| > ∆, donde ∆ es muy pequeño, y ∆� ω0, como se representa en la Fig. 3.12(a).
Es habitual denominar a s[n] como señal moduladora, y a la señal p[n] = cos ω0n como por-
tadora. La forma de onda temporal y el espectro de esta señal se grafican en la Fig. 3.12(b) .
Como x[n] = s[n]× p[n], el espectro X(ejω) es la convolución entre S(ejω) y P(ejω), y re-
sulta en una señal de ancho de banda angosta, centrada en ±ω0, como se ilustra en la
Fig. 3.12(c).

Como
P(ejω) = ∑

k
πδ(ω−ω0 + 2πr) + πδ(ω+ω0 + 2πr),
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la transformada de Fourier de la sucesión discreta (3.20) es

X(ejω) =
1

2π

∫ π

−π
S(ejθ)P(ej(ω−θ)) dθ

=
1

2π

∫ π

−π
S(ejθ)[πδ(ω− θ −ω0) + πδ(ω− θ +ω0)] dθ

= 1
2 S(ej(ω−ω0)) + 1

2 S(ej(ω+ω0))

Si esta señal excita un filtro discreto con respuesta en frecuencia H(ejω), representada en
la Fig. 3.12(d), la transformada de Fourier de la salida y[n] del sistema es

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω)

= 1
2 H(ejω)S(ej(ω−ω0+2πk)) + 1

2 H(ejω)S(ej(ω+ω0+2πk)) (3.21)

como se muestra en la Fig. 3.12(d) . La salida y[n] del filtro está dada por

y[n] =
1

2π

∫ π

−π
Y(ejω)ejωndω =

1
2π

∫ π

−π
H(ejω)X(ejω)ejωndω.

Como el intervalo de integración es (−π, π], de las infinitas réplicas presentes en (3.21)
sólo deben considerarse las correspondientes a k = 0. Además, ya que la señal x[n] es de
banda angosta, su espectro X(ejω) es nulo en todo el intervalo (−π, π] con excepción de
las bandas [−ω0−∆,−ω0+∆] y [ω0−∆, ω0+∆], [Fig. 3.12(c)] de manera que

y[n]=
1

2π

∫ ω0+∆

ω0−∆

1
2 H(ejω)S(ej(ω−ω0))ejωndω+

1
2π

∫ −ω0+∆

−ω0−∆

1
2 H(ejω)S(ej(ω+ω0))ejωndω. (3.22)

Para calcular de manera explícita la salida se deben analizar cada una de las dos inte-
grales de (3.22). Si se definen

y1[n] =
1

2π

∫ ω0+∆

ω0−∆

1
2

H(ejω)S(ej(ω−ω0))ejωndω,

y2[n] =
1

2π

∫ −ω0+∆

−ω0−∆

1
2

H(ejω)S(ej(ω+ω0))ejωndω,

es evidente que y[n] = y1[n] + y2[n]. Por lo tanto, basta analizar en detalle la primera
integral, ya que la segunda se puede derivar de manera similar. En primer lugar, conviene
introducir un cambio de variables ω = σ+ω0, de modo que dω = dσ, y entonces

y1[n] =
1

2π

∫ ∆

−∆

1
2

H(ej(ω0+σ))S(ejσ)ejω0nejσndσ. (3.23)

Como ∆ � ω0, H(ej(ω0+σ)) =
∣∣H(ejω0+σ)

∣∣ ej arg[H(ej(ω0+σ))] se puede aproximar utilizando
series de Taylor como∣∣∣H(ejω0+σ)

∣∣∣ ≈ ∣∣∣H(ejω0)
∣∣∣+ ∂

∂ω
{
∣∣∣H(ejω)

∣∣∣}∣∣∣∣
ω=ω0

σ, (3.24)

arg[H(ej(ω0+σ))] ≈ arg[H(ejω0)] +
∂

∂ω
{arg[H(ejω)]}

∣∣∣∣
ω=ω0

σ, (3.25)
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Fig. 3.13. Aproximación de la respuesta en frecuencia H(ejω) en H(ej(ω0+σ)).

como se muestra en la Fig. 3.13(a) y Fig. 3.13(b) , respectivamente. Nuevamente, como
el ancho de banda de S(ejω) o de X(ejω) es mucho más estrecho que el de H(ejω), es
razonable suponer que

∂

∂ω
{
∣∣∣H(ejω)

∣∣∣}∣∣∣∣
ω=ω0

≈ 0.

Sin embargo, esto no es necesariamente cierto para la variación de la fase, que puede ser
significativa. Se define el retardo de grupo como la variación negativa de la fase de H(ejω)
en función de la frecuencia ω,

τG(ω) = −
∂

∂ω
{arg[H(ejω)]},

lo que permite expresar (3.25) como

arg[H(ej(ω0+σ))] ≈ arg[H(ejω0)]− τG(ω0)σ, (3.26)

y entonces, de (3.24) y (3.26) se tiene que

H(ej(ω0+σ)) ≈
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ ej{arg[H(ejω0 )]−τG(ω0)σ}. (3.27)

En consecuencia, la salida y1[n] dada por la ecuación (3.23) se puede escribir como

y1[n] =
1

2π

∫ ∆

−∆

1
2

∣∣∣H(ejω0)
∣∣∣ ej arg[H(ejω0 )]e−jτG(ω0)σS(ejσ)ejω0nejσndσ,

y reordenando los términos, resulta

y1[n] =
1
2

∣∣∣H(ejω0)
∣∣∣ ej arg[H(ejω0 )]ejω0n 1

2π

∫ ∆

−∆
S(ejσ)ej[n−τG(ω0)]σdσ. (3.28)

De acuerdo a las propiedades de la TDFT,

1
2π

∫ ∆

−∆
S(ejσ)ej[n−τG(ω0)]σdσ = s[n− τG(ω0)].

Por lo tanto (3.28) se puede poner como

y1[n] = 1
2 H(ejω0)ejω0ns[n− τG(ω0)], (3.29)
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y de manera análoga, suponiendo que la respuesta impulsiva h[n] de H(ejω) es real,

y2[n] = 1
2 H∗(ejω0)e−jω0ns[n− τG(ω0)], (3.30)

Finalmente, de (3.29) y (3.30) resulta

y[n] =
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ s[n− τG(ω0)] cos{ω0n+ arg[H(ejω0)]}

=
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ s[n− τG(ω0)] cos{[ω0 − τF(ω0)]n},

donde τF(ω) = − arg[H(ejω)]/ω es el retardo de fase del sistema H(ejω).

En síntesis, definiendo el

retardo de grupo como τG(ω) = −
∂

∂ω
{arg[H(ejω)]},

retardo de fase como τF(ω) = −
1
ω

arg[H(ejω)],

la salida del sistema con respuesta en frecuencia H(ejω) ante una excitación de banda
angosta x[n] = s[n] cos(ω0n), donde s[n] es una señal tipo pasabajo, con S(ejω) = 0 para
|ω| > ∆, y ∆� ω0 es

y[n] =
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ s[n− τG(ω0)] cos{[ω0 − τF(ω0)]n}.

Esta ecuación muestra que para una señal x[n] de banda angosta, la fase de H(ejω) aplica
un retardo τG (retardo de grupo) a la envolvente s[n] de la señal x[n], y un retardo de τF
(retardo de fase) a la portadora cos(ω0n).

EJEMPLO 3.8. Determinación experimental del retardo de grupo
En la Fig. 3.14 se muestra la respuesta en frecuencia de un filtro elíptico de cuarto orden con
frecuencia de corte ωc = π/4, con ondulación de 1 dB en la banda de paso, y 40 dB en la banda
de rechazo. El filtro se implementa como una cascada de dos secciones de segundo orden

H(ejω) =
b1,0 + b1,1e−jω + b1,2e−j2ω

a1,0 + a1,1e−jω + a1,2e−j2ω
× b2,0 + b2,1e−jω + b2,2e−j2ω

a2,0 + a2,1e−jω + a2,2e−j2ω
,

donde
Sección bi ai

1 b1,0 = +0,02636248173504 a1,0 = +1,00000000000000
b1,1 = +0,01905630958554 a1,1 = −1,37540781597787
b1,2 = +0,02636248173504 a1,2 = +0,55745202060406

2 b2,0 = +1,00000000000000 a2,0 = +1,00000000000000
b2,1 = −0,76923432315460 a2,1 = −1,31689024623849
b2,2 = +1,00000000000000 a2,2 = +0,86140502929003

A continuación se estudia la respuesta del sistema ante dos excitaciones distintas.
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Fig. 3.14. Respuesta en frecuencia de un filtro elíptico de cuarto orden.

Si el filtro se excita con una señal senoidal del tipo x[n] = A cos ω0n, la salida y[n] será

y[n] = A
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ cos[ω0n+∠H(ejω0)]

= A
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ cos{ω0[n+∠H(ejω0)/ω0]}

= A
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ cos{ω0[n− τF(ω0)]}

A la frecuencia ω0 = π/4, se encuentra que
∣∣H(ejω0)

∣∣ = 0,89125 y arg{H(ejω0)} =
−3,86790 rad (Fig. 3.14), y por lo tanto τF(ω0) = − arg{H(ejω0)}/ω0 = 4,9247 mues-
tras. En consecuencia, la señal de salida y[n] está dada por

y[n] = 0,89125A cos[(π/4)(n− 4,9247)],

que muestra que hay un retardo de fase τF(ω0) de casi 5 muestras (en realidad 4,9247
muestras) entre la señal de entrada y la señal de salida.

Si la excitación se cambia a una señal modulada x[n] = s[n] cos ω0n, donde s[n] es una onda
triangular, con frecuencia fundamental ωm = 5π/400, la forma de onda de salida será

y[n] = s[n− τG(ω0)]
∣∣∣H(ejω0)

∣∣∣ cos{ω0[n− τF(ω0)]}.

De la Fig. 3.14 se observa que el retardo de grupo τG(ω) a la frecuencia ω0 = π/4 es
τG(ω0) = 14,91859 muestras, y por lo tanto,

y[n] = 0,89125 s[n− 14,9186] cos[(π/4)(n− 4,9247)].

En otras palabras, mientras que la portadora cos ω0n se retarda 5 muestras aproximadamente,
la envolvente r[n] de la señal x[n] se demora casi 15 muestras.

En la Fig. 3.15 se observan las formas de onda de entrada y de salida experimentales, obtenidas de
implementar el filtro en un sistema de desarrollo basado en el DSP56303 de Motorola. Las señales
de entrada y se salida se muestrean a fs = 8 kHz, y por lo tanto los retardos de fase y de grupo
expresados en unidades de tiempo, calculados como

τ[unidadesdetiempo] = τ[muestras]/ fs

donde fs es la frecuencia de muestreo, serán

τF(ω0) = 4,9247 muestras ≡ 0,615 ms,
τG(ω0) = 14,9186 muestras ≡ 1,864 ms.

En la Fig. 3.15(a) se mide el retardo de grupo τG, es decir, la demora que sufre la envolvente de la
señal al pasar por el filtro, y se aprecia que es muy cercano al valor calculado. En la Fig. 3.15(b) se
amplía la zona central de la Fig. 3.15(a) , observándose que el retardo de fase τF de la portadora,
es también similar al valor calculado analíticamente. �
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Fig. 3.15. Retardo de grupo (a) y retardo de fase (b) del filtro elíptico de la Fig. 3.14. Frecuencia
de la portadora ω0 = π/4 (1 kHz); frecuencia fundamental de la moduladora ωm =
5π/400 (50 Hz).

Fig. 3.16. Medición del retardo de grupo. Señales de entrada y salida graficada en modo normal
(a), y en modo “pico a pico” (b).

La medición del retardo de grupo puede ser difícil. Para medir con precisión, se necesita
que el ancho de banda de la señal moduladora sea mucho menor que la frecuencia de
la portadora, de modo que sean válidas las aproximaciones del módulo y la fase de la
respuesta en frecuencia dadas por la ecuación (3.27). Pero esto dificulta la observación de
las señales en el osciloscopio, precisamente por la gran diferencia entre ambas frecuencias
que puede confundir al sistema de disparo, e impedir la obtención de una imagen estable.
Sin embargo, aún cuando logre estabilizarse la imagen, la medición puede ser difícil,
como ilustra la Fig. 3.16(a) donde se muestran las señales de entrada y salida del filtro,
como se observan normalmente en el osciloscopio. Debido a la diferencia de frecuencias
entre la moduladora y la portadora, es difícil elegir un punto de referencia para medir el
retardo entre ambas señales. En la Fig. 3.16(b) se muestra la misma señal pero graficada
en modo “pico a pico”; esta representación facilita la elección de un punto de referencia.

La Fig. 3.16 indica que para medir el retardo con precisión, también es relevante la for-
ma de onda de la señal moduladora. En la Fig. 3.17 se observan otros tipos de modula-
ciones: una onda cuadrada [Fig. 3.17(a)], una rampa [Fig. 3.17(b)], y una onda triangular
[Fig. 3.17(c)]. Se aprecia que tanto con la onda sinusoidal, con la señal cuadrada o con la
rampa es difícil determinar la diferencia de tiempo entre la entrada y la salida, pues la
suavidad de la variación de la primera y el transitorio que se observa en la salida de las
dos últimas (que, además, no son de ancho de banda limitada) impide elegir una referen-
cia apropiada. Sin embargo, la modulación triangular [Fig. 3.17(c)] parece adecuada para
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Fig. 3.17. Diferentes tipos de señales moduladoras para medir el retardo de grupo: onda cuadra-
da (a); rampa (b); onda triangular (c).

efectuar la medición. Por ello se utilizó este tipo de modulación en el Ejemplo 3.8.

En los siguientes ejemplos se compara el retardo de grupo calculado analíticamente con
el retardo medido para un filtro pasabanda angosto cuyas especificaciones son

Banda de paso: 950 Hz a 1050 Hz
Banda de rechazo: 0 Hz a 900 Hz y 1100 Hz a 4000Hz
Atenuación máxima en la bada de paso (Ap): 1 dB
Atenuación mínima en la banda de rechazo (Ar): 40 dB
Frecuencia de muestreo (Fs) 8000 Hz

En el Ejemplo 3.9 se analiza una implementación tipo IIR, y en el Ejemplo 3.10 una real-
ización tipo FIR.

EJEMPLO 3.9. Medición del retardo de grupo de un filtro IIR
El filtro se implementa con una aproximación elíptica, que resulta en una función transferencia de
orden N = 8,

H(ejω) = 0,010−0,055e−jω+0,154e−j2ω−0,272e−j3ω+0,326e−j4ω−0,272e−j5ω+0,155e−j6ω−0,055e−j7ω+0,010e−j8ω

1−5,604e−jω+15,702e−j2ω−27,498e−j3ω+32,749e−j4ω−26,995e−j5ω+15,133e−j6ω−5,303e−j7ω+0,929e−j8ω

La respuesta en frecuencia en módulo y fase se grafica en la Fig. 3.18(a); la Fig. 3.18(b) muestra
un detalle de la banda de paso.

El retardo de grupo se midió utilizando una señal moduladora con forma de onda triangular, y
frecuencia fundamental de 1 Hz, variando la frecuencia de la portadora se varió en pasos de 5 Hz
entre 950 y 1050 Hz, como se resume en la tabla siguiente.

retardo de grupo
frecuencia calculado medido

Hz rad muestras ms ms

950 0.2375π 279.9 34.98 30
955 0.2387π 171.7 21.46 19
960 0.2400π 101.5 12.68 15
965 0.2412π 87.8 10.97 11
970 0.2425π 89.9 11.23 11
975 0.2437π 91.5 11.44 11
980 0.2450π 85.7 10.71 11
985 0.2463π 74.8 9.35 9
990 0.2475π 64.6 8.07 8
995 0.2488π 58.3 7.28 7
1000 0.2500π 56.7 7.08 7

retardo de grupo
frecuencia calculado medido

Hz rad muestras ms ms

1005 0.2512π 59.6 7.46 7
1010 0.2525π 66.9 8.36 8
1015 0.2537π 76.9 9.61 10
1020 0.2550π 85.5 10.69 11
1025 0.2563π 88.0 11.01 11
1030 0.2575π 84.8 10.59 10
1035 0.2587π 83.7 10.45 10
1040 0.2600π 99.7 12.46 12
1045 0.2612π 168.5 21.07 21
1050 0.2625π 258.7 32.34 32
– – – – –

En la Fig. 3.19 se muestran las mediciones correspondientes a las frecuencias de portadora fp = 950
Hz, 1000 Hz y 1050 Hz, mientras que en la Fig.3.20 se grafica el retardo de grupo calculado con
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Fig. 3.18. Respuesta en frecuencia del filtro IIR del Ejemplo 3.9: en la banda de Nyquist (a);
detalle de la banda de paso (b).

Fig. 3.19. Medidas del retardo de grupo del filtro IIR del Ejemplo 3.9.

Fig. 3.20. Retardo de grupo calculado (– ) y medido (+) para el filtro IIR del Ejemplo 3.9.
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Fig. 3.21. Respuesta en frecuencia del filtro FIR del Ejemplo 3.10: en la banda de Nyquist (a);
detalle de la banda de paso (b).

Fig. 3.22. Medidas del retardo de grupo del filtro FIR del Ejemplo 3.10.

Fig. 3.23. Retardo de grupo calculado (– ) y medido (+) para el filtro FIR del Ejemplo 3.10.
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Matlab a partir de la función de sistema, junto con los valores medidos (indicados con “+”)
observándose que no es constante en función de la frecuencia. �

EJEMPLO 3.10. Medición del retardo de grupo de un filtro FIR
El filtro se implementa utilizando un algoritmo óptimo, que resulta en una función transferencia
de orden N = 282. La respuesta en frecuencia en módulo y fase se grafica en la Fig. 3.21(a); un
detalle de la banda de paso se muestra en la Fig. 3.21(b). La frecuencia de la portadora se varió en
pasos de 5 Hz entre 950 y 1050 Hz; la medida del retardo de grupo a tres frecuencias diferentes
se muestra en la Fig. 3.22, utilizando una onda moduladora triangular, y período de 1 s. Como la
respuesta en fase es lineal, el retardo de grupo resulta constante en función de la frecuencia, y es
τG = 141 muestras, como se observa en la Fig. 3.23. En la misma figura se muestra el valor del
retardo medido en distintas frecuencias. Se aprecia una ligera diferencia con el valor calculado, que
se atribuye a la poca precisión que tiene la medida efectuada con el osciloscopio. �
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3.5. Aplicaciones de la TFTD

Aunque más adelante se verán herramientas más poderosas (por ejemplo la transforma-
da Z) la TFTD es útil para resolver sistemáticamente una serie de problemas:

Hallar la TFTD de señales complejas a partir de las transformadas conocidas de
señales más simples (calcular la transformada usando tablas)

Calcular la TFTD inversa.

Encontrar la respuesta impulsiva de un sistema lineal e invariante en el tiempo
expresado como ecuación a diferencias

Determinar la respuesta impulsiva a partir de la respuesta en frecuencia de filtros
ideales.

A continuación se desarrollan algunos ejemplos de estas aplicaciones. En todos los ejem-
plos se suponen conocidos los siguientes pares transformados:

x[n] = δ[n] ⇐⇒ X(ejω) = 1

x[n] = anu[n] ⇐⇒ X(ejω) =
1

1− ae−jω

y las siguientes propiedades

Desplazamiento temporal: x[n− n0] ⇐⇒ e−jn0ωX(ejω)

Convolución: x[n] ∗ y[n] ⇐⇒ X(ejω)Y(ejω)

Derivación frecuencial: nx[n] ⇐⇒ j
d

dω
X(ejω)

Convolución frecuencial: x[n]× y[n] ⇐⇒ X(ejω) ∗Y(ejω)

donde la convolución frecuencial del último renglón debe entenderse como la convolu-
ción periódica, es decir

X(ejω) ∗Y(ejω) =
1

2π

∫ 2π

0
X(ejθ)Y(ej(ω−θ))dθ =

1
2π

∫ 2π

0
X(ej(ω−θ))Y(ejθ)dθ

3.5.1. Cálculo de la TFTD

EJEMPLO 3.11. Determinación de la TFTD de la sucesión x[n] = 2(0,8)n+3u[n− 2]
Notando que

x[n] = 2(0,8)n+3u[n− 2] (3.31)
= 2(0,8)5(0,8)n−2u[n− 2]
= 2(0,8)5x1[n− 2],

donde
x1[n] = (0,8)nu[n].
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De acuerdo a la tabla de transformadas,

X1(ejω) =
1

1− 0,8e−jω , (3.32)

y de la tabla de propiedades,

X(ejω) = 2(0,8)5e−j2ωX1(ejω). (3.33)

Finalmente, de (3.32) y (3.33) resulta

X(ejω) = 2(0,8)5
e−j2ω

1− 0,8e−jω . (3.34)

Para comparar la ventaja de esta manera de calcular las transformadas, se computa la TFTD de
(3.31) a partir de la definición. Se tiene entonces

X(ejω) =
∞

∑
n=−∞

x[n]e−jωn =
∞

∑
n=−∞

{2(0,8)n+3u[n− 2]}e−jωn

=
∞

∑
n=2

2(0,8)n+3e−jωn.

Se efectúa el cambio de variable n = m+ 2, de modo que

X(ejω) =
∞

∑
n=2

2(0,8)n+3e−jωn =
∞

∑
m=0

2(0,8)(m+2)+3e−jω(m+2)

= 2(0,8)5e−j2ω
∞

∑
m=0

(0,8)me−jωm

= 2(0,8)5
e−j2ω

1− 0,8e−jω .

que coincide con (3.34). �

EJEMPLO 3.12. Cálculo de la TFTD de la sucesión x[n] = n(0,5)nu[n].
La presencia del factor n sugiere aplicar la propiedad de derivación frecuencial. Se define entonces
x[n] = nx1[n], donde x1[n] = (0,5)nu[n]. De la tabla de transformadas se encuentra que X1(ejω) =
(1− 0,5e−jω)−1, y por lo tanto

X(ejω) = j
d

dω
X1(ejω) = j

d
dω

(
1

1− 0,5e−jω

)
= −j

−0,5e−jω(−j)
(1− 0,5e−jω)2

=
0,5e−jω

(1− 0,5e−jω)2
�

EJEMPLO 3.13. Cómputo de la TDFT de x[n] = (n+ 2)(−0,7)n−1u[n− 2]
La sucesión x[n] se puede escribir como

x[n] = (n+ 2)(−0,7)n−1u[n− 2] = (−0,7)−1[(n− 2) + 4](−0,7)n−2u[n− 2]

= (−0,7)−1(n− 2)(−0,7)n−2u[n− 2] + (−0,7)−14(−0,7)n−2u[n− 2]

= (−0,7)−1x2[n− 2] + (−0,7)−14x1[n− 2],

donde x1[n] = (−0,7)nu[n], y x2[n] = nx1[n]. Aplicando propiedades resulta

X(ejω) = (−0,7)−1e−j2ωX2(ejω) + (−0,7)−14e−j2ωX1(ejω).
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A partir de los resultados de los Ejemplos 3.11 y 3.12 se tiene que

X1(ejω) =
1

1+ 0,7e−jω ,

X2(ejω) = j
d

dω
X1(ejω) =

−0,7e−jω

(1+ 0,7e−jω)2
,

y por lo tanto,

X(ejω) = (−0,7)−1e−j2ω −0,7e−jω

(1+ 0,7e−jω)2
+ (−0,7)−14e−j2ω 1

1+ 0,7e−jω

= (−0,7)−1
(−0,7e−j3ω + 4e−j2ω(1+ 0,7e−jω)

(1+ 0,7e−jω)2

)
= (−0,7)−1e−j2ω

(−0,7e−jω + 4+ 4 · 0,7e−jω)

(1+ 0,7e−jω)2

)
de donde resulta finalmente

X(ejω) =
(−0,7)−1e−j2ω(4+ 2,1e−jω)

(1+ 0,7e−jω)2
�

3.5.2. Cálculo de la TFTD inversa

EJEMPLO 3.14. Cálculo de la sucesión x[n] cuya TFTD es X(ejω) = (1− ae−jω)−2.
La transformada X(ejω) se puede escribir como el producto de dos transformadas,

X(ejω) =
1

(1− ae−jω)2
= X1(ejω)X1(ejω),

donde

X1(ejω) =
1

1− ae−jω ,

lo que sugiere aplicar la propiedad de convolución temporal. Se tiene entonces que

x[n] = x1[n] ∗ x1[n]

donde x1[n] es la transformada inversa de X1(ejω). Según la tabla de transformadas, x1[n] = anu[n],
y por lo tanto,

x[n] = x1[n] ∗ x1[n] =
n

∑
m=0

x1[m]x1[n−m] =
n

∑
m=0

aman−m =
n

∑
m=0

an (3.35)

de donde resulta
x[n] = (n+ 1)anu[n]. (3.36)

El factor u[n] resulta de observar que la sumatoria del último término de (3.35) no se ejecuta si
n < 0.

El Ejemplo 3.12 sugiere que esta transformada inversa también podría calcularse aplicando la
propiedad de derivación frecuencial. Sabiendo que

X1(ejω) =
1

1− ae−jω

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



34 3. Señales y sistemas discretos

es la TFTD de x1[n] = anu[n] se tiene que la TFDT de

x2[n] = nx1[n] = nanu[n]

es

X2(ejω) = j
d

dω

(
1

1− ae−jω

)
=

ae−jω

(1− ae−jω)2
.

Como

X(ejω) =
ejω

a
X2(ejω),

resulta

x[n] =
1
a

x2[n+ 1]

=
1
a
(n+ 1)an+1u[n+ 1]

= (n+ 1)anu[n+ 1]. (3.37)

Aunque u[n+ 1] = 1 en n = −1, el factor (n+ 1) se anula, de modo que (3.37) se puede escribir

x[n] = (n+ 1)anu[n],

que coincide con el resultado (3.36) calculado previamente. �

EJEMPLO 3.15. Transformada inversa de una función racional de e−jω

Para calcular la transformada inversa de

X(ejω) =
1− cejω

(1− ae−jω)(1− be−jω)

es conveniente escribir X(ejω) como un desarrollo en fracciones parciales,

X(ejω) =
A

1− ae−jω +
B

1− be−jω .

Los valores de A y B se encuentran igualando los numeradores,

1− cejω = A− Abe−jω + B− Bae−jω = (A+ B) + (Ab+ Ba)e−jω,

de donde resulta A+ B = 1, Ab+ Ba = c. Operando se encuentra que

A =
c− a
b− a

, B =
b− c
b− a

.

Por lo tanto

X(ejω) =

(
c− a
b− a

)
1

1− ae−jω +

(
b− c
b− a

)
1

1− be−jω .

De la tabla de transformadas se tiene que

x[n] =
(

c− a
b− a

)
anu[n] +

(
b− c
b− a

)
bnu[n]. �
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3.5.3. Cómputo de la respuesta impulsiva a partir de la ecuación a diferencias

EJEMPLO 3.16. Determinación de la respuesta impulsiva de una ecuación a diferencias
La respuesta impulsiva de la ecuación a diferencias con coeficientes constantes

y[n]− 1
2

y[n− 1] = x[n]− 1
4

x[n− 1],

satisface

h[n]− 1
2

h[n− 1] = δ[n]− 1
4

δ[n− 1].

Para expresar h[n] en forma cerrada, se calcula la TFTD aplicando propiedades. Resulta entonces

H(ejω)(1− 1
2

e−jω) = 1− 1
4

e−jω,

de donde

H(ejω) =
1− (1/4)e−jω

1− (1/2)e−jω .

La respuesta en frecuencia H(ejω) queda expresada como una función racional de e−jω, y la respuesta
impulsiva h[n] puede resolverse como en el Ejemplo 3.15. Sin embargo en este caso es más sencillo
resolver aplicando propiedades, notando que

H(ejω) =
1

1− (1/2)e−jω −
e−jω

4
1

1− (1/2)e−jω .

Se tiene entonces que

h[n] = (1/2)nu[n]− 1
4
(1/2)n−1u[n− 1]. �

EJEMPLO 3.17. Determinación de la respuesta impulsiva de una ecuación a diferencias
La respuesta en frecuencia de la ecuación a diferencias con coeficientes constantes

y[n] + 2y[n− 1] + y[n− 2] = 3x[n] + 4x[n− 1]

se puede calcular aplicando propiedades como

Y(ejω)(1+ 2e−jω + e−j2ω) = X(ejω)(3+ 4e−jω)

de donde

H(ejω) =
Y(ejω)

X(ejω)
=

3+ 4e−jω

1+ 2e−jω + e−j2ω
=

3+ 4e−jω

(1+ e−jω)2
.

La respuesta impulsiva se puede calcular tomando en cuenta los resultados de los Ejemplos 3.12 y
3.14. La función transferencia H(ejω) se puede escribir como

H(ejω) = (3+ 4e−jω)X1(ejω), con X1(ejω) =
1

(1+ e−jω)2
.

Resulta entonces que
h[n] = 3x1[n] + 4x1[n− 1],

donde x1[n] es la transformada inversa de X1(ejω). De acuerdo a los resultados del Ejemplo 3.14
(con a = −1) resulta x1[n] = (n+ 1)(−1)nu[n], y en consecuencia

h[n] = 3(n+ 1)(−1)nu[n] + 4n(−1)n−1u[n− 1].
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Fig. 3.24. Diagrama bloque del sistema discreto correspondiente al Ejemplo 3.18.

Notando que 4n(−1)n−1u[n− 1] = 4n(−1)n−1u[n], esta respuesta impulsiva también puede es-
cribirse como

h[n] = 3(n+ 1)(−1)nu[n] + 4n(−1)n−1u[n]
= 3(n+ 1)(−1)nu[n]− 4n(−1)nu[n]

de donde resulta que
h[n] = (3− n)(−1)nu[n] �

EJEMPLO 3.18. Sistemas de ecuaciones a diferencias
En la Fig. 3.24 se muestra el diagrama bloque de un sistema discreto. La variable de entrada es x[n],
la variable de salida es y[n], y w[n] es una variable intermedia. El bloque indicado ∆ representa
un retardo, por eso si la entrada al bloque es w[n] la salida es w[n− 1]. Observando el diagrama
de la figura, se puede derivar la relación entre w[n] con x[n] y w[n− 1], y entre y[n] con w[n] y
w[n− 1] :

w[n] = x[n] + c w[n− 1], (3.38)
y[n] = a w[n] + b w[n− 1] (3.39)

Esta manera de caracterizar el sistema discreto utiliza un sistema de ecuaciones a diferencias, en
lugar de una única ecuación como ocurre en los Ejemplos 3.16 y 3.17. El sistema se puede expresar
en la forma usual despejando y[n] en función de x[n]. Esto se puede lograr de dos formas distintas:

Trabajando en el dominio temporal: para encontrar w[n] y w[n− 1] en función de x[n] e y[n]
las ecuaciones (3.38)-(3.39) se reescriben en forma matricial como(

x[n]
y[n]

)
=

(
1 −c
a b

)(
w[n]

w[n− 1]

)
de donde resulta

w[n] =
1

b+ ac
(bx[n] + cy[n]) .

Reemplazando, por ejemplo, en (3.39) se encuentra que

y[n] = a w[n] + b w[n− 1]

=
a

b+ ac
(bx[n] + cy[n]) +

b
b− ac

(bx[n− 1] + cy[n− 1])

=
ab

b+ ac
x[n] +

ac
b+ ac

y[n] +
b2

b+ ac
x[n− 1] +

bc
b+ ac

y[n− 1]

y entonces (
1− ac

b+ ac

)
y[n] =

ab
b+ ac

x[n] +
b2

b+ ac
x[n− 1] +

bc
b+ ac

y[n− 1]

es decir
y[n] = ax[n] + bx[n− 1] + cy[n− 1]
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Fig. 3.25. Diagrama bloque alternativo del sistema discreto correspondiente al Ejemplo 3.18.

Trabajando en el dominio frecuencial: en este caso, esto resulta mucho más sencillo. Expre-
sando la TFTD de las ecuaciones (3.38) y (3.39), se tiene que

W(ejω) = X(ejω) + ce−jωW(ejω), (3.40)

Y(ejω) = aW(ejω) + be−jωW(ejω). (3.41)

De (3.40) resulta que

W(ejω) =
1

1− ce−jω X(ejω)

y reemplazando en (3.41),

Y(ejω) =
a

1− ce−jω X(ejω) +
be−jω

1− ce−jω X(ejω)

que se puede escribir como

Y(ejω)− ce−jωY(ejω) = aX(ejω) + be−jωX(ejω).

Finalmente, basta antitransformar para obtener

y[n]− cy[n− 1] = ax[n] + bx[n− 1].

que es la misma expresión que se obtuvo trabajando en el dominio tiempo.
Esta ecuación a diferencias se puede representar con el diagrama en bloques de la Fig. 3.25. �

Es interesante comparar los diagramas bloques de las Figs. 3.24 y 3.25. Aunque ambos
representan el sistema con respuesta en frecuencia

H(ejω) =
a+ be−jω

1− ce−jω

la implementación de ambos sistemas es diferente: en el primer caso es necesario resolver
dos ecuaciones a diferencias para calcular cada muestra de la salida y[n],

w[n] = x[n] + cw[n− 1],
y[n] = aw[n] + bw[n− 1],

mientras que en el segundo sólo hace falta resolver una única ecuación:

y[n] = ax[n] + bx[n− 1] + cy[n− 1].

Los bloques ∆ están asociados a lugares de memoria donde es necesario almacenar la
muestra pasada de w[n] o de x[n] e y[n]: la implementación de la Fig. 3.25 necesita el
doble de memoria que la de la Fig. 3.24.

Si bien la respuesta en frecuencia de ambas implementaciones es la misma, en casos prác-
ticos donde los coeficientes a, b, c, y/o las operaciones aritméticas se representen con pre-
cisión finita, las respuestas de una u otra pueden ser bastante diferentes, sobre todo para
sistemas de ecuaciones a diferencias de alto orden.
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Fig. 3.26. Señales a convolucionar en el Ejemplo 3.19.

3.5.4. Cálculo de la convolución en el dominio frecuencial

EJEMPLO 3.19. Cálculo de la convolución de dos sucesiones
Si bien la convolución y[n] de dos sucesiones x[n] y h[n] puede calcularse por definición,

y[n] = ∑
m

x[m]h[n−m] = ∑
m

x[n−m]h[m],

en el caso en que las sucesiones sean de longitud finita el cálculo debe realizarse en varias etapas,
considerando el solapamiento nulo, parcial a derecha o a izquierda, y total de ambas señales. Por
ejemplo, si

x[n] = δ[n+ 1] + δ[n] + δ[n− 1],
h[n] = δ[n+ 3] + 2δ[n+ 2] + 3δ[n+ 1] + 2δ[n] + δ[n− 1],

como se muestra en la Fig. 3.26, se encuentra que:

n < −4 ⇒ y[n] = x[n] ∗ h[n] = 0

−4 ≤ n ≤ −2 ⇒ y[n] =
n+1

∑
m=−3

x[n−m]h[m] =
n+1

∑
m=−3

h[m]

−2 ≤ n ≤ 0 ⇒ y[n] =
n+1

∑
m=n−1

x[n−m]h[m] =
n+1

∑
m=n−1

h[m]

0 ≤ n ≤ 2 ⇒ y[n] =
1

∑
m=n−1

x[n−m]h[m] =
1

∑
m=n−1

h[m]

2 < n ⇒ y[n] = x[n] ∗ h[n] = 0

El resultado de la convolución en cada etapa es

n < −4 ⇒ y[n] = 0

−4 ≤ n ≤ −2 ⇒ y[−4] =
−4+1

∑
m=−3

h[m] = h[−3] = 1

y[−3] =
−3+1

∑
m=−3

h[m] = h[−3] + h[−2] = 3

y[−2] =
−2+1

∑
m=−3

h[m] = h[−3] + h[−2] + h[−1] = 6
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−2 ≤ n ≤ 0 ⇒ y[−2] =
−2+1

∑
m=−2−1

h[m] = h[−3] + h[−2] + h[−1] = 6

y[−1] =
−1+1

∑
m=−1−1

h[m] = h[−2] + h[−1] + h[−0] = 7

y[0] =
0+1

∑
m=0−1

h[m] = h[−1] + h[0] + h[1] = 6

0 ≤ n ≤ 2 ⇒ y[0] =
1

∑
m=0−1

h[m] = h[−1] + h[0] + h[1] = 6]

y[1] =
1

∑
m=1−1

h[m] = h[0] + h[1] = 3]

y[2] =
1

∑
m=2−1

h[m] = h[1] = 1]

2 < n ⇒ y[n] = 0

que se puede sintetizar como

y[n] = δ[n+ 4] + 3δ[n+ 3] + 6δ[n+ 2] + 7δ[n+ 1] + 6δ[n] + 3δ[n− 1] + δ[n− 2].

El cálculo punto a punto para −7 ≤ n ≤ 4 se ilustra en la Fig. 3.27. En estas ocasiones puede ser
más conveniente aplicar el teorema de convolución temporal. Según el teorema,

y[n] = x[n] ∗ h[n] ⇐⇒ Y(ejω) = X(ejω)H(ejω).

Para este ejemplo, X(ejω) y H(ejω) se calculan aplicando propiedades:

X(ejω) = ejω + 1+ e−jω,

H(ejω) = 1ej3ω + 2ej2ω + 3ejω + 2ej0ω + 1e−jω.

Resulta entonces

Y(ejω) = X(ejω)H(ejω)

= ej4ω + 2ej3ω + 3ej2ω + 2ejω + 1
+ej3ω + 2ej2ω + 3ejω + 2+ e−jω

+ej2ω + 2ejω + 3+ 2e−jω + e−j2ω

de modo que
Y(ejω) = ej4ω + 3ej3ω + 6ej2ω + 7ejω + 6+ 3e−jω + e−j2ω.

Finalmente, aplicando la propiedad de desplazamiento se calcula fácilmente la transformada inversa

y[n] = δ[n+ 4] + 3δ[n+ 3] + 6δ[n+ 2] + 7δ[n+ 1] + 6δ[n] + 3δ[n− 1] + δ[n− 2].

El cálculo de la convolución usando esta técnica evita tener que definir los intervalos de la variable
n en cada etapa, y resulta mucho más sencillo que aplicar la definición. �

En algunos casos, donde algunas de las suceciones es “corta”, el calculo de la convolu-
cion por definición o gráficamente puede ser más conveniente, como se muestra en el
siguiente ejemplo.
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Fig. 3.27. Cálculo gráfico de la convolución de las sucesiones del Ejemplo 3.19.
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Fig. 3.28. Señal de entrada y respuesta impulsiva del sistema del Ejemplo 3.20.

Fig. 3.29. Cálculo gráfico de la convolución de las señales de Ejemplo 3.20.

EJEMPLO 3.20. Cálculo de la convolución de dos sucesiones
Se desea calcular la salida y[n] de un sistema lineal e invariante en el tiempo con respuesta impulsiva
h[n] = (1/4)δ[n+ 1] + (1/2)δ[n] + (1/4)δ[n− 1] cuando la entrada es x[n] = u[n]− u[n− 5]
(Fig. 3.28). La salida y[n] se calcula como la convolución entre x[n] y h[n]; esto es

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞

∑
k=−∞

x[k]h[n− k] =
∞

∑
k=−∞

x[n− k]h[k].

El cálculo puede realizarse aplicando la suma convolución, y como las dos señales son de longitud
finita, se deben reconocer las cinco etapas (sin solapamiento a izquierda, solapamiento parcial por
izquierda, solapamiento total, solapamiento parcial por derecha, y sin solapamiento a la derecha) y
ajustar los índices de la sumatoria para cada caso. Sin embargo, como la respuesta impulsiva tiene
sólo tres muestras, h[n] = (1/4)δ[n+ 1] + (1/2)δ[n] + (1/4)δ[n− 1], es más sencillo para este
ejercicio efectuar la convolución término a término:

y[n] = x[n] ∗
(

1
4 δ[n+ 1] + 1

2 δ[n] + 1
4 δ[n− 1]

)
= 1

4 x[n+ 1] + 1
2 x[n] + 1

4 x[n− 1]

= 1
4 δ[n+ 1] + 3

4 δ[n] + δ[n− 1] + δ[n− 2] + δ[n− 3] + 3
4 δ[n− 4] + 1

4 δ[n− 5].

El cálculo se representa gráficamente en la Fig. 3.29. �
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Fig. 3.30. Respuesta en frecuencia de filtros ideales: pasabajos (a); pasaaltos (b); pasabanda
(c); eliminabanda (d).

3.5.5. Determinación de la respuesta impulsiva de filtros ideales

En la Fig. 3.30 se grafican las respuestas en frecuencia de los cuatro filtros ideales típicos:
pasaaltos [Fig. 3.30(a)], pasaaltos [Fig. 3.30(b)], pasabanda [Fig. 3.30(c)] y eliminabanda
[Fig. 3.30(d)]. La respuesta impulsiva de cada uno de estos filtros se puede calcular apli-
cando la TFTD inversa,

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω.

Por ejemplo, para el filtro pasabajos se encuentra que, para n 6= 0,

hPB[n] =
1

2π

∫ π

−π
HPB(ejω)ejωndω =

1
2π

∫ ωc

−ωc

ejωndω

=
1

2π jn
(ejωcn − e−jωcn) =

1
πn

sen ωcn

=
ωc

π

sen
[
π
(

ωc
π

)
n
]

π
(

ωc
π

)
n

=
ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

.

Para el caso en que n = 0 se tiene

hPB[0] =
1

2π

∫ π

−π
HPB(ej0)ej0ndω =

1
2π

∫ ωc

−ωc

dω =
ωc

π
,

de manera que la respuesta impulsiva del filtro pasabajos puede escribirse como

hPB[n] =
ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

, −∞ < n < ∞. (3.42)
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Fig. 3.31. Respuesta en frecuencia del filtro pasabanda como la diferencia entre las respuestas
de dos filtros pasabajos.

De la misma manera puede calcularse la respuesta en frecuencia de los demás filtros
ideales. Para el caso del pasaaltos, si n 6= 0

hPA[n] =
1

2π

∫ π

−π
HPA(ejω)ejωndω =

1
2π

∫ −ωc

−π
ejωndω+

1
2π

∫ π

ωc

ejωndω

=
1

2π jn
(e−jωcn − e−jπn + ejπn − ejωcn) =

1
2π jn

(e−jωcn − ejωcn)

= − 1
πn

sen ωcn = −ωc

π

sen
[
π
(

ωc
π

)
n
]

π
(

ωc
π

)
n

,

mientras que si n = 0,

hPA[0] =
1

2π

∫ π

−π
HPA(ej0)ej0ndω

=
1

2π

∫ −ωc

−π
dω+

1
2π

∫ π

ωc

dω =
1

2π
(−ωc + π + π −ωc)

=
1

2π
(2π − 2ωc) = 1− ωc

π
.

La respuesta impulsiva para todo n puede escribirse de manera más compacta como

hPA[n] = δ[n]− ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

, −∞ < n < ∞. (3.43)

La derivación de esta respuesta impulsiva puede simplificarse observando la relación
entre el filtro pasabajos y el pasaaltos, y aplicando propiedades de la TFTD. La respuesta
en frecuencia del filtro pasaaltos puede escribirse en función de la respuesta en frecuencia
del pasabajos como

HPA(ejω) = 1− HPB(ejω),

como sugieren la Fig. 3.30(a) y la Fig. 3.30(b) . Aplicando la TFTD inversa a esta expresión
se observa que

hPA[n] = δ[n]− hPB[n] = δ[n]− ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

, −∞ < n < ∞,

que coincide con (3.43). Esta forma de derivar la respuesta impulsiva es mucho más sen-
cilla y con menos posibilidad de error que el cálculo a partir de la transformada inversa
de HPA(ejω).
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Fig. 3.32. Respuesta en frecuencia del filtro eliminabanda como la suma de las respuestas de
un filtro pasaaltos y un pasabajos.

La misma idea puede aplicarse para calcular las respuestas impulsivas de los filtros pasa-
banda y eliminabanda. Para el caso del filtro pasabanda [Fig. 3.30(c)], su respuesta en fre-
cuencia puede escribirse como la diferencia entre la respuesta en frecuencia de un filtro
pasabajos con frecuencia de corte ωc2 y otro con frecuencia de corte ωc1 , como se muestra
en la Fig. 3.31:

HBP(ejω) = HPB2(ejω)− HPB1(ejω).

La respuesta impulsiva se obtiene entonces combinando las respuestas impulsivas del
tipo (3.42)

hBP[n] =
ωc2

π
sinc

(ωc2

π
n
)
− ωc1

π
sinc

(ωc1

π
n
)

, −∞ < n < ∞. (3.44)

La respuesta en frecuencia del filtro eliminabanda [Fig. 3.30(d)] puede escribirse como
la suma de las respuestas de un filtro pasabajos con frecuencia de corte ωc1 y la de un
pasaaltos con frecuencia de corte ωc2 como se representa en la Fig. 3.32:

HEB(ejω) = HPA(ejω) + HPB(ejω).

La respuesta impulsiva es entonces la combinación de (3.42) y (3.43)

hBP[n] = δ[n]− ωc2

π
sinc

(ωc2

π
n
)
+

ωc1

π
sinc

(ωc1

π
n
)

, −∞ < n < ∞. (3.45)

3.6. Implementación de filtros ideales

“Implementar” un filtro es encontrar una ecuación a diferencias que permita calcular
su salida en el instante actual y[n] en función de la entrada actual x[n] y las entradas y
salidas pasadas, x[n− 1], x[n− 2], . . ., x[n−M], y[n− 1], y[n− 2], . . ., y[n− N]. La forma
general de la ecuación a diferencias es

y[n] + a1y[n− 1] + · · ·+ aNy[n− N] = b0x[n] + b1x[n− 1] + · · ·+ bMx[n−M]

y su función transferencia está dada por

H(ejω) =
Y(ejω)

X(ejω)
=

b0 + b1e−jw + · · ·+ bMe−jMω

1+ a1e−jw + · · ·+ aNe−jNω
=

M−N

∑
k=1

Bke−jkω +
N

∑
k=1

Ak

(1− pke−jω)
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que, como se verá más adelante, también puede escribirse como

H(ejω) =
M−N

∑
k=1

Bke−jkω +
N

∑
k=1

Ak

(1− pke−jω)
,

donde pk ∈ C es una constante, de manera que su respuesta impulsiva es de la forma

h[n] =
M−N

∑
k=1

Bkδ[n− k] +
N

∑
k=1

Ak(pk)
nu[n]. (3.46)

Esta es una forma muy general, y comprende también el caso de los sistemas FIR, cuando
Ak = 0 para todo k.

Si se quiere implementar con ecuaciones a diferencias alguno de los filtros ideales cuyas
respuestas impulsivas hi[n] se calcularon en la sección anterior, se observa que cualquiera
de los filtros (3.42) a (3.45) no pueden llevarse a la forma de la ecuación (3.46), porque la
respuesta impulsiva de esos filtros está formada por combinaciones de “sinc”, mientras
que la respuesta impulsiva de los filtros implementados con ecuaciones a diferencia está
formada por términos exponenciales de la forma pn

k u[n]. En otras palabras, no se puede
implementar un filtro ideal utilizando una ecuación a diferencias.

Entonces, ¿cómo se puede implementar un filtro que se parezca "lo más posible” a un
filtro ideal?

Una solución sencilla es truncar la respuesta impulsiva hi[n] del filtro ideal. Como los tér-
minos de hi[n] decaen según 1/|n|, uno esperaría que tomando un número suficiente de
términos la respuesta del filtro ideal y la respuesta del filtro truncado no sean demasiado
diferentes. Se define entonces la respuesta impulsiva del filtro truncado hT[n] como

hT[n] =

{
hi[n], −M ≤ n ≤ M,

0, en caso contrario,
(3.47)

donde hi[n] es la respuesta impulsiva de alguno de los filtros ideales, dada por las ecua-
ciones (3.42), (3.43), (3.44) o (3.45). Una manera cómoda de indicar el proceso de trun-
cación es definiendo una función auxiliar, denominada ventana temporal, indicada w[n] y
definida como

w[n] =

{
1, −M ≤ n ≤ M,

0, en caso contrario.

De esta forma, la respuesta impulsiva del filtro truncado hT[n] puede escribirse en fun-
ción de la respuesta impulsiva del filtro ideal hi[n] y de la ventana w[n] como

hT[n] = hi[n]× w[n].

La respuesta en frecuencia del filtro truncado se puede calcular como

HT(ejω) = ∑
n

hT[n]e−jωn =
M

∑
n=−M

hT[n]e−jωn = hT[0] +
M

∑
n=1

hT[n](e−jωn + ejωn)

= hT[0] + 2
M

∑
n=1

hT[n] cos(ωn). (3.48)
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Fig. 3.33. Ventana rectangular: respuesta temporal (a) y frecuencial (b).

Para obtener el resultado final se aprovechó la simetría de las respuestas impulsivas de
los filtros ideales, hi[n] = hi[−n], dadas por las ecuaciones (3.42) a (3.45) en el anteúltimo
paso.

Aunque la expresión de HT(ejω) dada por la ecuación (3.48) es correcta, no permite vi-
sualizar fácilmente cómo se altera la respuesta en frecuencia del filtro ideal cuando se
trunca su respuesta impulsiva.

Otra manera de calcular la respuesta en frecuencia HT(ejω) del filtro con respuesta impul-
siva truncada es aplicando el teorema de convolución (periódica) frecuencial, que rela-
ciona esta respuesta con la respuesta en frecuencia Hi(ejω) del filtro ideal, y la respuesta
en frecuencia W(ejω) de la ventana temporal:

HT(ejω) =
1

2π

∫ 2π

0
Hi(ejθ)W(ej(ω−θ))dθ =

1
2π

∫ 2π

0
Hi(ej(ω−θ))W(ejθ)dθ. (3.49)

Aunque la expresión de la convolución que aparece en (3.49) es la convolución periódi-
ca, y no la convolución lineal estudiada en el Capítulo 2, el proceso de cálculo es simi-
lar, y permite intuir cómo resulta la respuesta en frecuencia buscada. En definitiva, para
conocer cómo se altera la respuesta de la respuesta en frecuencia del filtro con respuesta
impulsiva truncada es necesario conocer más en detalle la respuesta en frecuencia de la
ventana rectangular.

3.6.1. Características de la respuesta en frecuencia de la ventana rectangular

La respuesta en frecuencia de la ventana temporal es

W(ejω) = ∑
n

w[n]e−jωn =
M

∑
n=−M

e−jωn =
2M

∑
m=0

e−jω(m+M)

= e−jωM
2M

∑
m=0

e−jωm = e−jωM 1− e−j(2M+1)ω

1− e−jω

= e−jωM e−j(2M+1)ω/2(ej(2M+1)ω/2 − e−j(2M+1)ω/2)

e−jω/2
(
ejω/2 − e−jω/2

)
=

sen
( 2M+1

2 ω
)

sen
(

ω
2

) (3.50)

que tiene la forma del núcleo de Dirichlet estudiado en el Capítulo 2. La representación
temporal de w[n] y de su respuesta en frecuencia W(ejω) se muestran en la Fig. 3.33 para
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Tabla 3.1: Variación del área de los lóbulos laterales en función de M.

número de lóbulo lateral

M 1 2 3 4 5 6 7

5 118,174 −14,2307 8,9013 −6,9040 6,0455 −5,7987 6,0455
10 117,974 −13,9219 8,3603 −6,0857 4,8729 −4,1415 3,6728
15 117,933 −13,8600 8,2555 −5,9356 4,6737 −3,8881 3,3585
20 117,918 −13,8376 8,2179 −5,8823 4,6042 −3,8016 3,2538
25 117,911 −13,8271 8,2003 −5,8575 4,5719 −3,7616 3,2060
30 117,907 −13,8213 8,1906 −5,8438 4,5543 −3,7399 3,1801
35 1179,05 −13,8177 8,1847 −5,8356 4,5436 −3,7268 3,1645
40 117,903 −13,8154 8,1809 −5,8302 4,5367 −3,7183 3,1543
45 117,902 −13,8139 8,1782 −5,8265 4,5319 −3,7124 3,1474
50 117,901 −13,8127 8,1763 −5,8238 4,5285 −3,7082 3,1424

Fig. 3.34. Área de los lóbulos laterales de la respuesta en frecuencia de la ventana rectangular.

M = 7. Algunas características destacables de la respuesta en frecuencia de la ventana
rectangular son:

La respuesta en frecuencia tiene 2M+ 1 ceros en el intervalo 0 ≤ ω < 2π, como se
desprende de (3.50). En ω = 0 se cancelan simultáneamente el numerador y denom-
inador; aplicando la regla de L’Hôpital, se encuentra que W(ejω)

∣∣
ω=0 = 2M+ 1.

El área cubierta por un período de la respuesta en frecuencia es 2π. Esto se puede
demostrar a partir de la transformada inversa de la TDFT

w[n] =
1

2π

∫ 2π

0
W(ejω)ejωndω,

de donde sale inmediatamente (haciendo n = 0 y despejando) que∫ 2π

0
W(ejω)dω = 2πw[0] = 2π (3.51)

pues w[n] = 1 para −M ≤ n ≤ M.

Las áreas de cada lóbulo referidas al área total de la ventana, en función del número
de términos M de la ventana se detallan en la Tabla 3.1. Se observa que las áreas
convergen rápidamente a los valores aproximados indicados en la Fig. ??.
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Fig. 3.35. Cálculo de la respuesta en frecuencia del filtro con respuesta impulsiva truncada.
Respuesta impulsiva hi[n] (a) y respuesta en frecuencia Hi(e(jω) (b) del filtro ideal;
respuesta impulsiva w[n] (c) y respesta en frecuencia W(e(jω) (d) de la ventana
rectangular; respuesta impulsiva hT [n] (e) y respuesta en frecuencia HT(e(jω) ( f )
del filtro truncado.

Un parámetro útil es el ancho ∆ del lóbulo principal, que como se aprecia en la
Fig. 3.33(b), es el doble de la distancia entre ceros, es decir

∆ =
4π

2M+ 1
.

3.6.2. Cálculo de la respuesta en frecuencia del filtro truncado aplicando el
teorema de convolución frecuencial

Conociendo la respuesta en frecuencia de la ventana rectangular, y aplicando el teorema
de convolución (periódica) frecuencial, el cálculo de la respuesta en frecuencia del filtro
con respuesta impulsiva truncada es directo, y se sintetiza en la Fig. 3.35. La respuesta
impulsiva hi[n] y la respuesta en frecuencia Hi(ejω) del filtro ideal se representan en las
Figs. 3.35(a) y (b) , mientras que la respuesta temporal w[n] y frecuencial W(ejω) de la
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ventana rectangular se repiten en las Figs. 3.35(c) y (d) . La multiplicación de las respues-
tas temporales hi[n] y w[n], que da como resultado la respuesta impulsiva truncada hT[n],
se corresponde con la convolución periódica entre Hi(ejω) y W(ejω), como se muestra en
las Figs. 3.35(e) y ( f ) .

El proceso de cálculo de la convolución periódica (en este caso, en el dominio frecuen-
cia) es similar (pero no igual!) al desarrollado en el Capítulo 2 al estudiar el efecto Gibbs.
Mientras que en el Capítulo 2 se truncaba el número de armónicas que se utilizaban para
reconstruir la señal temporal, en este caso se trunca el número de muestras de la respues-
ta impulsiva. El efecto de la truncación se manifestaba en la aparición de sobrepicos en la
señal temporal reconstruida, mientras que ahora estos sobrepicos aparecen en la respuesta
en frecuencia. Los elementos que se truncan están definidos en un dominio discreto (los
coeficientes de la serie de Fourier o las muestras de la respuesta impulsiva) mientras que
las señales que se ven alteradas a causa de la truncación están definidas en un dominio
continuo (la función periodica o la respuesta en frecuencia, respectivamente). Otra difer-
encia es que en el caso tratado en el Capítulo 2, la convolución se efectuaba entre una
señal periódica (la onda cuadrada) y una señal aperiódica (el sinc); ahora la convolución
involucra dos señales periódicas: la respuesta en frecuencia del filtro ideal, que es una
onda cuadrada de período 2π, y el núcleo de Dirichlet (o “sinc” periódico), también de
período 2π.

Cálculo de la convolución periódica

La integral de convolución periódica (3.49) se puede analizar gráficamente de la misma
manera en que fue estudiada la convolución lineal en el Capítulo 2. Hay algunas pe-
queñas diferencias por el hecho que las dos señales a convolucionar son periódicas (y
del mismo período): en general, la convolución lineal (común) entre dos funciones per-
iódicas no está definida: esto significa que puede no converger para algunos valores. Por
ejemplo, dada una señal periódica f (t) = f (t+ nT), donde T es el período y n ∈ Z, y
que por simplicidad supondremos que es simétrica f (t) = f (−t), la convolución de esta
señal con sí misma es

g(t) = ( f ∗ f ) (t) =
∫ ∞

−∞
f (τ) f (t− τ)dτ,

y es sencillo ver que esta función no converge para t = 0:

g(0) =
∫ ∞

−∞
f (τ) f (−τ)dτ =

∫ ∞

−∞
f (τ)2dτ → ∞.

La expresión de la convolución periódica salva este inconveniente restringiendo el inter-
valo de integración a un período. En el caso de las respuestas en frecuencia de señales
discretas, el período es 2π. Aunque la expresión (3.49) es conveniente, el resultado es el
mismo independientemente de dónde se inicie el período de integración. Esto es:

(W ∗ H)(ejω) =
1

2π

∫ 2π+ε

0+ε
H(ejθ)W(ej(ω−θ))dθ =

1
2π

∫ 2π+ε

0+ε
H(ej(ω−θ))W(ejθ)dθ

para cualquier ε real. Por lo tanto, a veces es más conveniente notar

(W ∗ H)(ejω) =
1

2π

∫
2π

H(ejθ)W(ej(ω−θ))dθ =
1

2π

∫
2π

H(ej(ω−θ))W(ejθ)dθ
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Fig. 3.36. Cálculo gráfico de la convolución periódica.

sobreentendiéndose que la intregral se calcula sobre un período de longitud 2π. Es ha-
bitual que el intervalo de integarción sea [0, 2π) o [−π, π).

El procedimiento gráfico del cálculo de la convolución periódica utilizando la expresión

1
2π

∫
2π

H(ejθ)W(ej(ω−θ))dθ

se representa en la Fig. 3.36. El cálculo de esta integral supone reflejar W(ejθ) respecto
al eje θ = 0 para obtener W(ej(−θ)). Como W(ejθ) es simétrica respecto a θ, W(e−jθ) =
W(ejθ), de manera que no se pueden distinguir en los gráficos de la Fig. 3.36. Esta simetría
implica que el valor de la ventana en θ = ω1 es igual al valor de la ventana en θ =
2π − ω1: W(ejω1) = W(ej(2π−ω1)), Además, por la periodicidad en 2π de W(ejθ), resulta
que W(ej(ω1−θ)) = W(ej[−(2π−ω1)−θ]), es decir, desplazar W(e−jθ) en ω1 unidades hacia la
derecha es lo mismo que desplazarla (2π −ω1) unidades hacia la izquierda.

Para calcular el valor de la convolución periódica en un valor particular ω = ω1 se debe
desplazar el origen θ = 0 de la respuesta en frecuencia de la ventana hacia este valor par-
ticular θ = ω1. El caso para ω1 = 0 se representa en la Fig. 3.36(a) . Las partes sombreadas
representan el área de la respuesta en frecuencia de la ventana rectangular multiplicada
por la respuesta en frecuencia del filtro ideal que queda comprendida en el intervalo [0,
2π); es decir, el área sombreada representa en este caso∫ 2π

0
H(ejθ)W(ej(−θ))dθ.
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Esta integral es muy similar al área total de la ventana, pues el único área que se descarta
son los pequeños lóbulos comprendidos entre ωc y 2π − ωc, cuya área neta es pequeña
por la alternancia de los signos de estos lóbulos. De modo que el valor de la integral es
aproximadamente 2π (puede que sea ligeramente mayor o menor), y entonces resulta
que

HT(ejω)
∣∣∣
ω=ω1=0

=
1

2π

∫ 2π

0
H(ejθ)W(ej(−θ))dθ︸ ︷︷ ︸

≈2π

≈ 1,

como se muestra en la Fig. 3.36(e) para ω = ω1.

En la Fig. 3.36(b) se muestra la evaluación de la integral de convolución para ω = ω2. En
este valor de frecuencia el área bajo el lóbulo principal contribuye completamente al área
total, pero el lóbulo lateral negativo a la derecha del lóbulo principal queda comprendido
dentro del rango de frecuencia en donde Hi(ejθ) = 0, y por lo tanto, no contribuye a la
reducción del área total, como ocurría en el cálculo para ω = ω1. En definitiva, la integral
el ligeramente superior a la unidad, y por lo tanto el valor de la convolución también es
mayor que 1:

HT(ejω)
∣∣∣
ω=ω2

=
1

2π

∫ 2π

0
H(ejθ)W(ej(ω2−θ))dθ︸ ︷︷ ︸

>2π

> 1,

como se indica en la Fig. 3.36(e) para ω = ω2.

Cuando la integral de convolución se calcula para ω = ω3 = ωc, casi la mitad de
W(ej(ω3−θ)) queda comprendida dentro del rango de frecuencias donde Hi(ejθ) = 0, co-
mo se representa en Fig. 3.36(c) . El área neta es entonces aproximadamente la mitad del
área total de la ventana rectangular, de modo que

HT(ejω)
∣∣∣
ω=ω3=ωc

=
1

2π

∫ 2π

0
H(ejθ)W(ej(ω2−θ))dθ︸ ︷︷ ︸

≈π

≈ 1
2

,

como se muestra en la Fig. 3.36(e) para ω = ω3 = ωc.

Finalmente, en la Fig. 3.36(d) se muestra el cálculo para ω = ω4, frecuencia para la cual
el lóbulo principal de la ventana rectangular no contribuye al área total de la integral.
El área neta es negativa, por efecto del lóbulo lateral negativo a la izquierda del lóbulo
principal, como se representa en la Fig. 3.36(e) para ω = ω4.

Este análisis cualitativo muestra que el efecto de truncar la respuesta impulsiva en un
rango −M ≤ n ≤ M hace que la respuesta en frecuencia resulte con ondulaciones, cuya
frecuencia está dada por el ancho de los lóbulos laterales de la ventana rectangular, y por
lo tanto es inversamente proporcional a 2M+ 1 (el largo de la respuesta impulsiva de la
ventana temporal). Por otra parte, la altura de las ondulaciones depende solamente del
área encerrada bajo la curva de respuesta en frecuencia de la ventana rectangular, y esta
es independiente de M, como indica la ecuación (3.51). Lo que sí cambia es la posición de
los máximos y mínimos de estas ondulaciones que ocurren aproximadamente en ωc ±
2π/(2M + 1), como sugieren las Fig. 3.36(b) , (d) , (e). En otras palabras, el incrementar
M aumenta la frecuencia de las oscilaciones y desplaza los máximos y mínimos hacia
la frecuencia de corte; pero el tamaño de estos sobrepicos es independiente de M. Este
comportamiento se verifica en el Ejemplo 3.21.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



52 3. Señales y sistemas discretos

Estos cálculos aproximados son válidos siempre que el ancho ∆ del lóbulo principal de
la ventana rectangular sea mucho menor que el ancho de banda de los filtros (que es 2ωc
para el caso de pasabajos). Desde el punto de vista temporal, esto equivale a considerar
que M es “grande”, es decir, que el filtro con respuesta impulsiva truncada utiliza una
cantidad suficientes de términos de la respuesta impulsiva hi[n] del filtro ideal.

Sea Hd(ejω) la respuesta en frecuencia del filtro que se desea implementar. Como Hd
(
ejω)

es periódica con período 2π se puede expresar en serie de Fourier

Hd

(
ejω
)
=

∞

∑
n=−∞

hd[n]e−jωn,

donde los coeficientes de Fourier hd[n] son precisamente la respuesta impulsiva del sis-
tema, y están dados por

hd[n] =
1

2π

∫ π

−π
Hd

(
ejω
)

ejωndω, −∞ < n < ∞. (3.52)

De manera que, dada una especificación de respuesta en frecuencia deseada Hd
(
ejω) se

puede calcular hd[n] a partir de (3.52), y determinar la función de sistema Hd(z). En la
mayoría de las aplicaciones prácticas la respuesta en frecuencia deseada es contante a
tramos con transiciones abruptas entre las bandas, lo que causa que la respuesta impul-
siva hd[n] sea de longitud infinita y no causal.

3.6.3. El filtro causal

Hasta ahora se ha conseguido obtener respuesta impulsiva hT[n] de longitud finita 2M+
1 dada por la ecuación (3.47). que es adecuada para implementar un filtro FIR. Pero esta
respuesta no es causal pues ḣT[n] 6= 0 para n < 0. La forma de obener un filtro causal es
desplazando la respuesta impulsiva M muestras hacia la derecha:

hC[n] = hT[n−M] =
{

hi[n−M], 0 ≤ n ≤ 2M+ 1,
0, en caso contrario.

La respuesta en frecuencia del filtro causal se calcula fácilmente aplicando la propiedad
de desplazamiento temporal de la TDFT

hC[n] = hT[n−M] ⇐⇒ HC(ejω) = e−jMω HT(ejω),

y teniendo en cuenta (3.48), se encuentra que

HC(ejω) = e−jMω

(
hT[0] + 2

M

∑
n=1

hT[n] cos(ωn)

)
. (3.53)

El proceso de causalización no altera el módulo de la respuesta en frecuencia, pero sí su
fase, como se muestra en la Fig. 3.37. En la Fig. 3.37(a) se representa la respuesta impulsi-
va del filtro, y en la Fig. 3.37(b) y (c) la respuesta en frecuencia en módulo y en fase. Esta
respuesta es la misma de la Fig. 3.35( f ) , destacando la fase de la respuesta en frecuen-
cia. Los tramos donde la fase vale (−π) corresponden a los rangos de frecuencia donde
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Fig. 3.37. Efectos de causalizar el filtro truncado. Respuesta temporal hT [n] (a) y frecuencial
HT(ejω en módulo (b) y fase (c) del filtro truncado. Respuesta temporal hC[n] (d)
y frecuencial HC(ejω en módulo (e) y fase ( f ) del filtro truncado causalizado.

HT(ejω) es negativo en la Fig. 3.35( f ) . En la Fig. 3.37(d) se representa la respuesta im-
pulsiva “causalizada”, que es la respuesta de la Fig. 3.37(a) pero desplazada M muestras
hacia la derecha. El módulo de la respuesta en frecuencia del filtro causal se represen-
ta en la Fig. 3.37(e) , que por supuesto es el mismo que la del filtro truncado no causal,
Fig. 3.37(e). La que cambia es la fase, que se grafica en la Fig. 3.37( f ) , donde se tiene en
cuenta el desfasaje lineal introducido por el término e−jMω en la ecuación (3.53), y los
saltos de (−π) que tiene la fase del filtro truncado no causal.

EJEMPLO 3.21. Implementacion de un filtro “ideal” causal
El propósito es diseñar un filtro pasabajos con frecuencia de corte ωc = π/2. La respuesta en
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frecuencia deseada para −π < ω < π es

Hi(ejω) =

{
1, |ω| < π/2,

0, π/2 < |ω| < π,

y se entiende que la respuesta se extiende periódicamente cada 2π. La respuesta impulsiva está dada
por la ecuación (3.42), de modo que

hi[n] =
ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)
=

1
2

sinc
(n

2

)
.

Esta respuesta impulsiva, se representa en la Fig. 3.33(a) , se anula para los n pares, de modo que
también puede escribirse como

hi[n] =



1
2

, si n = 0,

0, si n es par,

2
|n|π (−1)

|n|−1
2 , si n es impar,

y algunos de sus valores son:

n 0 ±1 ±3 ±5 ±7 ±9 ±11 ±13 ±15 · · ·

hi[n] 1
2

2
π − 2

3π
2

5π − 2
7π

2
9π − 2

11π
2

13π − 2
15π · · ·

Para implementar el filtro, se elige truncar su respuesta a 15 términos, es decir M = 7 muestras
a izquierda y derecha de la muestra correspondiente a n = 0. La respuesta impulsiva truncada
hT [n] se muestra en la Fig. 3.33(e) o en las Fig. 3.37(a) . La respuesta en frecuencia del sistema con
respuesta impulsiva truncada es

HT(ejω) = ∑
n

hT [n]e−jωn =
7

∑
n=−7

hT [n]e−jωn

= − 2
7π

ej7ω+
2

5π
ej5ω− 2

3π
ej3ω+

2
π

ejω+
1
2
+

2
π

e−jω− 2
3π

e−j3ω+
2

5π
e−j5ω− 2

7π
e−j7ω

=
1
2
+

4
π

cos ω− 4
3π

cos 3ω+
4

5π
cos 5ω− 4

7π
cos 7ω.

Esta respuesta se representa en la Fig. 3.33( f ) (o en la Fig. 3.37(b) y (c) en módulo y fase).

Para obtener un sistema causal, la respuesta impulsiva se desplaza M = 7 muestras a la derecha,
como se indica en la Fig. 3.37(c) . La respuesta en frecuencia es

HC(ejω) = e−j7ω HT(ejω)

= e−j7ω

(
1
2
+

4
π

cos ω− 4
3π

cos 3ω+
4

5π
cos 5ω− 4

7π
cos 7ω

)
y su módulo y fase se grafican en la Fig. 3.37(d) y (e) , respectivamente. El máximo de la respuesta
en frecuencia en la banda de paso es HC(ejω)máx,P = 1,0921 (0,76 dB) y se alcanza en ωmáx,P =
0,375π. El mayor sobrepico de la banda de rechazo —que corresponde al mínimo de HT(ejω)— es
HC(ejω)máx,R = 0,0921 (−20,71 dB) y se alcanza en ωmáx,R = 0,625π. Tal como fuera explicado
en el análisis cualitativo de la integral de convolución, tanto el sobrepico positivo como el sobrepico
negativo tienen la misma magnitud (0,0921 en este caso) porque representan las áreas que se suman
o se dejan de sumar al hacer la convolución. Además estos sobrepicos aparecen aproximadamente
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Fig. 3.38. Módulo de la respuesta en frecuencia del filtro truncado para M = 7 (a), y para
M = 15 (b).

a ±2π/(2M+ 1) = ±(2/15)π = ±0,133π de la frecuencia de corte ωc (en realidad, ocurren en
ωc ± 0,125π). Estos extremos se detallan en la Fig. 3.38(a) .

Si se aumenta el largo del filtro, por ejemplo truncando las muestras de la respuesta impulsiva ideal
hi[n] que están más alla de M = 15 muestras a izquierda y derecha de la muestra correspondiente
a n = 0, se obtiene un filtro FIR de 2M+ 1 = 31 muestras de longitud. La respuesta en frecuencia
del filtro con respuesta impulsiva truncada es

HT(ejω) =
1
2
+

4
π

cos ω− 4
3π

cos 3ω+
4

5π
cos 5ω− 4

7π
cos 7ω+

4
9π

cos 9ω− 4
11π

cos 11ω+
4

13π
cos 13ω− 4

15π
cos 15ω.

Para causalizar el sistema se debe desplazar la respuesta impulsiva M = 15 muestras hacia la
derecha, resultando en la respuesta en frecuencia del sistema causal

HC(ejω) = e−j15ω

(
1
2
+

4
π

cos ω− 4
3π

cos 3ω+
4

5π
cos 5ω− 4

7π
cos 7ω+

4
9π

cos 9ω− 4
11π

cos 11ω+
4

13π
cos 13ω− 4

15π
cos 15ω

)
.

El máximo de la respuesta en frecuencia de la banda de paso alcanza el valor HC(ejω)máx,P = 1,0901
(0,75 dB) en ωmáx,P = 0,4375π, mientras que el máximo de la respuesta en frecuencia en la banda
de rechazo toma el valor HC(ejω)máx,R = 0,0901 (−20,9 dB) y se alcanza en ωmáx,R = 0,5625π.
Nuevamente, el valor de los desvíos en la banda de paso y en la banda de rechazo son iguales, y
se producen aproximadamente en ωc ± 2π/(2M + 1) = ωc ± 0,064516π (el lugar exacto donde
ocurren es en ωc ± 0,0625π). Estos valores están indicados en la Fig. 3.38(b) . �

La Fig. 3.38 muestra que los valores de los sobrepicos en la banda de paso y en la banda
de rechazo para los FIR de 15 y 31 muestras de longitud (M = 7 o M = 15) son práctica-
mente iguales. En la Fig. 3.39(a) se muestran las respuestas en frecuencias para filtros de
diferente longitud, observandose que el valor del máximo sobrepico, tanto en la banda
de paso como en la banda de rechazo, es prácticamente el mismo. Estos valores se re-
sumen en la Tabla 3.2 donde se indica el valor del máximo sobrepico en la banda de paso
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Fig. 3.39. Módulo de la respuesta en frecuencia del filtro truncado en escala lineal (a) y en dB
(b) para distintos valores de M.

Tabla 3.2: Magintud y ubicación de los sobrepicos en la banda de paso de filtros
truncados de diferente longitud.

M ωmáx,P ω̂máx,P ∆ω %
∣∣H(ejω)

∣∣
máx,P

5 0,3334π 0,3182π −4,5571 1,0942
10 0,4000π 0,4048π 1,1843 1,0912
25 0,4615π 0,4608π −0,1654 1,0897
50 0,4800π 0,4802π 0,0453 1,0896
75 0,4868π 0,4868π −0,0126 1,0895
100 0,4900π 0,4900π 0,0121 1,0895
150 0,4933π 0,4934π 0,0141 1,0895∣∣H(ejω)

∣∣
máx,P , la frecuencia exacta ωmáx,P, y la estimación de la frecuencia ω̂máx,P donde

aparece el sobrepico, dada por

ω̂máx,P = ωc −
2π

2M+ 1
,

y el error relativo porcentual entre ellas,

∆ω % = 100
ω̂máx,P −ωmáx,P

ωmáx,P
.

La tabla permite apreciar que efectivamente el valor del sobrepico es independiente de
la longitud de la respuesta impulsiva, y que tiende a un valor constante cercano al 9 %.
Por otra parte, la estimación de la frecuencia donde ocurre el sobrepico mejora a medida
que aumenta M, y el error de estima que se alcanza es despreciable para la mayoría de
las aplicaciones.

Las respuestas en frecuencia para M = 5 y para M = 50 se muestran en la Fig. 3.39(b)
graficadas en dB. Se observa que el valor del sobrepico en la banda de paso no afecta de-
masiado el desempeño del filtro, pero el valor del sobrepico en la banda de rechazo limita
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Fig. 3.40. Comparación del módulo de la respuesta en frecuencia del filtro truncado medido
(– ) y simulado (· · · ) para M = 7 (a) y M = 15 (b).

la atenuación máxima que es posible obtener en esta banda, que tiene un valor mínimo
de−20 dB. El aumento de la cantidad de términos 2M+ 1 de la respuesta impulsiva hace
que el filtro corte de manera más abrupta, disminuyendo el ancho de la zona de transi-
ción. Como se verá más adelante, este parámetro sirve para estimar el orden necesario de
un filtro que cumpla con ciertos requisitos de diseño.

EJEMPLO 3.22. Respuesta en frecuencia de filtros reales
El desempeño de un filtro FIR real, implementado en un procesador digital de señales, es casi idéntico
al del filtro “teórico”. En la Fig. 3.40 se comparan los módulos de la respuesta en frecuencia del filtro
causal diseñado en el ejemplo anterior, con la respuesta del mismo filtro pero implementado en un
DSP56303 de Freescale Semiconductor, de punto fijo, con ancho de palabra de 25 bits. Se muestran
los casos de un FIR de 15 términos (M = 7, Fig. 3.40(a)) y 31 términos (M = 15, Fig. 3.40(b)).
Las respuestas en frecuencias experimentales fueron medidas con un analizador dinámico de señales
SRS 780 (Fig. 3.41). La figura muestra que el comportamiento del filtro real es casi idéntico al
calculado teóricamente. Existe una pequeña diferencia en baja y alta frecuencia, que es causada por
la respuesta en frecuencia del conversor analógico/digital, que bloquea las componentes de continua,
y filtra las señales que están por encima de los 4 kHz. Además, la ganancia del filtro real es distinta
de la del filtro teórico porque queda afectada por las ganancias de las etapas de entrada y salidas
analógicas, y de los conversores analógico/digital y digital/analógico. �

3.6.4. Minimización del error de la respuesta

Aunque las respuestas en frecuencia de los filtros obtenidas por truncación son bastante
diferentes de las de los filtros ideales, esta forma de diseño de filtros es muy utilizada
en la práctica. Como las ondulaciones en la banda de paso y de rechazo dependen ex-
clusivamente de la forma de la respuesta en frecuencia W(ejω) de la ventana temporal
w[n] que se usa para truncar la respuesta impulsiva de longitud infinita hi[n] del filtro
ideal, el desempeño del filtro puede mejorarse cambiando la forma en que se truncan los
coeficientes hi[n].
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Fig. 3.41. Fotografía del montaje experimental.

Sin embargo, la respuesta en frecuencia HT(ejω) que se obtiene al realizar la truncación de
la respuesta impulsiva h[n] usando una ventana rectangular tiene la característica distin-
tiva que es la respuesta que tiene menor error cuadrático medio respecto de la respuesta
en frecuencia del filtro ideal.

Si Hi
(
ejω) es la respuesta en frecuencia del filtro ideal con respuesta impulsiva hi[n],

y HT(ejω) la respuesta en frecuencia del filtro con respuesta impulsiva truncada hT[n],
donde hT[n] y h[n] están relacionadas por (3.47), es decir

hT[n] =

{
hi[n], −M ≤ n ≤ M,

0, en caso contrario,

una medida de la diferencia entre la respuesta real HT(ejω) y la respuesta ideal Hi(ejω)
es el error medio cuadrático. Este error mide el área diferencia entre las dos respuestas
en frecuencias, y la promedia por el rango de frecuencia. En ecuaciones, el error medio
cuadrático E se define como

E = 1
2π

∫ π

−π

∣∣∣HT

(
ejω
)
− Hi

(
ejω
)∣∣∣2 dω,

donde

HT

(
ejω
)
=

M

∑
n=−M

h[n]e−jωn.

Según la relación de Parseval, se tiene que

E =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣HT

(
ejω
)
− Hi

(
ejω
)∣∣∣2 dω =

∞

∑
n=−∞

|hT[n]− hi[n]|2

=
−M−1

∑
n=−∞

|hi[n]|2 +
M

∑
n=−M

|hT[n]− hi[n]|2 +
∞

∑
n=M+1

|hi[n]|2

=
M

∑
n=−M

|hT[n]− hi[n]|2 + 2
∞

∑
n=M+1

|hi[n]|2 . (3.54)
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La expresión (3.54) muestra que, fijado N = 2M + 1, para que E sea mínimo (que la
integral del error cuadrático sea mínima) la única elección posible es hacer hT[n] = hi[n]
para −M ≤ n ≤ M. Esta elección de hT[n] hace que se cancele el primer término de la
suma en (3.54); el segundo término es la suma de las muestras desde M+ 1 hasta infinito
de la “cola” del sinc. En otras palabras, para un orden de filtro N = 2M + 1 dado, la
mejor aproximación a la respuesta en frecuencia del filtro con respuesta impulsiva no
causal e infinitamente larga en el sentido de minimizar la integral del error cuadrático es la
truncación de los coeficientes de la respuesta impulsiva ideal. Cualquier otra elección de
los coeficientes del filtro truncado hará que la primera sumatoria de (3.54) no se anule,
y por lo tanto la integral del error medio cuadrático de la respuesta en frecuencia de esa
elección será mayor que si se ubiese usado una ventana rectangular.

La minimización de la integral del error medio cuadrático usualmente resulta en respues-
tas en frecuencia con ondulaciones, como se ha visto en los ejemplos anteriores. En gener-
al esta no es la respuesta en frecuencia deseada para los filtros: se prefiere que la respuesta
sea plana, o que tenga una ondulación de amplitud reducida en la banda de paso o en la
banda de rechazo. En otras palabras, se busca minimizar el máximo de la diferencia, que
en ecuaciones podría escribirse como

E∞ = máx
ω∈W

∣∣∣HT

(
ejω
)
− Hi

(
ejω
)∣∣∣ .

En este caso, no conocemos una manera de vincular este error con la respuesta impulsi-
va, y por lo tanto no tenemos las herramientas para diseñar la respuesta impulsiva que
permita minimizar este error. Por este motivo, estudiaremos un método de diseño muy
sencillo de filtros FIR utilizando ventanas que permite satisfacer los requisitos de diseño
a costa de necesitar algunas iteraciones de diseño hasta alcanzar el resultado final.

3.6.5. Diseño de filtros FIR usando ventanas

dadhfajdflasjfkñljkfj

3.6.6. Diseño de filtros FIR con banda de transición suave

Como se estudió en la Sección 3.6.2, los filtros FIR obtenidos por truncación de la re-
spuesta impulsiva de un filtro ideal con una ventana rectangular tienen una respuesta en
frecuencia con ondulaciones. Una manera de reducir la ondulación a valores aceptables
es pesando la respuesta impulsiva de longitud infinita con una ventana temporal apropi-
ada, cuya respuesta impulsiva tienda suavemente a cero, como se estudió en la Sección
3.6.5. Otra forma es modificando la especificación de la respuesta en frecuencia del filtro
discreto dejando una banda de transición entre la banda de paso y la banda de rechazo,
y permitiendo una transición suave entre ellas.

Para el caso de un filtro pasabajos, la modificación más sencilla es unir el borde de la
banda de paso, indicado como ωp y el borde de la banda de rechazo identificado como
ωs, con una recta (spline de primer orden) como se observa en la Fig. 3.42(a). Aplicando la
transformada inversa de Fourier a la respuesta en frecuencia HLP

(
ejω) se pueden calcular

los coeficientes hLP [n] de la respuesta impulsiva,

hLP[n] =
1

2π

∫
2π

HLP

(
ejω
)

ejωndω.
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Fig. 3.42. Especificaciones de un filtro pasabajos con banda de transición suave (a). Especifi-
caciones del filtro derivado (b).

Aunque no es una integral difícil de evaluar, el cálculo se complica porque en los tramos
(−ωs,−ωp) y (ωp, ωs) HLP

(
ejω) varía linealmente con ω.

Una manera más sencilla de obtener la respuesta impulsiva es a partir de la transformada
inversa de Fourier de la derivada G

(
ejω) de la especificación de la respuesta en frecuencia

HLP
(
ejω) , Fig. 3.42(b), y aplicando la propiedad de derivación frecuencial de la TFTD.

La propiedad de derivación frecuencial de la TFTD establece que si HLP
(
ejω) es la TFTD

de la sucesión hLP[n], es decir HLP
(
ejω) = ∑∞

n=−∞ hLP [n] e−jωn, y si se define G(ejω)

como la derivada en frecuencia de HLP(ejω), G
(
ejω) = d

dω HLP
(
ejω) , la relación entre

hLP[n] y la sucesión g[n], la TFTD inversa de G(ejω) resulta

G(ejω) =
d

dω
HLP

(
ejω
)

=
d

dω

∞

∑
n=−∞

hLP [n]
(

e−jωn
)

=
∞

∑
n=−∞

(−jnhLP [n]) e−jωn.

Como G
(
ejω) = ∑∞

n=−∞ g [n] e−jωn, resulta que g [n] = −jnhLP [n].

La respuesta G(ejω) (la derivada en frecuencia de HLP
(
ejω)) es fácil de calcular, porque

es nula salvo en la banda de transición ±∆ω, donde ∆ω = ωs − ωp, como se muestra
en la Fig. 3.42(b), que puede pensarse como un par de pasabajos desplazados en fre-
cuencia. Como la respuesta impulsiva de los pasabajos es conocida, y la propiedad de
despazamiento frecuencial es fácil de aplicar, se sencillo calcular g [n] a partir de G

(
ejω),

y después computar hLP [n] como

hLP [n] =
j
n

g [n] . (3.55)

Utilizando la respuesta en frecuencia del pasabajos auxiliar

HA(ejω) =

{
1/∆ω, −∆ω/2 < ω < ∆ω/2,
0, en caso contrario,

cuya respuesta impulsiva es

hA[n] =
1

2π
sinc

(
∆ω

2π
n
)

, (3.56)
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se puede escribir
G(ejω) = HA(ej(ω+ωc))− HA(ej(ω−ωc)),

donde ωc = (ωp +ωs)/2. La propiedad de desplazamiento frecuencial establece que las
respuestas impulsivas de HA(ej(ω+ωc)) y HA(ej(ω−ωc)) están relacionadas con hA[n] según

hA[n] ⇔ HA(ejω),

hA[n]e−jωcn ⇔ HA(ej(ω+ωc)),

hA[n]ejωcn ⇔ HA(ej(ω−ωc)),

y entonces,

g[n] = hA[n]e−jωcn − hA[n]ejωcn

= [−2j sen(ωcn)]hA[n]. (3.57)

Reemplazando (3.57) y (3.56) en (3.55) se encuentra que

hLP[n] =
j
n

g [n]

=
2
n

sen(ωcn)hA[n]

=
1

πn
sen(ωcn) sinc

(
∆ω

2π
n
)

=
ωc

π

sen (ωcn)
ωcn

sinc
(

∆ω

2π
n
)

,

y en consecuencia, la respuesta impulsiva del filtro pasabajos con banda de transición
suavizada puede escribirse como

hLP[n] = sinc
(

∆ω

2π
n
)

ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

. (3.58)

Esta expresión muestra que la respuesta impulsiva del filtro pasabajos con banda de tran-
sición suavizada puede escribirse como s la respuesta impulsiva de un filtro pasabajos
ideal con frecuencia de corte ωc [hPBI [n] = ωc/π sinc(ωcn/π)] pesada por una función
temporal w[n] = sinc[∆ωn/(2π)]. En definitiva, el filtro con banda de trancisión suaviza-
da es similar al diseño utilizando ventanas; lo único que cambia es que la ventana uti-
lizada en este caso causa que la variación de la respuesta en frecuencia desde la banda de
paso a la banda de rechazo varíe en forma lineal.

Obviamente, este cálculo puede hacerse directamente antitransformando G(ejω). Es sen-
cillo verificar que si n 6= 0,

g[n] =
1

2π

∫ π

−π
G
(

ejω
)

ejωndω =
1

2π

∫ −ωp

−ωs

1
∆ω

ejωndω+
1

2π

∫ ωs

ωp

−1
∆ω

ejωndω

=
1

2π

1
jn∆ω

(
ejωn

∣∣∣−ωp

−ωs
− ejωn

∣∣∣ωs

ωp

)
=

1
2π

1
jn∆ω

[
cos(−ωpn)− cos(−ωsn) + j sen(−ωpn)− j sen(−ωsn)

− cos(ωsn) + cos(ωpn)− j sen(ωsn) + j sen(ωpn)
]

=
1

2π jn∆ω

(
2 cosωpn−2 cosωsn

)
.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2013



62 3. Señales y sistemas discretos

Teniendo en cuenta que cos α − cos β = 2 sen[(α + β)/2] sen[(−α + β)/2], y eligiendo
α = ωsn y β = ωpn, resulta

g [n] =
1

2π jn∆ω

(
2 cosωpn−2 cosωsn

)
=

2
π jn∆ω

sen
(

ωs +ωp

2
n
)

sen
(

ωs −ωp

2
n
)

.

Aprovechando las constantes ∆ω y ωc definidas más arriba, es decir que ∆ω = ωs −ωp,
ωc = (ωs +ωp)/2, resulta

g [n] =
2

π jn∆ω
sen (ωcn) sen (∆ωn) ,

y por lo tanto,

hLP [n] =
j
n

g [n] =
2

πn2∆ω
sen (ωcn) sen (∆ω n/2) =

sen (∆ω n/2)
∆ω n/2

sen (ωcn)
π n

= sinc
(

∆ω

2π
n
)

ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

, n 6= 0.

El caso n = 0 se analiza más fácilmente a partir de HLP
(
ejω), ya que

hLP [0] =
1

2π

∫ π

−π
H
(

ejω
)

dω

es el área bajo la curva de respuesta en frecuencia de HLP
(
ejω), dividida por 2π. En-

tonces,

hLP [0] =
2ωp +

(
ωs −ωp

)
2π

=
ωp +ωs

2π
=

ωc

π
,

y en consecuencia, la respuesta impulsiva del filtro pasabajos modificado es

hLP [n] =
ωc

π
sinc

(
∆ω

2π
n
)

sinc
(ωc

π
n
)

,

que (lógicamente!) coincide con la calculada en (3.58). La ventaja de la derivación ante-
rior es que se utilizan propiedades bien conocidas de la TFTD, que permiten una mejor
interpretación.

Un inconveniente de este diseño es que el filtro resultante no es causal, y que su respuesta
impulsiva es doblemente infinita. Si se requiere un filtro de longitud N (por simplicidad
se supone que N es impar), la expresión de la respuesta impulsiva es

hLP [n] =
ωc

π
sinc

[
∆ω

2π

(
n− N − 1

2

)]
sinc

[
ωc

π

(
n− N − 1

2

)]
.

La elección del orden del filtro es un poco más complicada porque la ventana que resulta
en este caso tiene forma rectangular en el dominio frecuencia, (es HA(ejω)) y entonces
no tenemos manera de relacionar el ancho de la ventana con la longitud de la respuesta
impulsiva. Por lo tanto, la estimación del orden para cumplir con algún juego de especi-
ficaciones debe hacerse por prueba y error.

Se pueden obtener transiciones más suaves si se utilizan polinomios interpoladores (splines)
de mayor orden para unir las bandas de paso y de rechazo. La respuesta impulsiva de
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un filtro diseñado de manera tal que las frecuencias esquina de las bandas de paso y de
rechazo se unen con un polinomio de orden P es

hLP [n] =
ωc

π

[
sinc

(
∆ω

2πP

(
n− N − 1

2

))]P

sinc
[

ωc

π

(
n− N − 1

2

)]
, (3.59)

con 0 ≤ n ≤ N − 1. En general, el efecto de P en la respuesta en frecuencia no es obvio.
Para un filtro de longitud N y banda de transición ∆ω el valor óptimo de P que minimiza
la integral cuadrática del error (Burrus, Soewito y Gopinath, 1992) es

P =
⌈

∆ω

4π
(N − 1)

⌉
, (3.60)

donde d·e es la función techo: dxe es el menor de los enteros mayores que x. Esta expre-
sión muestra que para una banda de transición de ancho ∆ω prefijado, el aumento de
la “suavidad” de la transición (un P mayor) implica un incremento de la longitud N del
FIR. Una interpolación de orden alto con una banda de transición ∆ω dada es equivalente
a una interpolación de menor orden con una banda de transición más angosta.

EJEMPLO 3.23. Diseño de un filtro pasabajos
Se desea diseñar un filtro FIR pasabajos con ωp = 0,3π y ωs = 0,4π, y N = 41. De (??) resulta
∆ω = 0,10π, y ωc = 0,35π. Aplicando (3.60), se encuentra que el P óptimo es P = 1, y de (3.59)
se tiene que

h(1)LP [n] = 0,35 sinc [0,10 (n− 20)] sinc [0,35 (n− 20)] .

Para comparar, se calculan filtros utilizando polinomios interpoladores de segundo orden (P = 2) y
de cuarto orden (P = 4), obteniéndose

h(2)LP [n] = 0,35{sinc [0,050 (n− 20)]}2 sinc [0,35 (n− 20)] ,

h(4)LP [n] = 0,35{sinc [0,025 (n− 20)]}4 sinc [0,35 (n− 20)] ,

con 0 ≤ n ≤ 40. En la Fig. 3.43 se comparan las respuestas en frecuencia de los filtros, observándose
que la respuesta con P = 2 tiene mayor ondulación que la de P = 1, pero menor que la de P = 4.
Aumentando la longitud del FIR se puede obtener una menor ondulación en la banda de paso, pues
de acuerdo con (3.60) el P óptimo es mayor. En la Fig. 3.44 se comparan la respuesta en frecuencia
del filtro de longitud N = 41, y P = 1 con la respuesta del filtro de longitud N = 81, P = 2, y
puede apreciarse que efectivamente la ondulación es menor. �

3.7. Método de muestreo en frecuencia

Una manera sencilla de diseñar filtros FIR es a partir de la especificación de la respuesta
en frecuencia deseada Hd

(
ejωk

)
para un conjunto de frecuencias ωk, k = 0, 1, ..., N − 1.

Por ejemplo, en la Fig. 3.45 se muestra la respuesta en frecuencia deseada Hd(ejω), y los
N valores donde se desea que pase la respuesta en frecuencia del filtro a diseñar. Ya que
la respuesta en frecuencia de un filtro FIR de longitud N, dada por

H
(

ejω
)
=

N−1

∑
n=0

h [n] e−jωn (3.61)
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Fig. 3.43. Respuesta en frecuencia de un filtro con banda de transición suavizada para N = 41,
y P = 1, 2, 4..

Fig. 3.44. Comparación de la respuesta en frecuencia para N = 41, P = 1 y N = 81, P = 2.

es un polinomio de grado N − 1 en e−jω con N coeficientes h[n], n = 0, 1, ..., N − 1, la
especificación de la respuesta deseada en N frecuencias ωk, k = 0, 1, ..., N − 1 distintas
permite determinar de manera única los coeficientes h[n] desconocidos.

Si la magnitud de la respuesta en frecuencia deseada a la frecuencia ωk, Hd
(
ejωk

)
se

nota H [k], como se indica en la Fig. 3.45, evaluando (3.61) en cada una de las frecuencias
ωk e igualándolo al valr deseado H[k], se puede armar un sistema de N ecuaciones (la
ecuación (3.61) evaluada en las N frecuencias ωk) con N incógnitas (los valores de la
respuesta impulsiva h[n]):

H [0] = Hd
(
ejω0

)
= h [0] + h [1] e−jω0 + · · · + h [N − 1] e−j(N−1)ω0 ,

H [1] = Hd
(
ejω1

)
= h [0] + h [1] e−jω1 + · · · + h [N − 1] e−j(N−1)ω1 ,

...
H [k] = Hd

(
ejωk

)
= h [0] + h [1] e−jωk + · · · + h [N − 1] e−j(N−1)ωk ,

...
H [N − 1] = Hd

(
ejωN−1

)
= h [0] + h [1] e−jωN−1 + · · · + h [N − 1] e−j(N−1)ωN−1 ,
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Fig. 3.45. Especificaciones del filtro prototipo.

que puede expresarse en forma matricial como
H [0]
H [1]

...
H [N − 1]


︸ ︷︷ ︸

H

=


1 e−jω0 · · · e−j(N−1)ω0

1 e−jω1 · · · e−j(N−1)ω1

...
...

. . .
...

1 e−jωN−1 · · · e−j(N−1)ωN−1


︸ ︷︷ ︸

W


h [0]
h [1]

...
h [N − 1]


︸ ︷︷ ︸

h

y entonces,
h = W−1H.

Si el filtro FIR proviene de la causalización de un filtro truncado, como los de la Sec-
ción 3.6.2, el cálculo podría refinarse aún mas debido a la simetría de h[n]; por ejemplo,
podrían especificarse solamente las frecuencias comprendidas entre 0 y π, de manera de
calcular sólo la mitad de las muestras de la respuesta impulsiva h[n] del filtro real. Sin em-
bargo se sigue con la estrucutra representada hasta ahora para mantener la presentación
simple.

Las frecuencias donde se “muestrea” la respuesta en frecuencia deseada son arbitrarias,
pero una simplificación importante –evitar la inversión de la matriz W– se obtiene si las
N frecuencias ωk están equiespaciadas. Esto es, si

ωk =
2π

N
k, k = 0, 1, . . . , N − 1,

resulta

H [k] = Hd

(
ejωk

)
= Hd

(
ej 2π

N k
)

= h [0] + h [1] e−j 2π
N k + h [2] e−j 2π

N k2 + · · · + h [N − 1] e−j 2π
N k(N−1),

que puede escribirse en forma más compacta como

H [k] =
N−1

∑
n=0

h [n] e−j 2π
N k n, (3.62)

que, como se verá en el capítulo siguiente, es la transformada discreeta de Fourier (TDF)
de h[n]. Por lo tanto los coeficientes h[n] del filtro FIR pueden computarse a partir de la
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TDF inversa de H[k]. Este resultado puede obtenerse de manera sencilla si se multiplica
(3.62) por el factor ej 2π

N k m

H [k] ej 2π
N k m =

N−1

∑
n=0

h [n] e−j 2π
N k n ej 2π

N k m,

y se suma para k = 0, 1, ..., N − 1

N−1

∑
k=0

H [k] ej 2π
N k m =

N−1

∑
k=0

N−1

∑
n=0

h [n] e−j 2π
N k (n−m).

Intercambiando el orden de la suma se obtiene

N−1

∑
k=0

H [k] ej 2π
N k m =

N−1

∑
n=0

h [n]
N−1

∑
k=0

(
e−j 2π

N (n−m)
)k

. (3.63)

Analizando la segunda sumatoria, se observa que

N−1

∑
k=0

(
e−j 2π

N (n−m)
)k
=

1− e−j 2π
N (n−m)N

1− e−j 2π
N (n−m)

=
1− e−j2π(n−m)

1− e−j 2π
N (n−m)

.

Si n−m 6= rN, para r entero, la suma da cero pues ej2π` = 1. Sin embargo, si n−m = rN,
tanto el numerador como el denominador se anulan. Para analizar que sucede en este
caso, es más sencillo analizar la sumatoria, ya que

N−1

∑
k=0

(
e−j 2π

N (n−m)
)k
∣∣∣∣∣
n−m=rN

=
N−1

∑
k=0

(
e−j 2π

N rN
)k
=

N−1

∑
k=0

1k = N

En consecuencia,

N−1

∑
k=0

(
e−j 2π

N (n−m)
)k
=

{
N, n−m = rN
0, en caso contrario

o bien
N−1

∑
k=0

e−j 2π
N k n =

∞

∑
r=−∞

δ [n− rN] , (3.64)

para r entero. Volviendo a la expresión (3.59), limitando los valores de m al rango 0 ≤
m ≤ N − 1, se tiene que

N−1

∑
k=0

H [k] ej 2π
N k m =

N−1

∑
n=0

h [n] N δ [n−m] = Nh [m] .

Cambiando nuevamente n por m, finalmente se encuentra que los coeficientes del filtro
FIR cuya respuesta en frecuencia pasa por los puntos H[k] elegidos se pueden calcular a
partir de la expresión

h [n] =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] ej 2π
N k n. (3.65)
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Relación entre hd [n] y h[n]

La relación entre la respuesta impulsiva hd [n] del filtro ideal o prototipo con respuesta en
frecuencia Hd

(
ejω) y la respuesta impulsiva h[n] del filtro obtenido muestreando Hd

(
ejω)

en determinadas frecuencias ωk = 2πk/N, k = 0, 1, ..., N − 1 se puede establecer como
sigue. El filtro prototipo tiene una respuesta en frecuencia

Hd

(
ejω
)
=

∞

∑
`=−∞

hd [`] e−jω`,

donde

hd [`] =
1

2π

π∫
−π

Hd

(
ejω
)

ejω`dω.

Por otra parte, en cada una de las frecuencias ωk, se tiene

Hd

(
ejω
)∣∣∣

ω=ωk
= H [k] =

∞

∑
`=−∞

hd [`] e−j 2π
N k`,

y de acuerdo a la expresión(3.65),

h [n] =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] ej 2π
N kn =

1
N

N−1

∑
k=0

(
∞

∑
`=−∞

hd [`] e−j 2π
N k`

)
ej 2π

N k n.

Intercambiando el orden de las sumatorias,

h [n] =
∞

∑
`=−∞

hd [`]
1
N

N−1

∑
k=0

e−j 2π
N k(`−n),

donde la segunda sumatoria es la conocida expresión (3.64). Por lo tanto,

h [n] =
∞

∑
r=−∞

hd [n+ rN] . (3.66)

La expresión anterior indica que h[n] es la suma de infinitas réplicas de hd [n], donde cada
réplica está desplazada un múltiplo entero de N muestras, observando el resultado de la
suma solamente en el intervalo 0 ≤ n ≤ N − 1. Por lo tanto, si hd [n] es una sucesión de
longitud finita de longitud menor o igual que N, entonces h [n] = hd [n] para 0 ≤ n ≤
N− 1. En cambio, si hd [n] es una sucesión de longitud infinita existirá una superposición
temporal (o aliasing, en inglés) de muestras de hd [n] de manera que h[n] puede ser muy
diferente a hd [n].

Algunas consideraciones sobre la especificación de la respuesta deseada

En la presentación anterior se supuso que las especificaciones de la respuesta en frecuen-
cia deseada Hd

(
ejωk

)
son adecuadas al tipo de respuesta impulsiva que se busca: por

ejemplo, si se desea que la respuesta impulsiva h[n] sea real, el módulo
∣∣Hd

(
ejωk

)∣∣ de la
respuesta en frecuencia deberá ser una función par, y la fase arg

[
Hd
(
ejωk

)]
una función

impar.
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Una manera sencilla de diseñar filtros es especificando la respuesta en frecuencia como
una función real (es decir, con fase nula) que corresponde a una respuesta impulsiva hd[n]
simétrica respecto a n = 0, y posiblemente con −∞ ≤ n ≤ ∞. Con el cálculo con la
TDF inversa se obtiene una respuesta impulsiva h[n] de longitud finita definida para
0 ≤ n ≤ N − 1. Debido a la periodicidad de la TDF las últimas (N − 1)/2 muestras, si
N es impar, o las ultimas N/2 muestras si N es par, respectivamente, corresponden a las
muestras para n < 0 de la respuesta no causal hd[n]. Por lo tanto, de la causalización de
la respuesta impulsiva resulta que

hc[n] =

{
h[n+ (N − 1)/2], 0 ≤ n < (N − 1) /2,

h[n− (N − 1) /2], (N − 1) /2 ≤ n ≤ N − 1.
(N impar)

hc[n] =

{
h[n+ N/2], 0 ≤ n < N/2,

h[n− N/2], N/2 ≤ n ≤ N − 1.
(N par)

donde h[n] es el resultado de la TDF inversa sobre Hd
(
ejωk

)
, y hc[n] la respuesta impulsi-

va del filtro causal.

EJEMPLO 3.24. Diseño de un filtro pasabajos (N = 4)

En este ejemplo se diseña un filtro pasabajos con frecuencia de corte ωc = π/2. Adoptando N = 4,
las frecuencias ωk donde se evalúa Hd

(
ejω) son

ωk =
2π

4
k =

{
0,

2π

4
,

4π

4
,

6π

4

}
=

{
0,

π

2
, π,

3π

2

}
y H [k] = {1, 1, 0, 1} . Entonces,

h [0] =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] e−jωk0 =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] =
1+ 1+ 0+ 1

4
=

3
4

,

h [1] =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] e−jωk1 =
1
4

(
1+ 1e−j π

2 + 0+ 1e−j 3π
2

)
=

1+ j+ (−j)
4

=
1
4

,

h [2] =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] e−jωk2 =
1
4

(
1+ 1e−j2 π

2 + 0+ 1e−j2 3π
2

)
=

1+ (−1) + (−1)
4

= −1
4

,

h [3] =
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] e−jωk3 =
1
4

(
1+ 1e−j3 π

2 + 0+ 1e−j3 3π
2

)
=

1+ (−j) + j
4

=
1
4

.

La respuesta impulsiva causalizada es

hc[n] = {h[2], h[3], h[0], h[1]} =
{
−1

4
,

1
4
,

3
4
,

1
4

}
La respuesta impulsiva h[n] se grafica en la Fig. 3.46(a), y el módulo de la respuesta en frecuencia en
la Fig. 3.46(b). El valor de la especificación del módulo de la respuesta deseada en cada frecuencia se
ha indicado con círculos: aunque el filtro diseñado cumple con los requisitos de diseño, la respuesta
en frecuencia difiere bastante de la de un filtro ideal. Además, como la respuesta impulsiva no es
simétrica, el filtro no es de fase lineal, tal como se aprecia en el gráfico de la fase y del retardo de
grupo de la Fig. 3.46(c) y (d) , respectivamente. �

En el siguiente ejemplo se analiza el diseño de un filtro FIR cuya longitud se incrementa
en una muestra.
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Fig. 3.46. Respuesta del filtro diseñado por el método de muestreo en frecuencia con Hd(ejωk ) =
1, 1, 0, 1.

EJEMPLO 3.25. Diseño de un filtro pasabajos (N = 5)

Para el mismo filtro del ejemplo anterior, se desea diseñar un filtro de longitud N = 5. En conse-
cuencia, las frecuencia de interés son

ωk =
2π

N
k =

{
0,

2π

5
,

4π

5
,

6π

5
,

8π

5

}
,

y el módulo de la respuesta en frecuencia deseado es

Hd

(
ejωk

)
= {1, 1, 0, 0, 1} .

La respuesta impulsiva se puede calcular con Matlab usando el comando ifft, obteniéndose

h[n] =

{
3
5

,
2
5

cos
(π

5

)
,

2
5

cos
(

3π

5

)
,

2
5

cos
(

3π

5

)
,

2
5

cos
(π

5

)}
≈ {0,6000, 0,3236,−0,1236,−0,1236, 0,3236} ,

y en consecuencia, la respuesta impulsiva del filtro es

hc[n] = {−0,1236, 0,3236, 0,6000, 0,3236,−0,1236} ,

que se ilustra en la Fig. 3.47(a) . La respuesta en frecuencia del filtro se grafica en la Fig. 3.47(b) , y
se observa que pasa por los valores especificados. En este caso, como la respuesta impulsiva resulta
simétrica, el filtro es de fase lineal, tal como se evidencia en las Fig. 3.47(c) y (d) . �
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Fig. 3.47. Respuesta del filtro diseñado por el método de muestreo en frecuencia con Hd(ejωk ) =
1, 1, 0, 0, 1.

Diseño de filtros de fase lineal

Si se desea que el filtro resultante sea de fase lineal, la respuesta impulsiva debe verificar

h[n] = ±h[N − 1− n],

donde el signo positivo corresponde a los filtros FIR de fase lineal tipo I y II, y el signo
negativo a los de tipo III y IV, respectivamente. Esto se traduce en que las muestras de la
respuesta en frecuencia deseada deben satisfacer

|H[k]| = |H[N − k]| , 0 ≤ k ≤ (N − 1) /2, si N es impar

|H[k]| =
{
|H[N − k]| ,
0,

0 ≤ k ≤ N/2− 1,
k = N/2,

si N es par

y además

arg (H[k])=


−2π

N
N − 1

2
k, 0 ≤ k ≤ b(N − 1) /2c ,

2π

N
N − 1

2
(N − k) b(N − 1) /2c ≤ k ≤ N − 1,

(Tipos I y II),

o

arg (H[k])=


±π

2
− 2π

N
N − 1

2
k, 0 ≤ k ≤ b(N − 1) /2c ,

∓π

2
+

2π

N
N − 1

2
(N − k) b(N − 1) /2c ≤ k ≤ N − 1,

(Tipos III y IV).
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donde b·c es la función piso, definida como el mayor entero menor que su argumento,
y el símbolo d·e define la función techo: el menor entero mayor que su argumento1. Por
ejemplo, b2,4c = 2, b−2,4c = −3, d2,4e = 3, d−2,4e = −2. En particular, es sencillo
verificar que

⌊
N − 1

2

⌋
=


N
2
− 1, si N es par,

N − 1
2

, si N es impar,

⌈
N − 1

2

⌉
=


N
2

, si N es par,

N + 1
2

, si N es impar.

Las ecuaciones de la fase tienen en cuenta que, para obtener un filtro causal, el retardo de
fase del FIR es de (N − 1) /2. Como cada cero del módulo de la respuesta en frecuencia
introduce un desfasaje de π radianes, este aporte debe tenerse en cuenta al especificar la
fase. El siguiente programa de MATLAB para el diseño de filtros FIR de fase lineal por el
método del muestreo en frecuencia tiene en cuenta estos hechos.

function h=firfs(Hd)
%h = firfs(Hd)
% Esta funcion calcula la respuesta impulsiva de un filtro FIR
% por el metodo de muestreo en frecuencia.
% El vector Hd tiene la informacion del MODULO de la respuesta en
% frecuencia. La funcion se encarga de acomodar la fase para
% obtener un FIR de fase lineal

N = length(Hd);
k = 0:N-1;
DPi = zeros(size(Hd)); % DPi: vector con los saltos de pi
DPi(find(Hd==0)) = 1;
DPi = pi*cumsum(DPi);
Ang = -j*(2*pi*k/N*(N-1)/2+DPi); % fase lineal + saltos de pi
Hdc = Hd.*exp(Ang);
h = real(ifft(Hdc)); % no debiera hacer falta...

En el siguiente ejemplo se repite el diseño del Ejemplo 3.24 pero con especificación de
fase lineal.

EJEMPLO 3.26. Diseño de un filtro pasabajos (N = 4, fase lineal)

Las especificaciones de la respuesta en frecuencia de un filtro pasabajos con frecuencia de corte
ωc = π/2 para obtener un filtro FIR de fase lineal de longitud N = 4 son

|H [k]| = {1, 1, 0, 1} ,

arg(H[k]) =
{

2π
4

4−1
2 × 0, 2π

4
4−1

2 × 1, ∗, 2π
4

4−1
2 × 3+ π

}
,

donde el símbolo “∗”indica que la fase es irrelevante porque el módulo de la respuesta en frecuencia
es nulo, y al último elemento se le ha sumado un desfasaje de π radianes por el cambio de fase
introducido por el cero. En consecuencia,

H[k] =
{

1,−
√

2
2 − j

√
2

2 , 0,−
√

2
2 + j

√
2

2

}
.

La TDF inversa de H[k] es

h[n] =
{

1−
√

2
4 , 1+

√
2

4 , 1+
√

2
4 , 1−

√
2

4

}
.

La Fig. ?? muestra la respuesta del filtro; compare con la respuesta del Ejemplo 3.24 (Fig. 3.46). El
efecto del aliasing temporal en la respuesta impulsiva del filtro se observa en la Fig. 3.49, que muestra

1Estas funciones se corresponden con los comandos MATLAB floor(·) y ceil(·), respectivamente.
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Fig. 3.48. Respuesta del filtro FIR de fase lineal diseñado por el método de muestreo en fre-
cuencia con Hd(ej?k ) = 1,−((v2)/2)− j((v2)/2), 0,−((v2)/2) + j((v2)/2).
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Fig. 3.49. Respuesta impulsiva del filtro del Ejemplo 3.26, y la suma de las réplicas de la re-
spuesta impulsiva del filtro ideal.

la respuesta impulsiva h[n] del filtro FIR diseñado (vea la Fig. ??) y las réplicas (cada N = 4) de la
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Fig. 3.50. Respuesta en frecuencia del filtro del Ejemplo 3.26, con N = 15.

respuesta impulsiva hd [n] del filtro ideal

hd[n] =
ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

, −∞ ≤ n ≤ ∞.

Es evidente que cada una de las muestras de la respuesta impulsiva es la suma de las infinitas
réplicas de hd [n], para 0 ≤ n ≤ 3. También puede apreciarse que la respuesta impulsiva h[n] no es
exactamente igual a ninguna de las réplicas de hd [n]. �

En los ejemplos anteriores la respuesta del filtro diseñada difiere bastante de la del filtro
ideal. Esto puede atribuirse a que el muestreo en frecuencia no tiene la resolución sufi-
ciente, o bien que la respuesta impulsiva es de longitud reducida. La Fig. 3.50 muestra
la respuesta del filtro del Ejemplo 3.26 para N = 15. Aún en este caso puede apreciase
que la ganancia del filtro en la banda de rechazo tiene picos de amplitud significativa (la
atenuación en la banda de rechazo es menor a 20 dB). Este comportamiento se debe al
efecto Gibbs, y puede disminuirse proponiendo una transición suave. Esta aproximación
se observa en la Fig. 3.51, donde las muestras vecinas a la zona de transición se cambiaron
de 1 a 0.4. Con este procedimiento la atenuación en la banda de rechazo excede los 40 dB.

El ajuste de la ganancia propuesta en la zona de transición puede hacerse por prueba
y error, como en este caso, o bien aplicando métodos de programación lineal de forma
de encontrar los valores que permitan obtener las mayores atenuaciones en la banda de
rechazo con la zona de transición más angosta posible. Estos resultados se encuentran
tabulados, por ejemplo en Proakis (1992).

3.7.1. Implementación

Un filtro FIR diseñado por la técnica de muestreo en frecuencia se puede implementar de
manera recursiva. Partiendo de la expresión de la transformada z de la respuesta impul-
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Fig. 3.51. Respuesta en frecuencia del filtro del Ejemplo 3.26, con N = 15, donde se han
alterado las muestras vecinas a la zona de transición.

siva

H (z) =
N−1

∑
n=0

h [n] z−n

y de acuerdo con (3.65).

H (z) =
N−1

∑
n=0

(
1
N

N−1

∑
k=0

H [k] ej 2π
N k n

)
z−n

=
N−1

∑
k=0

H [k]
1
N

N−1

∑
n=0

ej 2π
N k nz−n =

N−1

∑
k=0

H [k]
1
N

1−
(

ej 2π
N kz−1

)N

1− ej 2π
N kz−1

=
1− z−N

N

N−1

∑
k=0

H [k]

1− ej 2π
N kz−1

.

Una realización basada en la última expresión se muestra en la Fig. 3.52. La estructura usa
resonadores recursivos (y por lo tanto de tipo IIR) para realizar la función transferencia
de un filtro FIR. El polo de cada resonador en el círculo unidad es cancelado exactamente
por cada uno de los N ceros de

(
1− z−N). Tal cancelación puede no ocurrir en la prác-

tica debido a la representación de los coeficientes de los filtros utilizando aritmética de
precisión finita, y en consecuencia, puede resultar en un filtro inestable. Sobre el círculo
unidad es relativamente sencillo demostrar que

H
(

ejω
)
=

e−j N−1
2 ω

N

N−1

∑
k=0

H [k]
sin [(ωN − 2πk) /2]

sin [(ωN − 2πk) / (2N)]
ejπk N−1

N
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Fig. 3.52. Implementacion IIR del filtro FIR diseñado por muestreo en frecuencia.

y en consecuencia,
H
(

ejω
)∣∣∣

ω=2πk/N
= H[k], 0 ≤ k ≤ N − 1

de modo que la respuesta en frecuencia del filtro FIR diseñado por el método de muestreo
en frecuencia tiene exactamente la respuesta deseada, H [k] = Hd

(
ejωk

)
, donde ωk =

2πk/N, 0 ≤ k ≤ N − 1.
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3.8. Ejercicios: Sistemas discretos

Ejercicio 1. Calcule la salida y[n] de cada uno de los siguientes sistemas para la entrada
x[n] que se muestra en la figura.

(1) y[n] = x[n− 2] (4) y[n] = x[n− 1] δ[n− 3].

(2) y[n] = x[4− n] (5) y[n] = 5 1
2 x [n] + 1

2 (−1)n x [n] .
(3) y[n] = x[2n]. (6) y[n] = x

[
n2] .

Ejercicio 2. Determine si cada uno de los sistemas (a)-(e) de la Lista I, con entrada x[n]
y salida y[n], satisface las propiedades (1)-(5) de la Lista II. Justifique sus respuestas.

Lista I: Sistemas Lista II: Propiedades

(a) y[n] = x[n]x[n− 1] (1) Sin memoria.

(b) y[n] = x[−n] (2) Invariante en el tiempo

(c) y[n] = x[n] + nx[n+ 1] (3) Lineal.

(d) y[n] = ∑n+4
k=n−2 x[k] (4) Causal.

(e) y[n] =
{

x[n], si x[n] ≥ 0,
0, si x[n] < 0.

(5) Estable.

Ejercicio 3. Verifique que una sucesión x[n] absolutamente sumable (∑n |x[n]| = Mx <

∞) tiene energía finita (E = ∑n |x[n]|
2 < ∞). Compruebe que la recíproca no es cierta.

Ayuda: demuestre primero que si ∑n |x[n]| = Mx, entonces |x[n]| < Nx para todo n.

Ejercicio 4. Para el sistema definido por la ecuación a diferencias y[n] = (x[n])2 + 1,

1. Calcule la respuesta impulsiva h[n].

2. Determine ∑n |h[n]| .

3. ¿Contradice este resultado la condición de estabilidad BIBO?

Ejercicio 5.
���C Dos sistemas discretos H1 y H2 se conectan en cascada para formar un nue-

vo sistema H, como se muestra en la figura. Determine si los siguientes postulados son
verdaderos o no.

1. H1 yH2 son lineales⇒H es lineal.
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2. H1 yH2 son invariantes en el tiempo⇒H es invariante en el tiempo.

3. SiH1 yH2 son causales⇒H es causal.

4. H1 y H2 son lineales e invariantes en el tiempo ⇒ H es lineal e invariante en el
tiempo.

5. H1 y H2 son lineales e invariantes en el tiempo⇒ H1H2 = H2H1 (el intercambio
del orden de la conexión no cambia al sistema compuesto H).

6. Repita el inciso 5 suponiendo queH1 yH2 son lineales y variantes en el tiempo.

7. H1 yH2 no son lineales⇒H no es lineal.

8. H1 yH2 son estables⇒H es estable.

9. Muestre a través de ejemplos que los recíprocos de los incisos 1 a 8 no se verifican
en general.

Ejercicio 6. Cuando el sistema lineal H se excita con la entrada x0[n] = δ[n] la salida es
y0[n] = h0[n] = δ[n] + δ[n − 1]. En cambio, si la entrada es x1[n] = δ[n − 1] la salida
resulta y1[n] = h1[n] = −δ[n]− δ[n− 1]. Calcule, si es posible,

1. la salida y2[n] ante una entrada x2[n] = aδ[n] + bδ[n− 1];

2. la salida y3[n] ante una entrada x3[n] = aδ[n− 1] + bδ[n− 2].

Ejercicio 7. Para el sistema lineal S con respuesta impulsiva h`[n] = anb−`u[n− `], con
n ≥ ` ≥ 0, y |a| < 1, |b| < 1

1. Determine si es invariante en el tiempo.

2. Calcule la respuesta y1[n] del sistema ante una entrada escalón x1[n] = u[n].

3. Calcule la salida y2[n] cuando se lo excita con una entrada x2[n] = u[n− 1]. Com-
pare y2[n] con y1[n].

En cada inciso analice los casos en que (i) a = b y (ii) a 6= b.

Ejercicio 8. Considere tres sistemas con las siguientes relaciones entrada-salida:

H1 : y[n] = x[−n],
H2 : y[n] = ax[n− 1] + b x[n] + c x[n+ 1],
H3 : y[n] = x[−n],

donde a, b, c son números reales. Encuentre la relación entrada-salida para el sistema
interconectado. ¿Bajo qué condiciones sobre los números a, b, c, el sistema tiene alguna
de las siguientes propiedades?
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1. El sistema interconectado es lineal e invariante en el tiempo.

2. La relación entrada-salida del sistema completo es idéntica a la del Sistema 2.

3. El sistema completo es causal.

Ejercicio 9. Considere el sistema de la figura. Suponga que y[n] = 0 para n < 0.

1. Dibuje la señal de salida cuando x[n] = δ[n].

2. Dibuje la señal de salida cuando x[n] = u[n].

Ejercicio 10. Calcular la suma convolución de x[n] = u[n]− u[n− 20] con h[n], si:

1. h[n] = δ[n].

2. h[n] = δ[n− 3]− 2δ[n− 6].

Ejercicio 11. Calcular mediante la convolución discreta la respuesta de un sistema lineal
invariante al desplazamiento, en los siguientes casos:

1. Sistema 1:

2. Sistema 2:

Ejercicio 12. Ante una entrada x[n], la salida y[n] de un SLIT con respuesta impulsiva
h[n] es

y[n] = ∑
m

h[m]x[n−m] = ∑
m

x[m]h[n−m].

Para cada uno de los siguientes casos determine explícitamente los extremos de cada
sumatoria. Suponga que las señales no son de longitud finita.
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1. h[n] y x[n] son anticausales (h[n] = x[n] = 0 para todo n ≥ 0).

2. h[n] y x[n] son causales.

3. h[n] es causal y x[n] es anticausal.

4. h[n] es anticausal y x[n] es causal.

Ejercicio 13. Sean x[n], con L1 ≤ n ≤ U1 y h[n], con L2 ≤ n ≤ U2 dos señales de duración
finita, es decir, x[n] = 0 si n ∈ )L1, U1( y h[n] = 0 si n ∈ )L2, U2( .

1. Determine el rango L ≤ n ≤ U donde la convolución y[n] = x[n] ∗ h[n] es no nula
en términos de L1, L2, U1, U2.

2. Demuestre que la salida y[n] está dada por

y[n] =
mı́n(U1,n−L2)

∑
k=máx(L1,n−U2)

x[k]h[n− k] =
mı́n(U2,n−L1)

∑
k=máx(L2,n−U1)

x[n− k]h[k].

3. Verifique sus resultados calculando la convolución de las señales:

x[n] =

 1, −2 ≤ n ≤ 4,

0, caso contrario.
h[n] =

 2, −1 ≤ n ≤ 2,

0, caso contrario.

Ejercicio 14. Calcule la salida del sistema cuya respuesta impulsiva es h[n] = anu[n] si
la señal de entrada x[n] = u[n]− u[n− 10]. Determine el rango L1 ≤ n ≤ L2 donde la
salida y[n] es no nula.

Ejercicio 15. Para las señales que se indican a continuación calcule analítica y gráfica-
mente la convolución entre x[n] y h[n]. Revise las soluciones de acuerdo a los resultados
del Ejercicio 13.

1. x[n] =

{ 1
3 n, 0 ≤ n ≤ 6,

0, caso contrario.
h[n] =

{
1, −2 ≤ n ≤ 2,

0, caso contrario.

2. x[n] =

{
αn, −3 ≤ n ≤ 5,

0, caso contrario.
h[n] =

{
1, 0 ≤ n ≤ 4,

0, caso contrario.

Ejercicio 16.
���C Efectúe las siguientes operaciones, y elabore sobre sus resultados:

1. Multiplique los números enteros 131 y 122.

2. Calcule la convolución de las señales {1,3,1} y {1,2,2}.

3. Multiplique los polinomios 1+ 3x+ x2 y 1+ 2x+ 2x2.
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4. Multiplique los números 1.31 y 12.2.

Ejercicio 17. Demuestre que si la entrada a un SLIT discreto es una señal periódica x̃[n]
de período N, la salida ỹ[n] también es periódica con el mismo período N.

Ejercicio 18. Si z[n] = x[n] ∗ y[n], y w[n] = x[n− N1] ∗ y[n− N2], determine la relación
entre z[n] y w[n].

Ejercicio 19. Verifique que la convolución:

1. es conmutativa: x[n] ∗ y[n] = y[n] ∗ x[n]. Realice una demostración formal.

2. es asociativa (x[n] ∗ y[n]) ∗ z[n] = x[n] ∗ (y[n] ∗ z[n])

3. Estas propiedades se satisfacen sólo si las sucesiones involucradas son estables,
es decir que son absolutamente sumables. Como contraejemplo, verifique que la
asociatividad no se cumple si x[n] = c = constante, y[n] = u[n], y z[n] = δ[n] −
δ[n− 1].

Ejercicio 20. Determine, si es posible, la respuesta al impulso de los sistemas definidos
por las siguientes ecuaciones entrada-salida:

1. y[n] = x[n]− x[n− 4], el sistema es causal.

2. y[n] = x[n]− x[n− 4], el sistema no es causal.

3. y[n] = 2x[n] + 4x[n− 1] + 2x[n− 2], el sistema es causal.

4. y[n] + y[n− 1] = x[n− 1], el sistema es causal.

5. y[n] + y[n− 1] = x[n− 1], el sistema no es causal.

6. y[n]− 3y[n− 1]− 4y[n− 2] = x[n] + 2x[n− 1], el sistema es causal.

Ejercicio 21. Para el sistema lineal causal descripto por la ecuación a diferencias de se-
gundo orden

y[n]− 5y[n− 1] + 6y[n− 2] = 2x[n− 1],

1. Determine la respuesta homogénea del sistema, es decir, las respuestas posibles si
x[n] = 0 para todo n.

2. Calcule la respuesta impulsiva del sistema.

3. Calcule la respuesta del sistema si x[n] = u[n].
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Ejercicio 22. Para el sistema caracterizado por la ecuación a diferencias finitas

y[n] = a x[n] + b y[n− 1], y[−1] = 0.

1. Obtenga la respuesta impulsiva h[n] del sistema y exprésela en forma cerrada. ¿Es
causal o no? ¿Por qué?

2. Calcule la respuesta a una entrada escalón unitario x[n] = u[n], dando valores a los
parámetros a y b de forma tal que la amplitud de la respuesta de estado estacionario
sea unitaria (|yee| = lı́mn→∞ y[n] = 1)

Ejercicio 23. Para el sistema causal caracterizado por la ecuación a diferencias finitas

y[n] = ny[n− 1] + x[n], y[−1] = 0.

1. Determine la respuesta impulsiva h[n] para todo n.

2. ¿El sistema es lineal?

3. ¿El sistema es invariante en el tiempo?

4. ¿El sistema es estable?

Ejercicio 24. Analice si el sistema descrito por la ecuación a diferencias finitas

y[n]− (−1)ny[n− 1] = x[n],

con y[−1] = 0, es:

1. lineal;

2. causal;

3. entrada-salida estable (“BIBO” estable);

4. invariante en el tiempo.

Ejercicio 25.
���I ¿Por qué la respuesta impulsiva de un sistema causal debe verificar h[n] = 0

para n < 0?

Ejercicio 26. Si xe[n] y xo[n] son las partes par e impar de x[n], demuestre que una señal
de energía finita verifica

∑
n
|x[n]|2 = ∑

n
|xe[n]|2 +∑

n
|xo[n]|2 .

Ayuda: demuestre primero que 4xe[n]xo[n] = (x[n])2 − (x[−n])2.
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Ejercicio 27. La correlación entre dos señales x[n] e y[n] se define como

rxy[n] = ∑
k

x[k]y[k− l].

Determine la relación entre la convolución x[n] ∗ y[n] y la correlación rxy[n].

Ejercicio 28.
���M Convolución de dos sucesiones de distinta duración.

MATLAB no puede ser utilizado directamente para calcular la convolución de dos señales
arbitrarias de longitud infinita. Se provee una función llamada conv que calcula la con-
volución entre dos sucesiones de duración finita. La función conv asume que las dos
sucesiones comienzan en la muestra n = 0, y se invoca mediante
� y = conv(x,h)

El inconveniente es que esta función no soporta “información temporal” para trabajar
correctamente con funciones que comiencen en otro índice distinto de n = 0. El propósito
de este ejercicio es solucionar este inconveniente.

Implemente una función conv_m que permita tener en cuenta la información temporal de
las señales. La función deberá tener como entrada no sólo las sucesiones a convolucionar,
sino también un par de vectores que indiquen la extensión temporal de cada una de ellas.
Por ejemplo, la sucesión x[−3] = 1, x[−2] = 2, x[−1] = 3, x[0] = 4, x[1] = 3, x[2] = 2 se
especificará mediante las sucesiones

x = [ 1 2 3 4 3 2];
nx = [-3 -2 -1 0 1 2];

La función deberá invocarse de la siguiente manera
[y,ny] = conv_m(x,nx,h,nh)

Pruebe su función efectuando la correlación de las siguientes sucesiones
x = [3 11 7 0 -1 4 2]; nx = [-3:3];
h = [2 3 0 -5 2 1]; nh = [-1:4];

y revise los resultados de los ejercicios 10, 11, 13, 14 y 15.

Ayuda: Los resultados del Ejercicio 13 son de utilidad para calcular correctamente la in-
formación temporal de la señal resultado de la convolución (ny en los ejemplos previos).

Comentario: Las sucesiones temporales discretas pueden graficarse utilizando el coman-
do stem. Por ejemplo, stem(nx,x) grafica la sucesión temporal x[n]. La entrada x[n], la
respuesta impulsiva del sistema h[n], y la salida y[n] se pueden graficar con los siguientes
comandos:

figure;
subplot(3,1,1);stem(nx,x); ylabel(’x[n]’);
subplot(3,1,2);stem(nh,h); ylabel(’h[n]’);
subplot(3,1,3);stem(ny,y); ylabel(’y[n]’);

El tamaño de los círculos puede cambiarse por medio de la propiedad MarkerSize. Por
ejemplo:

h = stem(ny,y)
set(h,’MarkerSize’,2,’MarkerFaceColor’,’b’)

hace que los círculos sean más pequeños, y estén coloreados de azul.
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3.9. Ejercicios: Respuesta en frecuencia

Ejercicio 1. Para el sistema con respuesta impulsiva h[n] que se muestra en la figura,

1. calcule la respuesta impulsiva h [n] y la respuesta en frecuencia H(ejω);

2. encuentre una ecuación a diferencias que relacione la salida y [n] con la entrada
x [n];

3. determine si es causal;

4. encuentre bajo qué condiciones es estable.

Ejercicio 2. Calcule la salida y[n], −∞ < n < ∞, para el sistema discreto con respuesta
en frecuencia

H
(

ejω
)
= e−j(ω− π

4 )

(
1+ e−j2ω + 4e−j4ω

1+ 1
2 e−j2ω

)
,

cuando la entrada es x[n] = cos (πn/2), −∞ < n < ∞.

Ejercicio 3. Para el sistema discreto con respuesta impulsiva h [n] = (j/2)n u [n], donde
j =
√
−1, determinar la respuesta en estado estacionario (es decir, para n grande) cuando

la excitación es x [n] = cos (πn) u [n].

Ejercicio 4. Para el sistema representado por la ecuación a diferencias y [n] = (−1)n x[n],

1. Determine y justifique si es

a) lineal;

b) causal;

c) invariante al desplazamiento;

d) BIBO estable.

2. Calcule la DTFT Y
(
ejω) de y[n] en función de la DTFT X

(
ejω) de x[n].

3. En base al resultado del inciso anterior, grafique el módulo de los espectros de x[n]
e y[n] cuando x[n] = cos πn/6.

Ejercicio 5.
���I En la tabla se muestran las entradas y salidas de cinco sistemas. Determine si

cada uno de ellos puede ser lineal e invariante en el tiempo. Si la respuesta es afirmativa,
especifique si puede haber más de un SLIT con el mismo par de señales entrada/salida.
Justifique sus respuestas.
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Sistema Entrada Salida

A (1/2)n (1/4)n

B ej n
8 u[n] 2ej n

8 u[n]

C ej n
8 2ej n

8

D ej n
8 u[n] ej n

6 u[n]

E ej n
8 ej n

6

Ejercicio 6. Determine analíticamente la DTFT de cada una de las siguientes sucesiones.
Grafique el módulo y la fase de X

(
ejω) usando MATLAB.

1. x[n] = 3 (0,9)n u[n].

2. x[n] = 2 (0,8)n+2 u[n− 2].

3. x[n] = n (0,5)n u[n].

4. x[n] = (n+ 2) (−0,7)n−1 u[n− 2].

Ejercicio 7.
���I Usando la propiedad de desplazamiento frecuencial, muestre que la DTFT

de un pulso sinusoidal x[n] = cos (ω0n) RN [n] con

RN [n] =

{
1, −N ≤ n ≤ N,

0, en caso contrario,

es

X
(

ejω
)
=

1
2

{
sen[(ω−ω0) (2N + 1) /2]

sen[(ω−ω0) /2]

}
+

1
2

{
sen[(ω+ω0) (2N + 1) /2]

sen[(ω+ω0) /2]

}
.

Ejercicio 8. Sea H
(
ejω) la respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante en el

tiempo con respuesta impulsiva h[n], donde h[n] es compleja.

1. Demuestre que H∗
(
e−jω) es la respuesta en frecuencia de un sistema con respuesta

impulsiva h∗[n].

2. Muestre que si h[n] es real, la respuesta en frecuencia es conjugada simétrica, i.e.
H
(
e−jω) = H∗

(
ejω).

Ejercicio 9. Si X
(
ejω) la transformada de Fourier de la sucesión x[n] (que se supone

compleja), demuestre los siguientes pares transformados:

1. x∗ [n]⇔ X∗
(
e−jω).

2. x∗[− n]⇔ X∗
(
ejω) .
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3. Re {x[n]} ⇔ Xe
(
ejω)=̇ 1

2

[
X
(
ejω)+X∗

(
e−jω)], el conjugado simétrico de X

(
ejω).

4. j Im {x[n]}⇔ Xo
(
ejω)=̇ 1

2

[
X
(
ejω)−X∗

(
e−jω)]), el conjugado antisimétrico de X

(
ejω).

Ejercicio 10. Sea X
(
ejω) la transformada de Fourier de la sucesión x[n]. Determine las

transformadas de ys [n], yd [n] y de ye [n] en función de X
(
ejω), si X

(
ejω) es como se

muestra en la figura.

1. Muestreador: ys [n] =

{
x[n], n par,

0, n impar.

2. Compresor: yd [n] = x [2n] .

3. Expansor: ye [n] =

{
x[n/2], n par,

0, n impar.

Ejercicio 11. Para el sistema de la figura, determine la salida y[n] cuando la entrada x[n]
es un impulso unitario δ[n], y H

(
ejω) es el filtro pasabajos ideal con respuesta en frecuen-

cia

H
(

ejω
)
=

{
1, |ω| < π/2,

0, π/2 < |ω| ≤ π.

Ejercicio 12. Si X
(
ejω) es la transformada de Fourier de la sucesión x[n], demuestre las

siguientes propiedades:

1. la transformada de Fourier de nx [n] es j d
dω X

(
ejω) .

2. (Teorema de Parseval)

∞

∑
n=−∞

x[n]y∗[n] =
1

2π

∫ π

−π
X
(

ejω
)

Y∗
(

ejω
)

dω.
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Ejercicio 13. Un sistema lineal, causal e invariante en el tiempo está caracterizado por la
ecuación a diferencias

y[n]− 3
4

y[n− 1] +
1
8

y[n− 2] = x[n]−
√

2x[n− 1] + x[n− 2].

1. Calcule la respuesta en frecuencia H
(
ejω) .

2. Determine la salida de estado estacionario ante una entrada

x[n] = 2 cos
(

3π

4
n+

π

4

)
+ sen

(π

4
n
)
+ 1.

Ejercicio 14. La respuesta impulsiva de un sistema lineal e invariante en el tiempo es

h[n] =
1
4

δ[n+ 1] +
1
2

δ[n] +
1
4

δ[n− 1].

1. Calcule y grafique la respuesta en frecuencia.

2. Calcule la respuesta de estado estacionario yee[n] ante una entrada

x[n] =
[
3+ 2 sen

(
π
2 n+ θ1

)
+ 4 cos

(
π
3 n+ θ2

)]
u[n].

Exprese el desfasaje entre la entrada y la salida en muestras.

3. Calcule la respuestra transitoria ytr[n]

Ejercicio 15. Un sistema lineal e invariante en el tiempo está descripto por la ecuación a
diferencias

y[n] =
3

∑
m=0

x[n− 2m]−
3

∑
m=1

(0,81)m y[n− 2m].

Calcule analíticamente la respuesta de estado estacionario del sistema ante las siguientes
excitaciones:

1. x[n] = 5+ 10 (−1)n .

2. x[n] = 1+ cos (0,5πn+ π/2) .

3. x[n] = 2 sen (πn/4) + 3 cos (3πn/4) .

4. x[n] = ∑5
k=0 (k+ 1) cos (πkn/4)

5. x[n] = cos (πn) .���M Para cada caso, genere con MATLAB la señal x[n], 0 ≤ n ≤ 200, y procésela con la función
filter para obtener y[n]. Compare la respuesta obtenida con las respuestas de estado
estacionario calculadas para cada caso.
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Ejercicio 16. Dos sistemas y lineales e invariantes en el tiempo H1
(
ejω) y H2

(
ejω) se

conectan en cascada. El sistema H1
(
ejω) tiene la respuesta en frecuencia

H1

(
ejω
)
=

{
1, |ω| < π/2,

0, π/2 < |ω| < π,

y el sistema H2
(
ejω) está descrito por la ecuación a diferencias y[n] = x[n]− x[n− 1]. La

entrada al sistema es x[n] = cos (0,6πn) + 3δ[n− 5] + 2, para −∞ < n < ∞. Aplicando
las propiedades de linealidad e invariación temporal, determine la respuesta del sistema
(puede hacerse directamente por inspección). Justifique sus pasos.

Ejercicio 17.
���I La convolución dos sucesiones x[n] e y[n] es idénticamente nula: x[n] ∗ y[n] ≡

0. A partir de este resultado, ¿puede afirmar que alguna de las dos sucesiones es idénti-
camente nula? Considere estos casos:

1. Las sucesiones son de longitud finita.

2. Las sucesiones son de longitud infinita.

3. Una de las sucesiones es de longitud finita, y la otra de longitud infinita.

Si la respuesta es afirmativa, justifique, y en caso contrario elabore un contraejemplo.

Ejercicio 18. Un filtro pasabajos ideal con retardo nulo tiene respuesta impulsiva hPB[n],
y respuesta en frecuencia

HPB

(
ejω
)
=

{
1, |ω| < π/5,

0, π/5 ≤ |ω| ≤ π.

En base a la respuesta impulsiva de este filtro se construyen los tres filtros que se indican a
continuación. Para cada caso calcule la respuesta en frecuencia, grafíquela para |ω| ≤ π,
y determine el tipo de filtro (pasabajos, pasa altos, pasabanda, eliminabanda).

1. h1[n] = (−1)n hPB[n] = ejπnhPB[n].

2. h2[n] = 2hPB[n] cos
(

π
2 n
)

.

3. h3[n] = 1/10
π sinc

( 1
10 n
)

hPB[n].

Ejercicio 19.
���I Un sistema discreto lineal e invariante en el tiempo con respuesta impulsiva

h[n] tiene respuesta en frecuencia H
(
ejω) .

1. Demuestre que el sistema es FIR (es decir, que su respuesta impulsiva tiene un
longitud finita), sabiendo que:

a) El sistema es causal;

b) H
(
ejω) = H∗

(
e−jω) ;

c) La transformada de Fourier de h[n+ 1] es real;
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2. Si además de las condiciones anteriores, se verifican las dos condiciones que se lis-
tan a continuación, ¿tiene información suficiente para caracterizar completamente
el sistema?. En caso afirmativo, determine la respuesta impulsiva h[n]. En caso con-
trario, especifique las condiciones que debe satisfacer h[n].

a) 1
2π

∫ π
−π H

(
ejω) dω = 2;

b) H
(
ejπ) = 0.

Ejercicio 20.
���I En la cascada de sistemas discretos que se muestra en la figura, el inversor

temporal está definido por las ecuaciones f [n] = e[−n] e y[n] = g[−n]. Si las sucesiones
x[n] y h1[n] son reales,

1. Exprese E
(
ejω) , F

(
ejω) , G

(
ejω) e Y

(
ejω) en función de X

(
ejω) y H1

(
ejω) .

2. Encuentre la respuesta H
(
ejω) del sistema completo.

3. Determine la respuesta impulsiva h[n] del sistema completo en función de h1[n].

Ejercicio 21.
���I Calcule la salida de un SLIT con respuesta en frecuencia

H
(

ejω
)
=

{
ejω3, |ω| < 2π

16

( 3
2

)
,

0, 2π
16

( 3
2

)
≤ |ω| ≤ π,

si la entrada es un tren de impulsos unitarios con período N = 16:

x [n] =
∞

∑
m=−∞

δ[n− 16m].

Ayuda: Para calcular X(ejω) tenga en cuenta que ∑n e−jωn = ∑r 2πδ(ω+ 2πr).

Ejercicio 22. Un sistema con respuesta impulsiva g[n] es el sistema inverso del sistema con
respuesta impulsiva h[n] si h[n] ∗ g[n] = δ[n]. Si h[n] = anu[n− 1], con |a| < 1,

1. calcule la respuesta en frecuencia G(ejω) y la respuesta impulsiva g[n] del sistema
inverso;

2. determine si el sistema inverso es causal y estable.

3. Si |a| > 1, ¿existe el sistema inverso? En caso afirmativo ¿es estable? ¿es causal?
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3.10. Solución de algunos ejercicios

Ejercicio 7

Para el sistema lineal S con respuesta impulsiva h`[n] = anb−`u[n− `], con n ≥ ` ≥ 0, y
|a| < 1, |b| < 1

1. Determine si es invariante en el tiempo.

2. Calcule la respuesta y1[n] del sistema ante una entrada escalón x1[n] = u[n].

3. Calcule la salida y2[n] cuando se lo excita con una entrada x2[n] = u[n− 1]. Com-
pare y2[n] con y1[n].

En cada inciso analice los casos en que (i) a = b y (ii) a 6= b.

1. Evidentemente, el sistema es variante en el tiempo. La respuesta impulsiva h0[n] ante
una entrada impulsiva x0[n] = δ[n] (aplicada en n = 0) es

h0[n] = anu[n],

mientras que la respuesta h1[n] ante una entrada x1[n] = δ[n− 1] aplicada en n = 1
es

h1[n] = anb−1u[n− 1].

Es claro que h1[n] 6= h0[n− 1], y por lo tanto el sistema es variante en el tiempo.

2. Si la entrada x1[n] es un escalón, x1[n] = u[n] la respuesta está dada por

y1[n] = ∑
`

x[`]h`[n] =
∞

∑
`=0

u[`]anb−`u[n− `] =
n

∑
`=0

anb−`

= an (b
−1)n+1 − 1
b−1 − 1

= anb−n 1− bn+1

1− b
. (3.67)

Si a = b, h`[n] = ana−`u[n − `] = an−`u[n − `]. En este caso el sistema es invari-
ante en el tiempo, ya que la respuesta impulsiva h0[n] ante una entrada impulsiva
x0[n] = δ[n] (aplicada en n = 0) es

h0[n] = anu[n],

mientras que la respuesta h1[n] ante una entrada x1[n] = δ[n− 1] aplicada en n = 1
es

h1[n] = an−1u[n− 1].

Ahora h1[n] = h0[n − 1], y por lo tanto el sistema es invariante en el tiempo. La re-
spuesta del sistema ante una entrada escalón es, de acuerdo con (3.67)

y1[n] =
1− bn+1

1− b
=

1− an+1

1− a
. (3.68)

El cáculo por definición da el mismo resultado:

y1[n] = ∑
`

x[`]h`[n] =
∞

∑
`=0

u[`]an−`u[n− `] =
n

∑
`=0

an−`

= an (a
−1)n+1 − 1
a−1 − 1

=
a−1 − an

a−1 − 1
=

1− an+1

1− a
.
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3. Si la entrada x2[n] es un escalón demorada una muestra, x2[n] = u[n− 1], la salida
y2[n] resulta

y2[n] = ∑
`

x[`]h`[n] =
∞

∑
`=0

u[`− 1]anb−`u[n− `] =
n

∑
`=1

anb−`

= an
[
(b−1)n+1 − 1

b−1 − 1
− 1
]
= anb−n 1− bn

1− b
. (3.69)

Aunque x2[n] = x1[n− 1], comparando (3.67) con (3.69) se nota que y2[n] 6= y1[n−
1], ya que

y1[n− 1] = an−1b−n+1 1− bn

1− b

y2[n] = anb−n 1− bn

1− b
=

b
a

y1[n− 1]. (3.70)

Si a = b, el sistema es invariante en el tiempo, como se observa de (3.70), que resulta
en y2[n] = y1[n− 1]. El cálculo por definición da el mismo resultado:

y1[n] = ∑
`

x[`]h`[n] =
∞

∑
`=0

u[`− 1]an−`u[n− `] =
n

∑
`=1

an−`

= an
[
(a−1)n+1 − 1

a−1 − 1
− 1
]
=

1− an

1− a
. (3.71)

En este caso (a = b) si se comparan (3.68) con (3.71) se observa también que y2[n] =
y1[n− 1].
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4
Series y Transformadas de Fourier

El material de estudio de este capítulo es el Capítulo 8, “The Discrete Fourier Transform”
del libro de Oppenheim, A., Schafer, R., y Buck, J., Discrete-Time Signal Processing, segunda
edición, Prentice-Hall, Inc., 1998, pp. 541–628.

En estas notas se estudian algunos aspectos de la dualidad tiempo-frecuencia entre las
señales continuas y discretas, y se incluyen algunos comentarios sobre matrices circulan-
tes, que resultan útiles para expresar la convolución circular de sucesiones discretas (vea
el Ejercicio 26).

1



2 4. Series y Transformadas de Fourier
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4.1. Dualidad tiempo-frecuencia

Las herramientas de análisis frecuencial que se han desarrollado hasta ahora suelen apli-
carse a una variedad de señales (biológicas, sísmicas, electromagnéticas, etc.). El objetivo
del análisis frecuencial es extraer información de la señal observada. Las herramientas de
análisis frecuencial ayudan al diagnóstico en el caso de señales biológicas, por ejemplo a
partir de un electrocardiograma. En el caso de señales sísmicas, son útiles para detectar la
presencia o ausencia de explosiones, o para determinar las características y ubicación del
epicentro de un terremoto. El espectro de algunas señales electromagnéticas, por ejemplo
un eco radar reflejado por un avión permite conocer su posición y velocidad radial.

En esta sección se discuten algunas dualidades importantes entre las características fre-
cuenciales y temporales de las señales.

4.1.1. Dualidades físicas y matemáticas

En los capítulos previos se han introducido varios métodos y técnicas que permiten ana-
lizar el contenido frecuencial de una señal. Las herramientas principales son:

1. La Serie de Fourier (SF) para señales x̃ (t) periódicas y continuas1:

x̃(t) = ∑
k

ckej 2π
T kt, 0 ≤ t < T, (4.1)

ck =
1
T

∫ T

0
x̃(t)e−j 2π

T ktdt, −∞ < k < ∞. (4.2)

2. La Transformada de Fourier (TF) para señales x (t) aperiódicas y continuas:

x(t) =
∫ ∞

−∞
X( f )ej2π f td f , −∞ < t < ∞, (4.3)

X( f ) =
∫ ∞

−∞
x(t)e−j2π f tdt, −∞ < f < ∞. (4.4)

3. La Serie Discreta de Fourier (SDF) para señales x̃[n] periódicas y discretas:

x̃[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

X̃[k]ej 2π
N kn, −∞ < n < ∞, (4.5)

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn, −∞ < k < ∞. (4.6)

4. La Transformada de Fourier de señales de Tiempo Discreto (TFTD) para señales
x[n] aperiódicas y discretas, de longitud arbitraria:

x[n] =
1

2π

∫ 2π

0
X(ejω)e−jωndω, −∞ < n < ∞, (4.7)

X(ejω) =
∞

∑
n=−∞

x[n]e−jωn, 0 ≤ ω < 2π. (4.8)

1En este caso, “continuo” o “discreto” se refiere a señales en el cuales la variable independiente es conti-
nua o discreta, respectivamente.
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4 4. Series y Transformadas de Fourier

5. La Transformada de Fourier (TDF), derivada a partir de la SDF, para señales x[n]
aperiódicas y discretas de longitud N finita:

x[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

X[k]ej 2π
N kn, 0 ≤ n ≤ N − 1, (4.9)

X[k] =
N−1

∑
n=0

x[n]e−j 2π
N kn, 0 ≤ k ≤ N − 1. (4.10)

La Fig. 4.1 resume las ecuaciones de análisis y síntesis para estos tipos de señales. Como
se ha indicado anteriormente, son dos las características temporales que determinan el
tipo de espectro que presenta una señal, de acuerdo a si la variable temporal es continua
o discreta, y si la señal es periódica o no (aperiódica).

1. Las señales continuas (en tiempo) tienen espectro aperiódico. Una inspección de-
tallada de la expresiones de análisis de la Serie de Fourier (SF) y de la Transformada
de Fourier (TF) no revelan ningún tipo de periodicidad en el dominio espectral. Es-
ta falta de periodicidad es consecuencia que la exponencial compleja ej2π f t es una
función de la variable continua t, y por lo tanto no es periódica en f . Por ello el
rango de frecuencias de las señales continuas se extiende desde f → −∞ hasta
f → +∞. Por ejemplo,

x(t) = be−atu(t) TF⇐⇒ X( f ) =
b

a+ j2π f
, −∞ < f < +∞. (4.11)

Para el caso de señales periódicas, los coeficientes de Fourier ck quedan definidos
para todo k (k ∈ Z); por ejemplo, si x(t) es una onda cuadrada con período T y ciclo
de trabajo τ/T

x̃(t) =

{
1, si mod(t, T) < τ/2,
0, en caso contrario.

SF⇐⇒ ck =
τ

T
sinc

( τ

T
k
)

, k ∈ Z. (4.12)

2. Las señales discretas (en tiempo) tienen espectro periódico. La Transformada de
Fourier de señales de Tiempo Discreto (TFTD) es continua y periódica con período
ω = 2π. Como resultado de esta periodicidad, el rango de frecuencia de las señales
discretas es finito, y se extiende desde ω = −π hasta ω = +π radianes (o para
0 ≤ ε < 2π), donde ω = ±π es la máxima velocidad posible de oscilación. Por
ejemplo,

x[n] = βanu[n] TFTD⇐⇒ X(ejω) =
1

1− ae−jω . (4.13)

Si las señales discretas son periódicas de período N, los coeficientes de Fourier X̃[k]
de la serie discreta de Fourier también tienen periodicidad N. Por ejemplo,

x̃[n] = ∑
r

δ[n− rN] SDF⇐⇒ X̃[k] = 1 ∀k ∈ Z. (4.14)

3. Las señales continuas (en frecuencia) corresponden a señales aperiódicas. Tanto
la Transformada de Fourier (TF) como la Transformada de Fourier de señales de
Tiempo Discreto (TFTD) están relacionadas con señales no periódicas en el domi-
nio tiempo. Valen como ejemplo los pares transformados (4.11) y (4.13) dados más
arriba.
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Fig. 4.1. Resumen de ecuaciones de análisis y síntesis.
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6 4. Series y Transformadas de Fourier

4. Se pueden definir transformadas para funciones periódicas. La idea es ampliar la
clase de funciones que tienen transformada de Fourier incluyendo funciones gene-
ralizadas (los impulsos). De esta manera, a partir de las Series de Fourier se pueden
obtener las Transformadas, tanto para el caso continuo

x̃(t) = ∑
k

ckej 2π
T kt =⇒ X( f ) = ∑

k
ck δ

(
f − k

T

)
,

X(Ω) = ∑
k

2π ck δ

(
Ω− 2π

T
k
)

como para el caso discreto

x̃[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

X̃[k]ej 2π
N kn =⇒ X(ejω) = ∑

k

2π

N
X̃[k] δ

(
ω− 2π

N
k
)

.

5. Las señales periódicas tienen espectro discreto. Como se ha notado, las señales
periódicas (continuas o discretas en tiempo) se describen utilizando la Serie de Fou-
rier o la Serie Discreta de Fourier, respectivamente. Las transformadas respectivas
se derivan a partir de los coeficientes de la serie, que determinan la amplitud de los
impulsos que forman el espectro discreto. El espaciado entre líneas ∆ f = 1/T, para
el caso continuo, o ∆ω = 2π/N, para el caso discreto, son la inversa del período T
o N, respectivamente, en el dominio temporal. Por ejemplo, para el caso continuo

x̃(t) =

{
1, si mod(t, T) < τ/2,
0, en caso contrario.

TF⇐⇒ X( f ) = ∑
k

δ

(
f − k

T

)
τ

T
sinc

( τ

T
k
)

,

que se deriva de (4.12) o, para el caso discreto

x̃[n] = ∑
r

δ[n− rN] TFTD⇐⇒ X̃(ejω) = ∑
k

2π

N
δ

(
ω− 2πk

N

)
.

que se obtiene a partir de (4.14)

6. Las señales aperiódicas de energía finita tienen espectro continuo. Esta propiedad
es una consecuencia directa del hecho que tanto X ( f ) como X

(
ejω) son funciones

de ej2π f t y de ejωn, respectivamente. La continuidad del eje de frecuencias es necesa-
ria para “romper” la relación armónica entre las distintas componentes frecuencia-
les, creando así señales aperiódicas. Valen como ejemplo los pares transformados
(4.11) o (4.13).

7. La serie de Fourier se puede determinar a partir de la transformada. Si se conoce
la transformada de Fourier de un período de la señal periódica, los coeficientes de la
serie de Fourier (ck para señales continuas, y X[k] para señales discretas en tiempo)
se pueden determinar tomando muestras de la transformada. Para el caso continuo,

ck =
1
T

X( f )| f= k
T
= f0 X( f )| f=k f0

, k ∈ Z,

y para el caso discreto,

X̃[k] = X(ejω)
∣∣∣
ω= 2π

N k
, k ∈ Z.
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Para el caso particular de la SDF X̃[k] y la TDF X[k], la relación es trivial:

X̃[k] = X[((k))N ], k ∈ Z

8. La propiedad de dualidad sólo se aplica para la TF, la SF y la TDF, ya que es
necesario que las variables independientes sean de la misma naturaleza (continuas
o discretas) en ambos dominios (temporal y frecuencial). Para el caso continuo,

x(t) TF⇐⇒ X( f ) X(t) TF⇐⇒ x(− f )

y para el caso discreto,

x̃[n] SDF⇐⇒ X̃[k] X̃[n] SDF⇐⇒ N x̃[−k]

x[n] TDF⇐⇒ X[k] X[n] TDF⇐⇒ N x[((−k))N ]

9. La Transformada Discreta de Fourier (TDF) puede no cumplir con algunas de
estas propiedades, porque en realidad está formada por un período de una función
periódica. En particular, la TDF no cumple con las Propiedades 2 a 6.

En síntesis, se puede concluir que la periodicidad con período α en un dominio auto-
máticamente implica discretización con espaciado 1/α en el dominio transformado, y
viceversa.

4.1.2. Simetrías y dualidades

Estas dualidades tiempo-frecuencia son evidentes de la observación de la Fig. 4.1. Las
funciones utilizadas en la figura son sólo ilustrativas y no corresponden necesariamente
a pares transformados. La observación cuidadosa de la Fig. 4.1 revela también algunas
simetrías matemáticas y dualidades entre las diferentes ecuaciones de análisis y síntesis.
En particular, se destacan las siguientes:

Las ecuaciones de síntesis y análisis de la Transformada de Fourier de señales con-
tinuas (TF): ecuaciones (4.3)-(4.4)

Las ecuaciones de síntesis y análisis de la Serie Discreta de Fourier (SDF) -Trasformada
Discreta de Fourier (TDF): ecuaciones (4.5)-(4.6) y (4.9)-(4.10).

La ecuación de análisis de la Serie de Fourier (SF) de señales continuas con la ecua-
ción de síntesis de la Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD): ecuacio-
nes (4.2)-(4.7).

La ecuación de análisis de la Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD) y
la ecuación de síntesis de la Serie de Fourier para señales continuas (SF): ecuaciones
(4.8)-(4.1).
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8 4. Series y Transformadas de Fourier

4.1.3. Características comunes

Algunas características comunes de los pares transformados son:

La transformada de Fourier X( · ) tiene un argumento real f (o ω) cuando x( · ) es
aperiódica, y un argumento entero k cuando x( · ) es periódica. La función x( · )
tiene un argumento real t cuando X( · ) es aperiódica, y un argumento entero n
cuando X( · ) es periódica.

x( · ) es
{

aperiódica
periódica

}
⇒ el argumento

{
f de X( f ), ω de X(ejω) es real.
k de ck, k de X[k] es entero.

X( · ) es
{

aperiódica
periódica

}
⇒ el argumento

{
t de x(t) es real.
n de x[n] es entero.

El argumento de las exponenciales que aparecen en las ecuaciones de análisis-
síntesis es el producto de ±j2π, el argumento f o k de X( · ), el argumento t o n
de x( · ) y el recíproco 1/T o 1/N del período si la función x( · ) o X( · ) es periódi-
ca.

Todas las relaciones duales difieren en el signo del exponente de la exponencial
compleja asociada a la serie o a la transformada. El cambio de signo puede pensarse
bien como un cambio de sentido del eje de tiempo, o un cambio de sentido del eje
de frecuencias, ya que

e−j2π f t = ej2π(− f )t = ej2π f (−t).

Sin embargo, debe notarse que la ecuación de síntesis utiliza la exponencial positiva,
y todos los valores de X( · ) para hallar x( · ). La ecuación de análisis, en cambio,
utiliza la exponencial negativa, y todos los valores de x( · ) para determinar X( · ).

Desafortunadamente, los factores de escala 1/T, 1/2π, 1/N no aparecen de manera
uniforme. Para el caso de la TF (cuando se emplea como variable la frecuencia Ω en
radianes por segundo), la TFTD y la SDF/TDF, el factor de escala pesa la ecuación
de síntesis. Sin embargo para la Serie de Fourier (SF) el factor 1/T acompaña a la
ecuación de análisis. En algunos libros de orientación más matemática (Kammler,
2000; Bracewell, 1978), todos los factores recíprocos del período afectan a la ecua-
ción de análisis, siguiendo la línea de la SF. Sin embargo, la notación que se sigue en
el curso es la preferida desde el punto de vista ingenieril.

Frecuentemente se utiliza la expresión espectro de densidad de energía para caracteri-
zar señales de energía finita, aperiódicas, y la expresión espectro de densidad de poten-
cia para señales que son periódicas. Esta nomenclatura es consistente con el hecho
que las señales periódicas son señales de potencia finita, es decir que verifican

1
T

∫ T

0
|x̃ (t)|2 dt < ∞, para señales continuas,

1
N

N−1

∑
n=0
|x̃[n]|2 < ∞, para señales discretas,
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y que las señales aperiódicas con energía finita son las que verifican∫ ∞

−∞
|x̃ (t)|2 dt < ∞, para señales continuas,

∞

∑
n=−∞

|x̃[n]|2 < ∞, para señales discretas.

4.1.4. Evolución

Las señales temporales x(t) que son aperiódicas y continuas puede ser consideradas
como las funciones más generales en el dominio temporal. Tales señales estás definidas
para todo t, es decir −∞ ≤ t ≤ ∞. La transformada de una señal aperiódica y continua
en el tiempo, que se obtiene por medio de la integral de Fourier, también es continua y
aperiódica, y está definida para todo f : −∞ ≤ f ≤ ∞.

Mientras que la transformada de Fourier (TF) es la transformación dominante desde un
punto de vista teórico, la transformada discreta de Fourier (TDF), junto con su imple-
mentación eficiente (la trasformada rápida de Fourier, o FFT por las iniciales en inglés) es
la herramienta que se utiliza en la práctica para computar todo tipo de transformadas
de Fourier. Para reducir una función temporal que es continua y aperiódica, que debe
analizarse con la Transformada de Fourier (TF) a una señal que sea discreta y de longitud
finita, apropiada para el análisis con la TDF, se deben hacer un par de modificaciones.
La primera modificación consiste en efectuar un muestreo temporal de la señal, que con-
vierta la señal continua en una discreta:

x[n] = x(t)|t=nT , n ∈ Z.

La segunda modificación es la truncación de la señal x[n] de manera de restringirla a un
intervalo finito. Los efectos de estas dos modificaciones serán estudiados en los siguientes
Capítulos.

4.2. Referencias

1. Bracewell, R. The Fourier Transform and its Applications, McGraw-Hill Book Co., Elec-
trical and Electronic Engineering Series, New York, 1978.
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River, New Jersey, 2000.

3. Roberts, R. A, Mullis, C. T. Digital Signal Processing, Addison Wesley Publishing Co.,
Reading, Massachusetts, 1987.
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4.3. Matrices circulantes

Las propiedades de las matrices circulantes son bien conocidas, y fácilmente derivables
(Davies, 1979; Lancaster, 1969, p. 267); esta nota está basada en un apunte de Gray (2002).
Dado un vector N-dimensional

c =[c0, c1, . . . , cN−1],

la matriz circulante asociada al vector tiene la forma

C =


c0 c1 c2 · · · cN−1

cN−1 c0 c1 · · · cN−2
cN−2 cN−1 c0 · · · cN−3

...
...

...
...

c1 c2 c3 · · · c0

 (4.15)

donde cada fila es un desplazamiento cíclico de la fila anterior. El elemento (i, k) de C,
Ci,k está dado por

Ci,k = c((k−i))N
,

donde ((i))N representa la operación módulo: ((i))N = i mod N. Los autovalores λi y los
autovectores v(i) de C, i = 0, 1, . . . , N − 1, son las soluciones de

Cv =λv,

o, de forma equivalente, de las N ecuaciones a diferencias

m−1

∑
n=0

cN−m+nvn +
N−1

∑
n=m

cn−mvn = λvm,

donde m = 0, 1, . . . , N − 1, y vm es la m-ésima componente del vector v. Cambiando el
índice de la sumatoria, se tiene que

N−1−m

∑
n=0

cnvn+m +
N−1

∑
n=N−m

cnvn−(N−m) = λvm. (4.16)

La ecuación a diferencias (4.16) lineal y con coeficientes constantes tiene una solución de
la forma yk = ρk. Sustituyendo en (4.16) y cancelando ρm resulta

N−1−m

∑
n=0

cnρn + ρ−N
N−1

∑
n=N−m

cnρn = λ. (4.17)

Si se elige ρ−N = 1 se simplifica (4.17) lo que permite expresar el autovalor λ como

λ =
N−1

∑
n=0

cnρn.

El autovector asociado es

v =
1√
N


1
ρ
...

ρN−1

 ,
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donde el coeficiente 1/
√

N se elige de manera que ‖v‖2 =
(

∑N−1
n=0 |vn|2

)
= 1, es decir,

que el autovector –pensado como una sucesión de valores– tiene energía unitaria. Como
ρ−N = 1, cada uno de los ρk, k = 0, 1, . . . , N − 1 es una de las la N-ésimas raíces de la
unidad, ρk = e−j 2π

N k. Por lo tanto, el k-ésimo autovalor λk está dado por

λk =
N−1

∑
n=0

cn

(
e−j 2π

N k
)n

, (4.18)

que no es otra cosa que la k-ésima muestra de la TDF del vector c pensado como la suce-
sión c[n]={c0, c1, . . . , cN−1}. El k-ésimo autovector es entonces

v(k) =
1√
N


1

e−j 2π
N k

...
e−j 2π

N (N−1)k

 . (4.19)

De (4.18) se puede escribir
C = UΛU∗, (4.20)

donde U es la matriz cuya columna m-ésima es el m-ésimo autovector

U =
{

v(0)
∣∣∣v(1)∣∣∣ . . .

∣∣∣v(N−1)
∣∣∣} ,

o, expresado de otra manera,

Ui,k =
1√
N

e−j 2π
N ik,

con i, k = 0, 1, . . . , N − 1. Además, se verifica que UU∗ = U∗U = I.

La matriz Λ es una matriz diagonal dada por

Λii = λi,

lo que muestra que (4.20) puede interpretarse como una combinación de la TDF inversa
y desplazamientos circulares. Para verificar (4.20), sea Aik el elemento (i, k) de UΛU∗.
Entonces,

Aik =
1
N

N−1

∑
m=0

ej 2π
N (k−i)mλm

=
1
N

N−1

∑
m=0

ej 2π
N (k−i)m

N−1

∑
r=0

cre−j 2π
N mr

=
1
N

N−1

∑
r=0

cr

N−1

∑
m=0

ej 2π
N (k−i−r)m. (4.21)

Recordando que
N−1

∑
m=0

ej 2π
N (k−i−r)m =

{
N, si k− i = ((r))N ,
0, en caso contrario,

resulta
Aik = c((k−i))N

,
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de modo que (4.20) y (4.15) son equivalentes. Más aún, la expresión (4.21) muestra que
cualquier matriz de la forma (4.20) es circulante.

Como la matriz C es unitariamente similar a una matriz diagonal (Horn y Johnson, 1999),
es normal (CC∗ = C∗C). Además ya que todas las matrices circulantes tienes los mismos
autovectores (4.19), poseen las siguientes propiedades.

Teorema Sean C y B matrices circulantes de dimensión N × N generadas por los vec-
tores c = [c0, c1, . . . , cN−1], b = [b0, b1, . . . , bN−1]: Ck,j = c((k−j))N

, Bk,j = b((k−j))N
, con

autovalores

λm =
N−1

∑
k=0

cke−j 2π
N km, βm =

N−1

∑
k=0

bke−j 2π
N km,

respectivamente. Entonces:

1. Las matrices C y B conmutan, y

CB = BC = UγU∗

donde γ es una matriz diagonal, γii = λiβi, y CB también es circulante.

2. La matriz C+ B es circulante, y

C+ B = U∗ΩU,

donde Ω es una matriz diagonal, Ωii = λi + βi.

3. Si λm 6= 0 para m = 0, 1, . . . , N − 1, entonces C es no singular, y

C−1 = UΛ−1U∗

es decir que la inversa de C se puede calcular de forma inmediata.

Prueba Las matrices C y B se pueden expresar como C = UΛU∗, B = UβU∗, donde Λ y
β son matrices diagonales con elementos λii = λi, βii = βi, respectivamente.

1. CB = (UλU∗)(UβU∗) = UλβU∗ = BC, pues como λβ es diagonal, (4.21) implica
que CB es circulante. Otra forma de probar esta propiedad es notando que, para
que dos matrices conmuten tienen que tener el mismo conjunto de autovectores
(Kailath, 1980). Como todas las matrices circulantes comparten los mismos auto-
vectores (4.19), cualquier par de matrices circulantes conmutan.

2. C+ B = UλU∗+UβU∗= U(λ+ β)U∗.

3. C−1 = (UλU∗)−1 = Uλ−1U∗ si λ es no singular. �

Las matrices circulantes son una clase de matrices particularmente tratable porque las
inversas, productos y sumas también son circulantes, y por lo tanto normales y de cons-
trucción directa. Además, los autovalores de tales matrices pueden ser calculados fácil y
exactamente.
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4.5. Ejercicios

Ejercicio 1. Determine los coeficientes de la SDF de las siguientes sucesiones periódi-
cas utilizando la definición, y verifique usando MATLAB. Observación: en cada caso, se
indica sólo un período de la sucesión periódica.

1. x̃1[n] = {2, 0, 0, 2}, N = 4.

2. x̃2[n] = {0, 0, 1, 0, 0}, N = 5.

3. x̃3[n] = {3,−3, 3,−3}, N = 4.

4. x̃4[n] = {1, j, j, 1}, N = 4.

Ejercicio 2. Determine las sucesiones a partir de los siguientes coeficientes de (un período
de) la SDF usando la definición. Verifique usando MATLAB.

1. X̃1[k] = {5,−2j, 3, 2j}, N = 4.

2. X̃2[k] = {4,−5, 3,−5}, N = 4.

3. X̃3[k] = {0, j,−2j,−j}, N = 4.

4. X̃4[k] = {0, 0, 2, 0}, N = 4.

Ejercicio 3. Para las sucesiones que se muestran en la figura, especifique si el origen de
coordenadas puede elegirse de modo que

1. X̃[k] sea real;

2. X̃[k] sea imaginaria (salvo para los k que sean múltiplos de N);

3. ¿Para cuáles sucesiones se verifica que X̃[k] = 0, k = ±2, ±4, ±6, . . .?

Ejercicio 4. Sea x̃1[n] una sucesión periódica, con período N = 50, donde un período está
dado por

x̃1[n] =
{

ne−0,3n, 0 ≤ n ≤ 25,
0, 26 ≤ n ≤ 49,
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16 4. Series y Transformadas de Fourier

y sea x̃2[n] periódica con período N = 100, uno de cuyos períodos es

x̃2[n] =
{

ne−0,3n, 0 ≤ n ≤ 25,
0, 26 ≤ n ≤ 99.

Las dos sucesiones difieren en su periodicidad, pero tienen la mismas muestras no nulas.

1. Encuentre la SDF X̃1[k] de x̃1[n], y grafique las muestras del módulo y la fase en
función de k usando el comando stem.

2. Encuentre la SDF X̃2[k] de x̃2[n], y grafique las muestras del módulo y la fase en
función de k.

3. ¿Cuál es la diferencia entre ambos gráficos de las SDF?

Ejercicio 5.
���I A partir de la sucesión x̃1[n] del Ejercicio 4, considere la sucesión x̃3[n] de

período N = 100, cuyo período se obtiene concatenando dos períodos de x̃1[n]

x̃3[n] =
[

x̃1[n], x̃1[n]
]

.

Evidentemente, esta sucesión es diferente de la sucesión x̃2[n] del Ejercicio 4, aunque
ambas tienen período N = 100.

1. Calcule los coeficientes de (un período de) la SDF X̃3[k] de x̃3[n], y grafique el mó-
dulo y la fase en función de k.

2. ¿Cuáles son los efectos de duplicar la periodicidad en los coeficientes de la SDF?

3. Extienda los resultados anteriores para el caso en que el período se multiplica por
M. En particular, muestre que si

x̃M[n] =
[

x̃1[n], . . . , x̃1[n]︸ ︷︷ ︸
]

M veces

entonces

X̃M[Mk] =
{

M X̃1[k], k = 0, 1, . . . N − 1,
0, Mk 6= 0, M, . . . M N.

Ejercicio 6.
���M Grafique el módulo de la Transformada de Fourier X

(
ejω) de las sucesiones

discretas que se listan a continuación usando la TDF como herramienta de cálculo (es
decir, calculando X[k]). Elija apropiadamente la longitud N de la transformada de modo
que sus gráficos “tengan sentido”.

1. x1[n] = 2 cos (0,2πn) (u[n]− u[n− 10]) .

2. x2[n] = sen (0,45πn) sen (0,55πn) .

3. x3[n] = 3 (2n), −10 ≤ n ≤ 10.

4. x4[n] = (−0,5)n, −10 ≤ n ≤ 10.
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5. x5[n] = (4/5)nu[n].

Ejercicio 7.
���C Se ha visto en la teoría que existe una relación directa entre X

(
ejω) y X̃[k],

donde X[k] son las “muestras” de X
(
ejω) tomadas en las frecuencias ωk = (2π/N)k,

0 ≤ k ≤ N − 1. El propósito de este problema es mostrar que se puede conocer el valor
de X

(
ejω0

)
para cualquier valor de frecuencia ω0 en base al conocimiento de las N muestras

X[k]; esto es, se puede obtener una fórmula de interpolación. El siguiente procedimiento
permite obtener tal ecuación.

1. Si X̃[k] es la SDF de x̃[n], exprese la transformada de Fourier X̃
(
ejω) de x̃[n] como

un tren de impulsos.

2. Observe que x[n] = x̃[n]w[n], donde w[n] es una función apropiada de longitud
finita (una “ventana”). Calcule w[n].

3. De acuerdo al inciso anterior, X
(
ejω) puede expresarse como la convolución (pe-

riódica) de X̃
(
ejω) y W

(
ejω) .

Evaluando en detalle el procedimiento descrito, muestre que X
(
ejω) puede calcularse

como

X
(

ejω
)
=

1
N ∑

k
X̃[k]

sen[N
2

(
ω− 2π

N k
)
]

sen[ 12
(
ω− 2π

N k
)
]

e−j N−1
2 (ω− 2π

N k).

Calcule explícitamente los límites de la sumatoria.

Ejercicio 8. Sea x[n] una sucesión de longitud N, tal que x[n] = 0 si n < 0 o n > N− 1, y
que por lo menos tiene una muestra no nula. ¿Es posible que para tal sucesión X

(
ejωk

)
=

0, donde ωk =
2π
M k, 0 ≤ k ≤ M− 1? Si la respuesta es afirmativa, construya un ejemplo.

En caso contrario, explique su razonamiento. Analice los casos en que:

1. M ≥ N,

2. M < N.

Ejercicio 9. Sea X[k] la TDF de N puntos de la sucesión x[n] de N puntos de longitud.

1. Muestre que si x[n] = −x[N − 1− n], entonces X[0] = 0. Considere por separado
los casos en que N es par o impar.

2. Muestre que si N es par y x[n] = x[N − 1− n], entonces X[N/2] = 0.

Ejercicio 10. Se sabe que x[n] es una sucesión de longitud N = 6, y que su TDF X[k] es
X[k] = {12, 7, 3, 0, 3, 7}, para 0 ≤ k < 6. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?
Justifique su respuesta.

1. La sucesión x[n] es real.

2. La sucesión x[n] es imaginaria pura.
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3. La sucesión x[n] es compleja.

4. La información dada es insuficiente para obtener una conclusión.

Ejercicio 11. Las sucesiones complejas de longitud finta N pueden descomponerse en
sucesiones de N puntos conjugadas simétricas y antisimétricas a partir de las siguientes
relaciones

xep[n] =
1
2
(x[n] + x∗[((−n))N ]) , 0 ≤ n ≤ N − 1,

xop[n] =
1
2
(x[n]− x∗[((−n))N ]) , 0 ≤ n ≤ N − 1,

respectivamente.

1. Verifique analíticamente las siguientes propiedades:

Re {x[n]} TDF←→ Xep[k],

j Im {x[n]} TDF←→ Xop[k],

xep[n]
TDF←→ Re {X[k]} = Re {X[((−k))N ]}

xop[n]
TDF←→ j Im {X[k]} = j Im {X[((−k))N ]}

2. Construya una función en MATLAB que, a partir de la sucesión x[n] calcule las su-
cesiones conjugadas simétricas y antisimétricas xep[n] y xop[n], respectivamente.

3. Verifique las propiedades de simetría enunciadas arriba utilizando la sucesión x[n] =
(0,9ej π

3 n)(u[n]− u[n− 20]).

4. Utilice las propiedades enunciadas arriba para computar simultáneamente la TDF
de dos sucesiones reales x1[n] y x2[n], ambas de longitud N, formando la sucesión
compleja x[n] = x1[n] + jx2[n], recuperando X1[k] y X2[k] a partir de X[k]. Com-
pruebe sus resultados para las siguientes dos sucesiones:

x1[n] = cos (0,25πn) , x2[n] = sen (0,75πn) , 0 ≤ n ≤ 63.

Ayuda: Aunque la operación módulo, indicada aquí como ((n))N se puede implementar
con el comando rem(n,N), no resulta útil si n < 0. Por ello se sugiere implementar la
función mod, tal como se detalla a continuación:

function m = mod(n,N)
% Esta función calcula ((n))N, aun para n<0.
%
m = rem(n,N);
m = m+N;
m = rem(m,N);

Ejercicio 12. El en Capítulo 2 se estudió cómo calcular la transformada de Fourier inversa
a partir de la transformada directa. Algunas relaciones similares pueden aplicarse para
calcular la TDF inversa a partir de la TDF. En los gráficos de la figura, el bloque indicado
TDF calcula la transformada de Fourier de la sucesión x[n] = xr[n] + jxi[n], dando como
resultado X[k] = Xr[k] + jXi[k].
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1. Demuestre que la sucesión x[n] se puede calcular a partir de X[k] aplicando los
siguientes pasos, como se sugiere en la Fig. (a) :

Conjugar X[k].

Calcular la TDF directa de X∗[k].

Conjugar el resultado de la TDF directa. En definitiva,

x[n] =
1
N
F{X∗[k]}∗.

2. Otra forma de calcular la transformada inversa también hace uso de la propiedad
de conjugación, como se muestra en la Fig. (b)

Intercambiar las partes real e imaginaria de X[k], definiendo un vector v[n] =
Im{X[k]}|k=n + j Re{X[k]}|k=n .

Calcular V[k], la TDF directa de v[n].

Intercambiar la parte real e imaginaria de V[k]. En síntesis,

x[n] =
1
N

Im {F{Im{X[k]}+ j Re{X[k]}}}+ j
N

Re {F{Im{X[k]}+ j Re{X[k]}}} .

3. Una tercera manera hace uso de rotaciones.

Defina v[n] = X[k]|k=((−n))N
.

Calcule V[k], la TDF de v[n].

Verifique que x[n] = (1/N) V[k]|k=n .

Ejercicio 13. Si X[k] es la TDF de 4 puntos de la sucesión de longitud finita x[n] que se
muestra en la figura, grafique la secuencia y[n] cuya TDF es Y[k] es Y[k] = W3k

4 X[k].

Ejercicio 14. Determine la relación entre X1[k] y X2[k], las TDF de dos sucesiones x1[n] y
x2[n] de longitud finita (N = 8 muestras) que se muestran en la figura.
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Ejercicio 15. Sea X[k] es la TDF de 6 puntos de la sucesión x[n] real y de longitud finita
que se muestra en la figura.

1. Grafique la secuencia de longitud finita y[n] cuya TDF de 6 puntos es Y[k] = W4k
6 X[k].

2. Grafique la secuencia de longitud finita w[n] cuya TDF de 6 puntos es W[k] =
Re {X[k]}.

3. Grafique la secuencia de longitud finita q[n] cuya TDF de 3 puntos es Q[k] = X[2k],
k = 0, 1, 2.

Ejercicio 16. Una sucesión x[n] de duración finita N = 8 tiene la TDF X[k] que se muestra
en la Fig. I. Una sucesión nueva, de longitud N = 16 se genera a partir de x[n] como

y[n] =
{

x[n/2], si n es par,
0, en caso contrario.

De la Fig. II, elija la TDF de 16 puntos correspondiente a y[n].

Figura I

Figura II

Ejercicio 17. Sea x[n] una sucesión de longitud finita N que se muestra en la figura (a).
Las líneas llenas sugieren la envolvente de los valores de la sucesión entre 0 y N − 1. A
partir de x[n] se construyen dos sucesiones x1[n] y x2[n] de longitud finita 2N, como se
indica en las figuras (b) y (c), y expresadas matemáticamente como:

x1[n] =
{

x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,
0, caso contrario.

x2[n] =


x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,
−x[n− N], N ≤ n ≤ 2N − 1,
0, en caso contrario.
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Sea X[k] la TDF de N puntos de x[n], y X1[k] y X2[k] las TDF de 2N puntos de x1[n] y
x2[n], respectivamente.

1. Determine la forma más simple de obtener X[k] a partir de X1[k].

2. Calcule X2[k] a partir de X1[k].

3. Justifique si X2[k] se puede obtener a partir de X[k].

Ejercicio 18. Si X[k] es la TDF de N puntos de x[n] (N es par), determine las sucesiones
y[n] cuyas TDF de N puntos se listan a continuación, y expréselas en función de x[n].

Y[k] = (−1)kX[k].

Y[k] = Re {X[k]} = 1
2 (X[k] + X∗[k]) .

Y[k] =
{

X[k− N/2], k ≥ N/2,
X[k+ N/2], k < N/2.

Ejercicio 19. Para la sucesión temporal x[n] = (1/2)nu[n],

1. Calcule X(ejω)

2. Muestree X(ejω) en 4 puntos, y determine X[k] = X(ejω)
∣∣
ω= 2π

4 k , k = 0, 1, 2, 3.

3. Compute x̂[n], la TDF inversa de X[k].

4. Compare x[n] e x̂[n], y justifique el resultado expresando analíticamente x̂[n] en
función de x[n].

Ayuda: para resolver este problema es conveniente repasar los contenidos de la Sección
8.4, “Sampling the Fourier Transform” del libro de Oppenheim et al.

Ejercicio 20.
���I Las sucesiones x[n] e y[n] tienen longitud N. A partir de ellas se genera una

tercera sucesión w[n] de largo 3N como se indica a continuación:

w[n] = {x[0], y[0], 0, x[1], y[1], 0, x[2], y[2], 0, . . . x[N − 1], y[N − 1], 0}.

Exprese W[k] en función de X[k] e Y[k].

Ejercicio 21. Considere la sucesión x[n] = A cos ω0n + B cos ω1n, 0 ≤ n ≤ N − 1, con
A = 1, B = 0,5, ω0 = (1/N)2π, ω1 = (3/N)2π, N = 8.
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1. Calcule y grafique X
(
ejω) .

2. Calcule y grafique XN [k], la TDF de N puntos de x[n].

3. Si la transformada de Fourier X
(
ejω) de x[n] se muestrea en ωk = (2π/Q)k, 0 ≤

k ≤ Q− 1, donde Q = N/2 = 4, se obtiene una transformada discreta Z[k], 0 ≤
k ≤ Q− 1. Escriba z[n] en función de x[n], y calcule explícitamente z[n] para 0 ≤
n ≤ Q− 1.

4. Se “acorta” la sucesión x[n] a la mitad, obteniéndose la sucesión w[n] = x[n], 0 ≤
n ≤ Q− 1. Grafique W

(
ejω) y W[k], 0 ≤ k ≤ Q− 1.

5. ¿Es cierto que Z[k] = W[k], 0 ≤ n ≤ Q− 1, donde Z[k] y W[k] son las TDF de los
incisos 3 y 4, respectivamente? Justifique.

Ejercicio 22.
���C Sean (x[n], y[n]), n = 0, 1, . . . , N − 1 las coordenadas cartesianas de los

vértices de un polígono simple P de N lados, orientado positivamente, y sea z[n]=̇x[n] +
jy[n], n = 0, 1, . . . , N − 1.

1. Verifique que el área del triángulo con vértices 0, aejα, bejβ, donde a > 0, b > 0, y
0 ≤ α < β < π es AT =

1
2 Im{(bejβ)(aejα)}.

2. Demuestre que el polígono P tiene área

AP =
1
2

Im
N−1

∑
n=0

z[n+ 1]z[n] =
N
2

N−1

∑
k=0

sen
(

2π

N
k
)
|Z[k]|2 .

3. Muestre que

AP =
1
2

Im
N−1

∑
n=0
{y[n+ 1]− y[n− 1]}x[n] = −iN

N−1

∑
k=0

sen
(

2π

N
k
)

Y[k]X[k].

Ejercicio 23. Calcule la convolución circular de N = 6 y N = 10 puntos para las dos
sucesiones de la figura, y verifique sus resultados usando Matlab (calculando la anti-
transformada del producto de las transformadas).

Ejercicio 24. Para las dos sucesiones de 4 puntos x[n] y h[n], definidas por

x[n] = cos(πn/2), n = 0, 1, 2, 3,
h[n] = 2n, n = 0, 1, 2, 3.

1. Calcule X[k], la TDF de 4 puntos de x[n].
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2. Calcule H[k], la TDF de 4 puntos de h[n].

3. Calcule y[n] = x[n]~ h[n] usando la convolución circular

y[n] =
N−1

∑
m=0

x[m]h[((n−m))N ].

4. Calcule y[n] = x[n] ~ h[n] multiplicando las TDF de x[n] y h[n] y calculando la
transformada inversa.

Nota: Se sugiere resolver el inciso 3 “a mano” para comprender el funcionamiento de la
convolución circular.

Ejercicio 25. Si x[n] = {1,−3, 1, 5} e y[n] = {7,−7, 9, 3}, ¿existe una sucesión w[n] de
longitud N = 4 tal que y[n] = x[n]~w[n]?

Ejercicio 26.
���C Sea c = (c0, c1, . . . , cN−1), d = (d0, d1, . . . , dN−1) la representación vectorial

de dos sucesiones c[n], d[n] de longitud finita, n = 0, 1, . . . , N − 1. Se definen las matrices
circulantes

C =


c0 cN−1 cN−2 · · · c1
c1 c0 cN−1 · · · c2
c2 c1 c0 · · · c3
...

...
...

...
cN−1 cN−2 cN−3 · · · c0

 , D =


d0 dN−1 dN−2 · · · d1
d1 d0 dN−1 · · · d2
d2 d1 d0 · · · d3
...

...
...

...
dN−1 dN−2 dN−3 · · · d0

 .

1. Muestre cómo relacionar el producto matricial CxT con la convolución c~ x, donde
x = (x0, x1, . . . , xN−1) es la representación vectorial una sucesión x[n].

2. Usando los resultados del inciso anterior, muestre que CD es la matriz circulante
correspondiente a c~ d.

3. Pruebe que C y D conmutan: CD = DC.

Ejercicio 27.
���I En este problema se investiga el resultado del cálculo reiterado de la TDF.

1. Suponga que x[n] es una sucesión de longitud N, y sea y[n] = TDFN{TDFN{x[n]}}.
Exprese la sucesión y[n] en función de los elementos de la sucesión x[n] de la forma
más sencilla posible.

2. La sucesión w[n] se obtiene por la aplicación reiterada P veces de la TDF a una
sucesión x[n]. ¿Cuál es el mínimo valor de P para el cual w[n] = Ax[n], donde A es
una constante? ¿Cuánto vale A?
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Ejercicio 28.
���I Sean x[n] e y[n] dos sucesiones de longitud finita, tales que x[n] se anula

para n < 0 y n > 40, y para 9 < n < 30, e y[n] se anula para n < 10 y n > 19, tal como se
muestra en la figura. Sea w[n] la convolución lineal entre x[n] e y[n], y g[n] la convolución
circular de N = 40 puntos entre x[n] e y[n]

w[n] = x[n] ∗ y[n] =
∞

∑
k=−∞

x[k]y[n− k],

g[n] = x[n]~ y[n] =
N−1

∑
k=0

x[k]y[((n− k))N ].

1. Determine los valores de n para los cuales w[n] puede ser no nula.

2. Especifique los valores de n para los cuales w[n] puede calcularse a partir de g[n].

Ejercicio 29. Considere dos sucesiones x1[n] y x2[n] definidas como

x1[n] =
{

1, 0 ≤ n ≤ 99,
0, en caso contrario.

x2[n] =
{

1, 0 ≤ n ≤ 9,
0, en caso contrario.

1. Calcule y grafique la convolución lineal x1[n] ∗ x2[n].

2. Calcule y grafique la convolución circular de 100 puntos x1[n]~x2[n].

3. Calcule y grafique la convolución circular de 110 puntos x1[n]~x2[n].

Ejercicio 30.
���I Se desea filtrar la sucesión de datos x[n] = u[n] con un filtro con respuesta

impulsiva h[n] = δ[n] − δ[n − 2]. Calcule la salida del sistema y[n] = h[n] ∗ x[n] por
medio de:

1. la definición de suma convolución: y[n] = ∑k h[k]x[n− k];

2. el método overlap-add;

3. el método overlap-save.

Para los incisos (2) y (3), utilice una TDF de orden 4, y ajuste la longitud de los bloques
de la entrada y de la respuesta impulsiva según corresponda. Verifique que se obtiene
el mismo resultado en los tres casos. Nota: Aunque en una implementación real las con-
voluciones de cada etapa se calcularían efectuando la TDF inversa del producto de H[k]
con la TDF de cada bloque de entrada, para simplificar el ejercicio es suficiente calcular
la convolución (lineal o circular, según el caso) en el dominio tiempo. Las sucesiones se
han elegido de manera que las convoluciones puedan efectuarse por inspección.
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Ejercicio 31.
���I Usualmente, el funcionamiento de la técnica de filtrado por bloques overlap-

save es más difícil de entender que el método overlap-add. En este ejercicio se exploran
algunas alternativas para tratar de facilitar la comprensión. En todos los casos, utilice
las mismas señales x[n] y h[n] del Ejercicio 30, y compare sus resultados con los de la
convolución lineal x[n] ∗ h[n].

1. Calcule las tres primeras etapas de la convolución por bloques por el método overlap-
save sin solapar los bloques de entrada. Explique sus resultados.

2. Como al aplicar la convolución circular se descartan las primeras P− 1 muestras,
uno estaría tentado a reemplazar las primeras P − 1 muestras de los bloques de
entrada (las que se solapan) por valores arbitrarios, por ejemplo muestras nulas.
Calcule los tres primeras etapas de la convolución por bloques efectuando el sola-
pamiento de los bloques de las muestras de entrada, pero reemplazando las mues-
tras solapadas por ceros. Justifique sus resultados.

Ejercicio 32.
���I Se desea filtrar un arreglo de datos muy largo con un filtro FIR cuya respuesta

impulsiva tiene una longitud P = 50 muestras utilizando la técnica de procesamiento por
bloques. Para hacer esto:

las secciones de entrada se solapan en V muestras;

de la salida de cada sección se extraen M muestras tal que cuando estas muestras
son agrupadas, la secuencia resultante es la salida filtrada deseada.

La entrada se segmenta en bloques de L = 100 muestras de longitud, y el tamaño de
la TDF utilizada para calcular las convoluciones parciales es N = 128 puntos. Suponga
además que la secuencia de salida de la convolución circular está indexada de 0 a 127.

1. Determine V.

2. Determine M.

3. Determine el índice del comienzo y el final de los M puntos extraídos; es decir, de-
termine cuál de los 128 puntos resultantes de la convolución circular son extraídos
y anexados con los resultados de la sección previa.

Ejercicio 33.
���I Calcule la convolución por bloques entre las señales x[n] y h[n] del Ejercicio

30 utilizando bloques entrada de tamaño L = 4, y TDF de tamaño N = 4. Para cada
convolución parcial, determine el número de puntos que se deben descartar (V), y la can-
tidad de puntos que debe reservarse para sumarlos al resultado del cálculo del próximo
bloque.

Ejercicio 34. Se desea implementar la convolución lineal de una sucesión de 10000 puntos
con un FIR cuya respuesta impulsiva tiene una longitud de 100 muestras. La convolución
se efectuará usando TDF y TDF inversas de 256 puntos.

1. ¿Cuál es el mínimo número de TDF de 256 puntos, y de TDF inversas de 256 puntos
necesarias para implementar la convolución de la secuencia de 10000 puntos si se
utiliza el método overlap-add? Justifique.
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2. ¿Cuál es el mínimo número de TDF de 256 puntos, y de TDF inversas de 256 puntos
necesarias para implementar la convolución de la secuencia de 10000 puntos si se
utiliza el método overlap-save? Justifique.

3. Se verá más adelante que, cuando N es potencia de 2, la TDF o la TDF inversa se
puede efectuar con (N/2) log2 N multiplicaciones complejas, y (N/2) log2 N adi-
ciones complejas. Para el mismo filtro usado en (1) y en (2), compare el número de
operaciones aritméticas (sumas y productos) necesarias para implementar el méto-
do overlap-add, overlap-save, y la convolución directa.

Ejercicio 35.
���C En la reseña histórica del Capítulo 2 se incluye la tabla siguiente, que con-

signa los datos de posición del asteroide Pallas, donde variable θ representa la ascensión
en grados, y la variable x la declinación en minutos.

θ (grados) 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330

x (minutos) 408 89 −66 10 338 807 1238 1511 1583 1462 1183 804

Encuentre una función x(θ) continua y periódica que pase por cada uno de los 12 pares
de puntos con el menor error posible.
Ayuda: exprese x(θ) en series de Fourier, y use la TDF para encontrar los coeficientes de
la serie.
Nota: Para resolver este problema Gauss ideó un método de cálculo muy eficiente, que
sería redescubierto años más tarde como la FFT.
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Ejercicio 36. Convolución por bloques

Se debe calcular la convolución entre x[n] y h[n] utilizando los métodos de procesamiento
por bloques. El largo de la sucesión x[n] es Nx, y el de h[n] es P. Las convoluciones se
calcularán con el método de la convolución rápida usando TDFs de largo N = 8.

1. Para el método overlap-add:
a) Determinar el largo La de los bloques xi[n] en que debe partirse la sucesión de

entrada x[n].
b) Calcular la salida yi[n] que resulta de la convolución de h[n] con cada uno de

los bloques xi[n].
c) Indicar para cada bloque las muestras que deben solaparse con las del bloque

anterior y el siguiente.
d) Sumar apropiadamente las salidas de cada bloque para obtener la salida com-

pleta y[n].
e) Comparar la salida calculada con el resultado de la convolución común entre

x[n] y h[n].

2. Para el método overlap-save:
a) Determinar el largo Ls de los bloques xi[n] en que debe partirse la sucesión de

entrada x[n].
b) Calcular la salida yi[n] que resulta de la convolución de h[n] con cada uno de

los bloques xi[n].
c) Indicar para cada bloque las muestras que deben descartarse y el rango de las

muestras “útiles”.
d) A partir de la salidas yi[n] de cada bloque indique cómo obtener la salida com-

pleta y[n].
e) Comparar la salida calculada con el resultado de la convolución común entre

x[n] y h[n].

3. Una variante del método overlap-add es elegir el largo L de los bloques menor que
La = N − (P− 1). Elija L = La − 1. Explique el funcionamiento del método en este
caso, y comente sobre su eficiencia respecto al indicado en el inciso 1.

4. Para el método overlap-save, también se puede elegir el largo L de los bloques menor
que Ls, (pero mayor que La). Elija L = Ls − 1. Explique en este caso una forma de
implementar el método de convolución por bloques indicando las muestras que se
deben descartar en cada bloque, el número de muestras “útiles”, y comente sobre
la eficiencia de esta técnica respecto a la del inciso 2.

Observaciones

Este es un ejercicio más de la práctica de problemas. La idea es presentar los resul-
tados en una forma legible, pero no necesariamente “linda”. Lo que se espera es
que se indiquen cómo queda conformado cada bloque (de entrada, resultados in-
termedios, convolución), los índices correspondientes a cada bloque, qué muestras
se ”solapan”, ”guardan” o ”descartan”, etc.

No es necesario hacer las gráficas (aunque se incluirán en las soluciones entregadas
por la cátedra).

El informe puede presentarse en forma manuscrita o impresa; la idea es no gastar
más tiempo del necesario.
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El ejercicio tiene fecha de vencimiento. La presentación en una fecha posterior será
penada con una reducción de la nota.

Para calcular la convolución circular se puede utilizar la siguiente función

function y = ccirc(x,h,N)
if nargin <3

N = max([length(x) length(h)]);
end
y = ifft(fft(x,N).*fft(h.N);

Ejemplo

Como ejemplo, se muestran el resultado de efectuar la convolución por bloques entre las
sucesiones

x[n] = {1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5},
h[n] = {1, 2, 3, 4}.

En este caso, el largo P de h[n] es 4, el tamaño N de la TDF es 8, y el largo de los bloques
de x[n] se ajusta según el método de cálculo.

1. Método overlap-add:
En este caso la sucesión de entrada se parte en bloque de largo La = N− (P− 1) =
5, y por lo tanto el cálculo demanda tres etapas.

a) Etapa 1:

x1[n] = {1, 1, 1, 2, 2}, 0 ≤ n ≤ 4,
y1[n] = h[n] ∗ x1[n] = {1, 3, 6, 11, 13, 14, 14, 8}, 0 ≤ n ≤ 7,

De la salida parcial y1[n] las P− 1 = 3 últimas muestras ({14, 14, 8}) deberán
sumarse a las P− 1 = 3 primeras muestras de la segunda salida parcial. Sin
embargo, las primeras L = 5 muestras son “correctas”, y pueden escribirse en
el buffer de salida:

y[n] = {1, 3, 6, 11, 13}, 0 ≤ n ≤ 4.

b) Etapa 2:

x2[n] = {2, 3, 3, 3, 4}, 5 ≤ n ≤ 9,
y2[n] = h[n] ∗ x1[n] = {2, 7, 15, 26, 31, 29, 24, 16}, 5 ≤ n ≤ 12,

A las P − 1 = 3 primeras muestras de la salida parcial y2[n] deben sumarse
las últimas P− 1 = 3 muestras de la salida parcial anterior, de modo que en el
buffer de salida puede escribirse el segundo bloque formado por las muestras

y[n] = {2+ 14, 7+ 14, 15+ 8, 26, 31},
= {16, 21, 23, 26, 31}. 5 ≤ n ≤ 9

Las últimas P− 1 = 3 muestras ({{29, 24, 16}, correspondientes a n = 10, 11, 12)
se deben sumar a las primeras tres muestras de la salida parcial siguiente.
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c) Etapa 3:

x1[n] = {4, 4, 5, 5, 5}, 10 ≤ n ≤ 14,
y1[n] = h[n] ∗ x1[n] = {4, 12, 25, 43, 46, 45, 35, 20}, 10 ≤ n ≤ 17,

Para calcular el último bloque de salida se deben sumar las últimas 3 muestras
del bloque y2[n] a las primeras 3 muestras de y3[n]. Entonces

y[n] = {4+ 29, 12+ 24, 25+ 16, 43, 46, 45, 35, 20}, 10 ≤ n ≤ 17,
= {33, 36, 41, 43, 46, 45, 35, 20}

d) Finalmente, recolectando todos los resultados, se encuentra que

y[n] = {1, 3, 6, 11, 13︸ ︷︷ ︸
1er etapa

, 16, 21, 23, 26, 31︸ ︷︷ ︸
2da etapa

, 33, 36, 41, 43, 46, 45, 35, 20︸ ︷︷ ︸
3ra etapa

}, 0 ≤ n ≤ 17.

En la figura se representa la sucesión de entras x[n], la respuesta impulsiva
h[n], y la salida que resulta de hacer la convolución (lineal) entre x[n] y h[n], y
la salida y[n] que resulta del cálculo usando el método overlap-add.
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0
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y[n]

Overlap-add: comparación de resultados.

2. Método overlap-save:
En este método, donde el largo de la respuesta impulsiva es P = 4, y el largo de
la TDF que se utiliza para calcular la convolución circular es N = 8, la entrada se
parte en bloques de largo Ls = N = 8. De acuerdo con estos valores, se deben des-
cartar las primeras P− 1 = 3 muestras de cada convolución circular, y para evitar
perder las primeras 3 muestras de la convolución, se agregan 3 ceros al principio de
la sucesión x[n], en los índices {−3,−2− 1}.
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Overlap-save: Etapa 2.
a) Etapa 1:

El primer bloque de la sucesión de entrada es

x1[n] = {0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2}, −3 ≤ n ≤ 4,

donde se resaltaron las muestras nulas agregadas al comienzo de x[n]. La su-
cesión h[n] se debe completar con ceros, de manera de llevar su longitud total
a N = 8 muestas:

h[n] = {1, 2, 3, 4, 0, 0, 0, 0}.
El resultado de la convolución circular de x[n] con h[n] es

x1[n]~ h[n] = {14, 14, 8, 1, 3, 6, 11, 13}, −3 ≤ n ≤ 4.

Las primeras P− 1 = 3 muestras deben descartarse, de modo que el primer
bloque de la salida está formado por le conjunto de 5 muestras dado por

y1[n] = {1, 3, 6, 11, 13}, 0 ≤ n ≤ 4.
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como se muestra en la figura. Las muestras que se deben descartar se indican
con línea de trazos, y cruces en los índices respectivos.

b) Etapa 2:
En esta etapa, el segundo bloque de la sucesión de entrada se elige de modo
que se solape con las P− 1 = 3 últimas muestras del bloque anterior, de modo
que

x2[n] = {1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4}, 2 ≤ n ≤ 9.

En negrita se indican las muestras que se “guardaron” de x1[n]. El resultado
de la convolución circular entre x2[n] y h[n] es

x2[n]~ h[n] = {30, 28, 25, 16, 21, 23, 26, 31}, 2 ≤ n ≤ 9

y como se deben descartar las primeras P− 1 muestras (destacadas en negrita),
el segundo bloque de salida resulta

y2[n] = {16, 21, 23, 26, 31}, 5 ≤ n ≤ 9.

c) Etapa 3:
El bloque de entrada de esta etapa es

x3[n] = {3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5}, 7 ≤ n ≤ 14,

que repite en los P− 1 = 3 primeros lugares las últimas P− 1 = 3 muestras al-
macenadas del bloque de entrada anterior. La convolución circular entre x3[n]
y h[n] es

x3[n]~ h[n] = {48, 44, 39, 33, 36, 41, 43, 46}, 7 ≤ n ≤ 14,

donde se han resaltado las P− 1 muestras que se deben descartar. Por lo tanto,
el tercer bloque de salida es

y3[n] = {33, 36, 41, 43, 46}, 10 ≤ n ≤ 14,

como se representa en la figura.

d) Etapa 4:
Finalmente, el bloque de entrada de esta última etapa es

x4[n] = {5, 5, 5, 0, 0, 0, 0, 0}, 12 ≤ n ≤ 19.

Este bloque está formado por las últimas tres muestras del bloque de entrada
anterior, y cinco muestras nulas que resultan de efectuar un padding de ceros
para ajustar al largo de la TDF. El resultado de la convolución circular entre
x4[n] y h[n] es

x4[n]~ h[n] = {5, 15, 30, 45, 35, 20, 0, 0}, 12 ≤ n ≤ 19.

Nuevamente, las tres primeras muestras (resaltadas en negrita) deben descar-
tarse, y por lo tanto el último bloque de salida es

y4[n] = {45, 35, 20, 0, 0}, 15 ≤ n ≤ 19.
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y
3
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Overlap-save: Etapa 3.
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x
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[n]
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4
h[n]
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0
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40

y
4
[n]

Overlap-save: Etapa 4.

e) Reuniendo los resultados anteriores, se encuentra que la salida completa está
dada por

y[n] = {1, 3, 6, 11, 13︸ ︷︷ ︸
1er etapa

, 16, 21, 23, 26, 31︸ ︷︷ ︸
2da etapa

, 33, 36, 41, 43, 46︸ ︷︷ ︸
3ra etapa

, 45, 35, 20, 0, 0︸ ︷︷ ︸
4ta etapa

},

0 ≤ n ≤ 19.

Obviando las muestras nulas que aparecen en la última etapa del método
overlap-save a consecuencia del padding de ceros en el último bloque de mues-
tras de la entrada, se comprueba que la y[n] calculada coincide con la convo-
lución lineal entre x[n] y h[n].
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Overlap-save: comparación de resultados.
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4.5. Ejercicios

Ejercicio 1. Determine los coeficientes de la SDF de las siguientes sucesiones periódi-
cas utilizando la definición, y verifique usando MATLAB. Observación: en cada caso, se
indica sólo un período de la sucesión periódica.

1. x̃1[n] = {2, 0, 0, 2}, N = 4.

2. x̃2[n] = {0, 0, 1, 0, 0}, N = 5.

3. x̃3[n] = {3,−3, 3,−3}, N = 4.

4. x̃4[n] = {1, j, j, 1}, N = 4.

Ejercicio 2. Determine las sucesiones a partir de los siguientes coeficientes de (un período
de) la SDF usando la definición. Verifique usando MATLAB.

1. X̃1[k] = {5,−2j, 3, 2j}, N = 4.

2. X̃2[k] = {4,−5, 3,−5}, N = 4.

3. X̃3[k] = {0, j,−2j,−j}, N = 4.

4. X̃4[k] = {0, 0, 2, 0}, N = 4.

Ejercicio 3. Para las sucesiones que se muestran en la figura, especifique si el origen de
coordenadas puede elegirse de modo que

1. X̃[k] sea real;

2. X̃[k] sea imaginaria (salvo para los k que sean múltiplos de N);

3. ¿Para cuáles sucesiones se verifica que X̃[k] = 0, k = ±2, ±4, ±6, . . .?

Ejercicio 4. Sea x̃1[n] una sucesión periódica, con período N = 50, donde un período está
dado por

x̃1[n] =
{

ne−0,3n, 0 ≤ n ≤ 25,
0, 26 ≤ n ≤ 49,
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16 4. Series y Transformadas de Fourier

y sea x̃2[n] periódica con período N = 100, uno de cuyos períodos es

x̃2[n] =
{

ne−0,3n, 0 ≤ n ≤ 25,
0, 26 ≤ n ≤ 99.

Las dos sucesiones difieren en su periodicidad, pero tienen la mismas muestras no nulas.

1. Encuentre la SDF X̃1[k] de x̃1[n], y grafique las muestras del módulo y la fase en
función de k usando el comando stem.

2. Encuentre la SDF X̃2[k] de x̃2[n], y grafique las muestras del módulo y la fase en
función de k.

3. ¿Cuál es la diferencia entre ambos gráficos de las SDF?

Ejercicio 5.
���I A partir de la sucesión x̃1[n] del Ejercicio 4, considere la sucesión x̃3[n] de

período N = 100, cuyo período se obtiene concatenando dos períodos de x̃1[n]

x̃3[n] =
[

x̃1[n], x̃1[n]
]

.

Evidentemente, esta sucesión es diferente de la sucesión x̃2[n] del Ejercicio 4, aunque
ambas tienen período N = 100.

1. Calcule los coeficientes de (un período de) la SDF X̃3[k] de x̃3[n], y grafique el mó-
dulo y la fase en función de k.

2. ¿Cuáles son los efectos de duplicar la periodicidad en los coeficientes de la SDF?

3. Extienda los resultados anteriores para el caso en que el período se multiplica por
M. En particular, muestre que si

x̃M[n] =
[

x̃1[n], . . . , x̃1[n]︸ ︷︷ ︸
]

M veces

entonces

X̃M[Mk] =
{

M X̃1[k], k = 0, 1, . . . N − 1,
0, Mk 6= 0, M, . . . M N.

Ejercicio 6.
���M Grafique el módulo de la Transformada de Fourier X

(
ejω) de las sucesiones

discretas que se listan a continuación usando la TDF como herramienta de cálculo (es
decir, calculando X[k]). Elija apropiadamente la longitud N de la transformada de modo
que sus gráficos “tengan sentido”.

1. x1[n] = 2 cos (0,2πn) (u[n]− u[n− 10]) .

2. x2[n] = sen (0,45πn) sen (0,55πn) .

3. x3[n] = 3 (2n), −10 ≤ n ≤ 10.

4. x4[n] = (−0,5)n, −10 ≤ n ≤ 10.
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5. x5[n] = (4/5)nu[n].

Ejercicio 7.
���C Se ha visto en la teoría que existe una relación directa entre X

(
ejω) y X̃[k],

donde X[k] son las “muestras” de X
(
ejω) tomadas en las frecuencias ωk = (2π/N)k,

0 ≤ k ≤ N − 1. El propósito de este problema es mostrar que se puede conocer el valor
de X

(
ejω0

)
para cualquier valor de frecuencia ω0 en base al conocimiento de las N muestras

X[k]; esto es, se puede obtener una fórmula de interpolación. El siguiente procedimiento
permite obtener tal ecuación.

1. Si X̃[k] es la SDF de x̃[n], exprese la transformada de Fourier X̃
(
ejω) de x̃[n] como

un tren de impulsos.

2. Observe que x[n] = x̃[n]w[n], donde w[n] es una función apropiada de longitud
finita (una “ventana”). Calcule w[n].

3. De acuerdo al inciso anterior, X
(
ejω) puede expresarse como la convolución (pe-

riódica) de X̃
(
ejω) y W

(
ejω) .

Evaluando en detalle el procedimiento descrito, muestre que X
(
ejω) puede calcularse

como

X
(

ejω
)
=

1
N ∑

k
X̃[k]

sen[N
2

(
ω− 2π

N k
)
]

sen[ 12
(
ω− 2π

N k
)
]

e−j N−1
2 (ω− 2π

N k).

Calcule explícitamente los límites de la sumatoria.

Ejercicio 8. Sea x[n] una sucesión de longitud N, tal que x[n] = 0 si n < 0 o n > N− 1, y
que por lo menos tiene una muestra no nula. ¿Es posible que para tal sucesión X

(
ejωk

)
=

0, donde ωk =
2π
M k, 0 ≤ k ≤ M− 1? Si la respuesta es afirmativa, construya un ejemplo.

En caso contrario, explique su razonamiento. Analice los casos en que:

1. M ≥ N,

2. M < N.

Ejercicio 9. Sea X[k] la TDF de N puntos de la sucesión x[n] de N puntos de longitud.

1. Muestre que si x[n] = −x[N − 1− n], entonces X[0] = 0. Considere por separado
los casos en que N es par o impar.

2. Muestre que si N es par y x[n] = x[N − 1− n], entonces X[N/2] = 0.

Ejercicio 10. Se sabe que x[n] es una sucesión de longitud N = 6, y que su TDF X[k] es
X[k] = {12, 7, 3, 0, 3, 7}, para 0 ≤ k < 6. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?
Justifique su respuesta.

1. La sucesión x[n] es real.

2. La sucesión x[n] es imaginaria pura.
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18 4. Series y Transformadas de Fourier

3. La sucesión x[n] es compleja.

4. La información dada es insuficiente para obtener una conclusión.

Ejercicio 11. Las sucesiones complejas de longitud finta N pueden descomponerse en
sucesiones de N puntos conjugadas simétricas y antisimétricas a partir de las siguientes
relaciones

xep[n] =
1
2
(x[n] + x∗[((−n))N ]) , 0 ≤ n ≤ N − 1,

xop[n] =
1
2
(x[n]− x∗[((−n))N ]) , 0 ≤ n ≤ N − 1,

respectivamente.

1. Verifique analíticamente las siguientes propiedades:

Re {x[n]} TDF←→ Xep[k],

j Im {x[n]} TDF←→ Xop[k],

xep[n]
TDF←→ Re {X[k]} = Re {X[((−k))N ]}

xop[n]
TDF←→ j Im {X[k]} = j Im {X[((−k))N ]}

2. Construya una función en MATLAB que, a partir de la sucesión x[n] calcule las su-
cesiones conjugadas simétricas y antisimétricas xep[n] y xop[n], respectivamente.

3. Verifique las propiedades de simetría enunciadas arriba utilizando la sucesión x[n] =
(0,9ej π

3 n)(u[n]− u[n− 20]).

4. Utilice las propiedades enunciadas arriba para computar simultáneamente la TDF
de dos sucesiones reales x1[n] y x2[n], ambas de longitud N, formando la sucesión
compleja x[n] = x1[n] + jx2[n], recuperando X1[k] y X2[k] a partir de X[k]. Com-
pruebe sus resultados para las siguientes dos sucesiones:

x1[n] = cos (0,25πn) , x2[n] = sen (0,75πn) , 0 ≤ n ≤ 63.

Ayuda: Aunque la operación módulo, indicada aquí como ((n))N se puede implementar
con el comando rem(n,N), no resulta útil si n < 0. Por ello se sugiere implementar la
función mod, tal como se detalla a continuación:

function m = mod(n,N)
% Esta función calcula ((n))N, aun para n<0.
%
m = rem(n,N);
m = m+N;
m = rem(m,N);

Ejercicio 12. El en Capítulo 2 se estudió cómo calcular la transformada de Fourier inversa
a partir de la transformada directa. Algunas relaciones similares pueden aplicarse para
calcular la TDF inversa a partir de la TDF. En los gráficos de la figura, el bloque indicado
TDF calcula la transformada de Fourier de la sucesión x[n] = xr[n] + jxi[n], dando como
resultado X[k] = Xr[k] + jXi[k].
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1. Demuestre que la sucesión x[n] se puede calcular a partir de X[k] aplicando los
siguientes pasos, como se sugiere en la Fig. (a) :

Conjugar X[k].

Calcular la TDF directa de X∗[k].

Conjugar el resultado de la TDF directa. En definitiva,

x[n] =
1
N
F{X∗[k]}∗.

2. Otra forma de calcular la transformada inversa también hace uso de la propiedad
de conjugación, como se muestra en la Fig. (b)

Intercambiar las partes real e imaginaria de X[k], definiendo un vector v[n] =
Im{X[k]}|k=n + j Re{X[k]}|k=n .

Calcular V[k], la TDF directa de v[n].

Intercambiar la parte real e imaginaria de V[k]. En síntesis,

x[n] =
1
N

Im {F{Im{X[k]}+ j Re{X[k]}}}+ j
N

Re {F{Im{X[k]}+ j Re{X[k]}}} .

3. Una tercera manera hace uso de rotaciones.

Defina v[n] = X[k]|k=((−n))N
.

Calcule V[k], la TDF de v[n].

Verifique que x[n] = (1/N) V[k]|k=n .

Ejercicio 13. Si X[k] es la TDF de 4 puntos de la sucesión de longitud finita x[n] que se
muestra en la figura, grafique la secuencia y[n] cuya TDF es Y[k] es Y[k] = W3k

4 X[k].

Ejercicio 14. Determine la relación entre X1[k] y X2[k], las TDF de dos sucesiones x1[n] y
x2[n] de longitud finita (N = 8 muestras) que se muestran en la figura.
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20 4. Series y Transformadas de Fourier

Ejercicio 15. Sea X[k] es la TDF de 6 puntos de la sucesión x[n] real y de longitud finita
que se muestra en la figura.

1. Grafique la secuencia de longitud finita y[n] cuya TDF de 6 puntos es Y[k] = W4k
6 X[k].

2. Grafique la secuencia de longitud finita w[n] cuya TDF de 6 puntos es W[k] =
Re {X[k]}.

3. Grafique la secuencia de longitud finita q[n] cuya TDF de 3 puntos es Q[k] = X[2k],
k = 0, 1, 2.

Ejercicio 16. Una sucesión x[n] de duración finita N = 8 tiene la TDF X[k] que se muestra
en la Fig. I. Una sucesión nueva, de longitud N = 16 se genera a partir de x[n] como

y[n] =
{

x[n/2], si n es par,
0, en caso contrario.

De la Fig. II, elija la TDF de 16 puntos correspondiente a y[n].

Figura I

Figura II

Ejercicio 17. Sea x[n] una sucesión de longitud finita N que se muestra en la figura (a).
Las líneas llenas sugieren la envolvente de los valores de la sucesión entre 0 y N − 1. A
partir de x[n] se construyen dos sucesiones x1[n] y x2[n] de longitud finita 2N, como se
indica en las figuras (b) y (c), y expresadas matemáticamente como:

x1[n] =
{

x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,
0, caso contrario.

x2[n] =


x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,
−x[n− N], N ≤ n ≤ 2N − 1,
0, en caso contrario.
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Sea X[k] la TDF de N puntos de x[n], y X1[k] y X2[k] las TDF de 2N puntos de x1[n] y
x2[n], respectivamente.

1. Determine la forma más simple de obtener X[k] a partir de X1[k].

2. Calcule X2[k] a partir de X1[k].

3. Justifique si X2[k] se puede obtener a partir de X[k].

Ejercicio 18. Si X[k] es la TDF de N puntos de x[n] (N es par), determine las sucesiones
y[n] cuyas TDF de N puntos se listan a continuación, y expréselas en función de x[n].

Y[k] = (−1)kX[k].

Y[k] = Re {X[k]} = 1
2 (X[k] + X∗[k]) .

Y[k] =
{

X[k− N/2], k ≥ N/2,
X[k+ N/2], k < N/2.

Ejercicio 19. Para la sucesión temporal x[n] = (1/2)nu[n],

1. Calcule X(ejω)

2. Muestree X(ejω) en 4 puntos, y determine X[k] = X(ejω)
∣∣
ω= 2π

4 k , k = 0, 1, 2, 3.

3. Compute x̂[n], la TDF inversa de X[k].

4. Compare x[n] e x̂[n], y justifique el resultado expresando analíticamente x̂[n] en
función de x[n].

Ayuda: para resolver este problema es conveniente repasar los contenidos de la Sección
8.4, “Sampling the Fourier Transform” del libro de Oppenheim et al.

Ejercicio 20.
���I Las sucesiones x[n] e y[n] tienen longitud N. A partir de ellas se genera una

tercera sucesión w[n] de largo 3N como se indica a continuación:

w[n] = {x[0], y[0], 0, x[1], y[1], 0, x[2], y[2], 0, . . . x[N − 1], y[N − 1], 0}.

Exprese W[k] en función de X[k] e Y[k].

Ejercicio 21. Considere la sucesión x[n] = A cos ω0n + B cos ω1n, 0 ≤ n ≤ N − 1, con
A = 1, B = 0,5, ω0 = (1/N)2π, ω1 = (3/N)2π, N = 8.
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1. Calcule y grafique X
(
ejω) .

2. Calcule y grafique XN [k], la TDF de N puntos de x[n].

3. Si la transformada de Fourier X
(
ejω) de x[n] se muestrea en ωk = (2π/Q)k, 0 ≤

k ≤ Q− 1, donde Q = N/2 = 4, se obtiene una transformada discreta Z[k], 0 ≤
k ≤ Q− 1. Escriba z[n] en función de x[n], y calcule explícitamente z[n] para 0 ≤
n ≤ Q− 1.

4. Se “acorta” la sucesión x[n] a la mitad, obteniéndose la sucesión w[n] = x[n], 0 ≤
n ≤ Q− 1. Grafique W

(
ejω) y W[k], 0 ≤ k ≤ Q− 1.

5. ¿Es cierto que Z[k] = W[k], 0 ≤ n ≤ Q− 1, donde Z[k] y W[k] son las TDF de los
incisos 3 y 4, respectivamente? Justifique.

Ejercicio 22.
���C Sean (x[n], y[n]), n = 0, 1, . . . , N − 1 las coordenadas cartesianas de los

vértices de un polígono simple P de N lados, orientado positivamente, y sea z[n]=̇x[n] +
jy[n], n = 0, 1, . . . , N − 1.

1. Verifique que el área del triángulo con vértices 0, aejα, bejβ, donde a > 0, b > 0, y
0 ≤ α < β < π es AT =

1
2 Im{(bejβ)(aejα)}.

2. Demuestre que el polígono P tiene área

AP =
1
2

Im
N−1

∑
n=0

z[n+ 1]z[n] =
N
2

N−1

∑
k=0

sen
(

2π

N
k
)
|Z[k]|2 .

3. Muestre que

AP =
1
2

Im
N−1

∑
n=0
{y[n+ 1]− y[n− 1]}x[n] = −iN

N−1

∑
k=0

sen
(

2π

N
k
)

Y[k]X[k].

Ejercicio 23. Calcule la convolución circular de N = 6 y N = 10 puntos para las dos
sucesiones de la figura, y verifique sus resultados usando Matlab (calculando la anti-
transformada del producto de las transformadas).

Ejercicio 24. Para las dos sucesiones de 4 puntos x[n] y h[n], definidas por

x[n] = cos(πn/2), n = 0, 1, 2, 3,
h[n] = 2n, n = 0, 1, 2, 3.

1. Calcule X[k], la TDF de 4 puntos de x[n].
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2. Calcule H[k], la TDF de 4 puntos de h[n].

3. Calcule y[n] = x[n]~ h[n] usando la convolución circular

y[n] =
N−1

∑
m=0

x[m]h[((n−m))N ].

4. Calcule y[n] = x[n] ~ h[n] multiplicando las TDF de x[n] y h[n] y calculando la
transformada inversa.

Nota: Se sugiere resolver el inciso 3 “a mano” para comprender el funcionamiento de la
convolución circular.

Ejercicio 25. Si x[n] = {1,−3, 1, 5} e y[n] = {7,−7, 9, 3}, ¿existe una sucesión w[n] de
longitud N = 4 tal que y[n] = x[n]~w[n]?

Ejercicio 26.
���C Sea c = (c0, c1, . . . , cN−1), d = (d0, d1, . . . , dN−1) la representación vectorial

de dos sucesiones c[n], d[n] de longitud finita, n = 0, 1, . . . , N − 1. Se definen las matrices
circulantes

C =


c0 cN−1 cN−2 · · · c1
c1 c0 cN−1 · · · c2
c2 c1 c0 · · · c3
...

...
...

...
cN−1 cN−2 cN−3 · · · c0

 , D =


d0 dN−1 dN−2 · · · d1
d1 d0 dN−1 · · · d2
d2 d1 d0 · · · d3
...

...
...

...
dN−1 dN−2 dN−3 · · · d0

 .

1. Muestre cómo relacionar el producto matricial CxT con la convolución c~ x, donde
x = (x0, x1, . . . , xN−1) es la representación vectorial una sucesión x[n].

2. Usando los resultados del inciso anterior, muestre que CD es la matriz circulante
correspondiente a c~ d.

3. Pruebe que C y D conmutan: CD = DC.

Ejercicio 27.
���I En este problema se investiga el resultado del cálculo reiterado de la TDF.

1. Suponga que x[n] es una sucesión de longitud N, y sea y[n] = TDFN{TDFN{x[n]}}.
Exprese la sucesión y[n] en función de los elementos de la sucesión x[n] de la forma
más sencilla posible.

2. La sucesión w[n] se obtiene por la aplicación reiterada P veces de la TDF a una
sucesión x[n]. ¿Cuál es el mínimo valor de P para el cual w[n] = Ax[n], donde A es
una constante? ¿Cuánto vale A?
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Ejercicio 28.
���I Sean x[n] e y[n] dos sucesiones de longitud finita, tales que x[n] se anula

para n < 0 y n > 40, y para 9 < n < 30, e y[n] se anula para n < 10 y n > 19, tal como se
muestra en la figura. Sea w[n] la convolución lineal entre x[n] e y[n], y g[n] la convolución
circular de N = 40 puntos entre x[n] e y[n]

w[n] = x[n] ∗ y[n] =
∞

∑
k=−∞

x[k]y[n− k],

g[n] = x[n]~ y[n] =
N−1

∑
k=0

x[k]y[((n− k))N ].

1. Determine los valores de n para los cuales w[n] puede ser no nula.

2. Especifique los valores de n para los cuales w[n] puede calcularse a partir de g[n].

Ejercicio 29. Considere dos sucesiones x1[n] y x2[n] definidas como

x1[n] =
{

1, 0 ≤ n ≤ 99,
0, en caso contrario.

x2[n] =
{

1, 0 ≤ n ≤ 9,
0, en caso contrario.

1. Calcule y grafique la convolución lineal x1[n] ∗ x2[n].

2. Calcule y grafique la convolución circular de 100 puntos x1[n]~x2[n].

3. Calcule y grafique la convolución circular de 110 puntos x1[n]~x2[n].

Ejercicio 30.
���I Se desea filtrar la sucesión de datos x[n] = u[n] con un filtro con respuesta

impulsiva h[n] = δ[n] − δ[n − 2]. Calcule la salida del sistema y[n] = h[n] ∗ x[n] por
medio de:

1. la definición de suma convolución: y[n] = ∑k h[k]x[n− k];

2. el método overlap-add;

3. el método overlap-save.

Para los incisos (2) y (3), utilice una TDF de orden 4, y ajuste la longitud de los bloques
de la entrada y de la respuesta impulsiva según corresponda. Verifique que se obtiene
el mismo resultado en los tres casos. Nota: Aunque en una implementación real las con-
voluciones de cada etapa se calcularían efectuando la TDF inversa del producto de H[k]
con la TDF de cada bloque de entrada, para simplificar el ejercicio es suficiente calcular
la convolución (lineal o circular, según el caso) en el dominio tiempo. Las sucesiones se
han elegido de manera que las convoluciones puedan efectuarse por inspección.
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Ejercicio 31.
���I Usualmente, el funcionamiento de la técnica de filtrado por bloques overlap-

save es más difícil de entender que el método overlap-add. En este ejercicio se exploran
algunas alternativas para tratar de facilitar la comprensión. En todos los casos, utilice
las mismas señales x[n] y h[n] del Ejercicio 30, y compare sus resultados con los de la
convolución lineal x[n] ∗ h[n].

1. Calcule las tres primeras etapas de la convolución por bloques por el método overlap-
save sin solapar los bloques de entrada. Explique sus resultados.

2. Como al aplicar la convolución circular se descartan las primeras P− 1 muestras,
uno estaría tentado a reemplazar las primeras P − 1 muestras de los bloques de
entrada (las que se solapan) por valores arbitrarios, por ejemplo muestras nulas.
Calcule los tres primeras etapas de la convolución por bloques efectuando el sola-
pamiento de los bloques de las muestras de entrada, pero reemplazando las mues-
tras solapadas por ceros. Justifique sus resultados.

Ejercicio 32.
���I Se desea filtrar un arreglo de datos muy largo con un filtro FIR cuya respuesta

impulsiva tiene una longitud P = 50 muestras utilizando la técnica de procesamiento por
bloques. Para hacer esto:

las secciones de entrada se solapan en V muestras;

de la salida de cada sección se extraen M muestras tal que cuando estas muestras
son agrupadas, la secuencia resultante es la salida filtrada deseada.

La entrada se segmenta en bloques de L = 100 muestras de longitud, y el tamaño de
la TDF utilizada para calcular las convoluciones parciales es N = 128 puntos. Suponga
además que la secuencia de salida de la convolución circular está indexada de 0 a 127.

1. Determine V.

2. Determine M.

3. Determine el índice del comienzo y el final de los M puntos extraídos; es decir, de-
termine cuál de los 128 puntos resultantes de la convolución circular son extraídos
y anexados con los resultados de la sección previa.

Ejercicio 33.
���I Calcule la convolución por bloques entre las señales x[n] y h[n] del Ejercicio

30 utilizando bloques entrada de tamaño L = 4, y TDF de tamaño N = 4. Para cada
convolución parcial, determine el número de puntos que se deben descartar (V), y la can-
tidad de puntos que debe reservarse para sumarlos al resultado del cálculo del próximo
bloque.

Ejercicio 34. Se desea implementar la convolución lineal de una sucesión de 10000 puntos
con un FIR cuya respuesta impulsiva tiene una longitud de 100 muestras. La convolución
se efectuará usando TDF y TDF inversas de 256 puntos.

1. ¿Cuál es el mínimo número de TDF de 256 puntos, y de TDF inversas de 256 puntos
necesarias para implementar la convolución de la secuencia de 10000 puntos si se
utiliza el método overlap-add? Justifique.
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2. ¿Cuál es el mínimo número de TDF de 256 puntos, y de TDF inversas de 256 puntos
necesarias para implementar la convolución de la secuencia de 10000 puntos si se
utiliza el método overlap-save? Justifique.

3. Se verá más adelante que, cuando N es potencia de 2, la TDF o la TDF inversa se
puede efectuar con (N/2) log2 N multiplicaciones complejas, y (N/2) log2 N adi-
ciones complejas. Para el mismo filtro usado en (1) y en (2), compare el número de
operaciones aritméticas (sumas y productos) necesarias para implementar el méto-
do overlap-add, overlap-save, y la convolución directa.

Ejercicio 35.
���C En la reseña histórica del Capítulo 2 se incluye la tabla siguiente, que con-

signa los datos de posición del asteroide Pallas, donde variable θ representa la ascensión
en grados, y la variable x la declinación en minutos.

θ (grados) 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330

x (minutos) 408 89 −66 10 338 807 1238 1511 1583 1462 1183 804

Encuentre una función x(θ) continua y periódica que pase por cada uno de los 12 pares
de puntos con el menor error posible.
Ayuda: exprese x(θ) en series de Fourier, y use la TDF para encontrar los coeficientes de
la serie.
Nota: Para resolver este problema Gauss ideó un método de cálculo muy eficiente, que
sería redescubierto años más tarde como la FFT.
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Ejercicio 36. Convolución por bloques

Se debe calcular la convolución entre x[n] y h[n] utilizando los métodos de procesamiento
por bloques. El largo de la sucesión x[n] es Nx, y el de h[n] es P. Las convoluciones se
calcularán con el método de la convolución rápida usando TDFs de largo N = 8.

1. Para el método overlap-add:
a) Determinar el largo La de los bloques xi[n] en que debe partirse la sucesión de

entrada x[n].
b) Calcular la salida yi[n] que resulta de la convolución de h[n] con cada uno de

los bloques xi[n].
c) Indicar para cada bloque las muestras que deben solaparse con las del bloque

anterior y el siguiente.
d) Sumar apropiadamente las salidas de cada bloque para obtener la salida com-

pleta y[n].
e) Comparar la salida calculada con el resultado de la convolución común entre

x[n] y h[n].

2. Para el método overlap-save:
a) Determinar el largo Ls de los bloques xi[n] en que debe partirse la sucesión de

entrada x[n].
b) Calcular la salida yi[n] que resulta de la convolución de h[n] con cada uno de

los bloques xi[n].
c) Indicar para cada bloque las muestras que deben descartarse y el rango de las

muestras “útiles”.
d) A partir de la salidas yi[n] de cada bloque indique cómo obtener la salida com-

pleta y[n].
e) Comparar la salida calculada con el resultado de la convolución común entre

x[n] y h[n].

3. Una variante del método overlap-add es elegir el largo L de los bloques menor que
La = N − (P− 1). Explique el funcionamiento del método en este caso, y comente
sobre su eficiencia respecto al indicado en el inciso 1.

4. Para el método overlap-save, también se puede elegir el largo L de los bloques menor
que Ls, (pero mayor que La). Explique en este caso una forma de implementar el
método de convolución por bloques indicando las muestras que se deben descartar
en cada bloque, el número de muestras “útiles”, y comente sobre la eficiencia de
esta técnica respecto a la del inciso 2.

Observaciones

Este es un ejercicio más de la práctica de problemas. La idea es presentar los resul-
tados en una forma legible, pero no necesariamente “linda”. Lo que se espera es
que se indiquen cómo queda conformado cada bloque (de entrada, resultados in-
termedios, convolución), los índices correspondientes a cada bloque, qué muestras
se ”solapan”, ”guardan” o ”descartan”, etc.

No es necesario hacer las gráficas (aunque se incluirán en las soluciones entregadas
por la cátedra).

El informe puede presentarse en forma manuscrita o impresa; la idea es no gastar
más tiempo del necesario.
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El ejercicio tiene fecha de vencimiento. La presentación en una fecha posterior será
penada con una reducción de la nota.

Para calcular la convolución circular se puede utilizar la siguiente función

function y = ccirc(x,h,N)
if nargin <3

N = max([length(x) length(h)]);
end
y = ifft(fft(x,N).*fft(h.N);

Ejemplo

Como ejemplo, se muestran el resultado de efectuar la convolución por bloques entre las
sucesiones

x[n] = {1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5},
h[n] = {1, 2, 3, 4}.

En este caso, el largo P de h[n] es 4, el tamaño N de la TDF es 8, y el largo de los bloques
de x[n] se ajusta según el método de cálculo.

1. Método overlap-add:
En este caso la sucesión de entrada se parte en bloque de largo La = N− (P− 1) =
5, y por lo tanto el cálculo demanda tres etapas.

a) Etapa 1:

x1[n] = {1, 1, 1, 2, 2}, 0 ≤ n ≤ 4,
y1[n] = h[n] ∗ x1[n] = {1, 3, 6, 11, 13, 14, 14, 8}, 0 ≤ n ≤ 7,

De la salida parcial y1[n] las P− 1 = 3 últimas muestras ({14, 14, 8}) deberán
sumarse a las P− 1 = 3 primeras muestras de la segunda salida parcial. Sin
embargo, las primeras L = 5 muestras son “correctas”, y pueden escribirse en
el buffer de salida:

y[n] = {1, 3, 6, 11, 13}, 0 ≤ n ≤ 4.

b) Etapa 2:

x2[n] = {2, 3, 3, 3, 4}, 5 ≤ n ≤ 9,
y2[n] = h[n] ∗ x1[n] = {2, 7, 15, 26, 31, 29, 24, 16}, 5 ≤ n ≤ 12,

A las P − 1 = 3 primeras muestras de la salida parcial y2[n] deben sumarse
las últimas P− 1 = 3 muestras de la salida parcial anterior, de modo que en el
buffer de salida puede escribirse el segundo bloque formado por las muestras

y[n] = {2+ 14, 7+ 14, 15+ 8, 26, 31},
= {16, 21, 23, 26, 31}. 5 ≤ n ≤ 9

Las últimas P− 1 = 3 muestras ({{29, 24, 16}, correspondientes a n = 10, 11, 12)
se deben sumar a las primeras tres muestras de la salida parcial siguiente.
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c) Etapa 3:

x1[n] = {4, 4, 5, 5, 5}, 10 ≤ n ≤ 14,
y1[n] = h[n] ∗ x1[n] = {4, 12, 25, 43, 46, 45, 35, 20}, 10 ≤ n ≤ 17,

Para calcular el último bloque de salida se deben sumar las últimas 3 muestras
del bloque y2[n] a las primeras 3 muestras de y3[n]. Entonces

y[n] = {4+ 29, 12+ 24, 25+ 16, 43, 46, 45, 35, 20}, 10 ≤ n ≤ 17,
= {33, 36, 41, 43, 46, 45, 35, 20}

d) Finalmente, recolectando todos los resultados, se encuentra que

y[n] = {1, 3, 6, 11, 13︸ ︷︷ ︸
1er etapa

, 16, 21, 23, 26, 31︸ ︷︷ ︸
2da etapa

, 33, 36, 41, 43, 46, 45, 35, 20︸ ︷︷ ︸
3ra etapa

}, 0 ≤ n ≤ 17.

En la figura se representa la sucesión de entras x[n], la respuesta impulsiva
h[n], y la salida que resulta de hacer la convolución (lineal) entre x[n] y h[n], y
la salida y[n] que resulta del cálculo usando el método overlap-add.
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Overlap-add: comparación de resultados.

2. Método overlap-save:
En este método, donde el largo de la respuesta impulsiva es P = 4, y el largo de
la TDF que se utiliza para calcular la convolución circular es N = 8, la entrada se
parte en bloques de largo Ls = N = 8. De acuerdo con estos valores, se deben des-
cartar las primeras P− 1 = 3 muestras de cada convolución circular, y para evitar
perder las primeras 3 muestras de la convolución, se agregan 3 ceros al principio de
la sucesión x[n], en los índices {−3,−2− 1}.
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a) Etapa 1:

El primer bloque de la sucesión de entrada es

x1[n] = {0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2}, −3 ≤ n ≤ 4,

donde se resaltaron las muestras nulas agregadas al comienzo de x[n]. La su-
cesión h[n] se debe completar con ceros, de manera de llevar su longitud total
a N = 8 muestas:

h[n] = {1, 2, 3, 4, 0, 0, 0, 0}.
El resultado de la convolución circular de x[n] con h[n] es

x1[n]~ h[n] = {14, 14, 8, 1, 3, 6, 11, 13}, −3 ≤ n ≤ 4.

Las primeras P− 1 = 3 muestras deben descartarse, de modo que el primer
bloque de la salida está formado por le conjunto de 5 muestras dado por

y1[n] = {1, 3, 6, 11, 13}, 0 ≤ n ≤ 4.
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como se muestra en la figura. Las muestras que se deben descartar se indican
con línea de trazos, y cruces en los índices respectivos.

b) Etapa 2:
En esta etapa, el segundo bloque de la sucesión de entrada se elige de modo
que se solape con las P− 1 = 3 últimas muestras del bloque anterior, de modo
que

x2[n] = {1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4}, 2 ≤ n ≤ 9.

En negrita se indican las muestras que se “guardaron” de x1[n]. El resultado
de la convolución circular entre x2[n] y h[n] es

x2[n]~ h[n] = {30, 28, 25, 16, 21, 23, 26, 31}, 2 ≤ n ≤ 9

y como se deben descartar las primeras P− 1 muestras (destacadas en negrita),
el segundo bloque de salida resulta

y2[n] = {16, 21, 23, 26, 31}, 5 ≤ n ≤ 9.

c) Etapa 3:
El bloque de entrada de esta etapa es

x3[n] = {3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5}, 7 ≤ n ≤ 14,

que repite en los P− 1 = 3 primeros lugares las últimas P− 1 = 3 muestras al-
macenadas del bloque de entrada anterior. La convolución circular entre x3[n]
y h[n] es

x3[n]~ h[n] = {48, 44, 39, 33, 36, 41, 43, 46}, 7 ≤ n ≤ 14,

donde se han resaltado las P− 1 muestras que se deben descartar. Por lo tanto,
el tercer bloque de salida es

y3[n] = {33, 36, 41, 43, 46}, 10 ≤ n ≤ 14,

como se representa en la figura.

d) Etapa 4:
Finalmente, el bloque de entrada de esta última etapa es

x4[n] = {5, 5, 5, 0, 0, 0, 0, 0}, 12 ≤ n ≤ 19.

Este bloque está formado por las últimas tres muestras del bloque de entrada
anterior, y cinco muestras nulas que resultan de efectuar un padding de ceros
para ajustar al largo de la TDF. El resultado de la convolución circular entre
x4[n] y h[n] es

x4[n]~ h[n] = {5, 15, 30, 45, 35, 20, 0, 0}, 12 ≤ n ≤ 19.

Nuevamente, las tres primeras muestras (resaltadas en negrita) deben descar-
tarse, y por lo tanto el último bloque de salida es

y4[n] = {45, 35, 20, 0, 0}, 15 ≤ n ≤ 19.
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e) Reuniendo los resultados anteriores, se encuentra que la salida completa está
dada por

y[n] = {1, 3, 6, 11, 13︸ ︷︷ ︸
1er etapa

, 16, 21, 23, 26, 31︸ ︷︷ ︸
2da etapa

, 33, 36, 41, 43, 46︸ ︷︷ ︸
3ra etapa

, 45, 35, 20, 0, 0︸ ︷︷ ︸
4ta etapa

},

0 ≤ n ≤ 19.

Obviando las muestras nulas que aparecen en la última etapa del método
overlap-save a consecuencia del padding de ceros en el último bloque de mues-
tras de la entrada, se comprueba que la y[n] calculada coincide con la convo-
lución lineal entre x[n] y h[n].
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Overlap-save: comparación de resultados.
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5
Muestreo de señales

5.1. Introducción

En los capítulos anteriores se han tratado diferentes aspectos de las señales discretas,
sin importar su origen. En este capítulo se considera que las señales discretas están rela-
cionadas con una señal de tiempo continuo; en otras palabras, las sucesiones discretas
serán consideradas como la representación de una señal continua. Es notable que, bajo
ciertas restricciones, una señal continua en el tiempo pueda ser representada solamente
por algunos de sus valores, correspondientes a determinados instantes (discretos) de
tiempo, y también que pueda ser recuperada a partir de ellos. Esta propiedad sorpren-
dente es consecuencia de un resultado básico que se conoce como teorema del muestreo.
Este teorema es extremadamente importante y muy útil, y sus resultados se explotan en
infinidad de aplicaciones. Por ejemplo, una película de cine está formada por un conjunto
de cuadros fijos, cada uno de los cuales representa una vista instantánea (una muestra) de
una escena animada. Cuando estos cuadros fijos se miran como una sucesión temporal,
a una velocidad suficiente, se percibe una representación fiel de la escena animada orig-
inal. Otro ejemplo (fuera del campo de la ingeniería electrónica) es una foto impresa en
un diario. Estas imágenes suelen estar formadas por pequeños puntos aislados, de tres o
cuatro colores que corresmponden a muestras espaciales de la imagen a representar. Si la
separación espacial de los puntos (las muestras) es suficientemente pequeña, desde una
cierta distancia dan la impresión de una imagen continua; solo el exámen con una lupa
revela la naturaleza discreta.

La importancia del teorema del muestreo radica en que establece un puente entre las
señales de tiempo continuo y las de tiempo discreto. Como se discutirá en detalle, la
posibilidad de representar completamente una señal continua por una sucesión de mues-
tras instantáneas (bajo ciertas condiciones) establece una manera de representar señales
continuas por señales discretas. En muchos contextos, el procesamiento de las señales
discretas permite mayor flexibilidad y a menudo es preferible al tratamiento de señales
continuas, en parte debido a la existencia de hardware digital poderoso, programable y
bajo costo. Esta tecnología ofrece la posibilidad de explotar el concepto de muestreo para
convertir una señal continua a una discreta, y luegor de procesarla ustilizando un sistema
discreto, volver a convertirla para tener nuevamente una señal de tiempo continuo. En
otras palabras, el procesamiento de señales continuas puede implementarse como la cas-
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2 5. Muestreo de señales

Fig. 5.1. Diagrama bloque de un conversor continuo a discreto (C/D) ideal.

cada de tres sistemas: un muestreador, un sistema discreto, y un reconstructor que permite
obtener una señal continua a partir de las muestras. Esta forma de trabajo es habitual en
los sistemas actuales de comunicaciones, entretenimiento, etc.

5.2. Muestreo periódico

Aunque existen otras posibilidades (Steiglitz, 195; Oppenheim y Johnson, 1972) la manera
habitual de obtener una representación discreta en el tiempo de una señal continua en
tiempo es tomado muestras cada determinado período de tiempo T. En otras palabras, la
señal discreta x[n] se obtiene al tomar muestras cada T segundos de una señal continua
xc(t), de acuerdo a la relación

x[n] = xc(t)|t=nT , −∞ < n < ∞. (5.1)

En la ecuación (5.1) T es el período de muestreo, y su recíproca fs = 1/T es la frecuencia
de muestreo, que se mide en muestras por segundo. A veces es conveniente expresar la
frecuencia de muestreo en radianes por segundo, y en este caso se indicará como Ωs =
2π fs = 2π/T.

El sistema que implementa la operación indicada en la ecuación (5.1) es un conversor
continuo a discreto ideal, abreviado C/D, y representado por el diagrama bloque de la
Fig. 5.1. Como ejemplo de la relación entre xc(t) y x[n] se puede observar en la Fig. 2.2 la
forma de onda de una señal de voz y la sucesión de muestras asociada.

En la práctica la operación de muestreo se lleva a cabo por un conversor analógico digi-
tal, notado A/D. Este sistema puede pensarse como una aproximación al conversor C/D
ideal, pero tiene algunas diferencias que no es conveniente dejar de lado. Algunas con-
sideraciones importantes en la implementación o selección de un conversor A/D son la

Fig. 5.2. Tres señales de tiempo continuo que toman idénticos valores en los enteros múltiplos
de T.
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5.2. Muestreo periódico 3

Fig. 5.3. Muestreo con un tren de impulsos periódico seguido por una conversión a una sucesión
discreta. Modelo matemático (a); la señal xs(t) para dos períodos de muestreo T = T1
y T = T2 (b); sucesión de salida para dos períodos de muestreo distintos (c).

resolución en bits, la linealidad de los pasos de cuantización, la necesidad de circuitos
mantenedores, y la frecuencia de muestreo máxima. Los efectos de cuantización se dis-
cuten en las secciones 5.11.2 y 5.11.3. Otros aspectos importantes de la conversión A/D
están vinculados a la implementación electrónica de tales circuitos, y un detalle somero
se presenta en la Sección ZZZ.

En general, la operación de muestreo no es invertible: dada la salida x[n] del muestreador
no es posible reconstruir la señal continua original xc(t), ya que muchas funciones contin-
uas en tiempo pueden producir la misma sucesión de muestras. En la Fig. 5.2 se muestran
tres señales continuas que tienen el mismo valor en múltiplos enteros de T, es decir

x1(nT) = x2(nT) = x3(nT).

La ambigüedad inherente al proceso de muestreo es una característica fundamental en
el procesamiento de señales. Afortunadamente es posible remover esta ambigüedad re-
stringiendo la clase de señales aplicadas al muestreador.

Para estudiar el proceso de muestreo es conveniente adoptar la representación matemáti-
ca que se muestra en la Fig. 5.3(a) que está compuesta por dos etapas:

una multiplicación por un tren de impulsos periódicos;

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



4 5. Muestreo de señales

la conversión del tren de impulsos a una sucesión de números.

En la Fig. 5.3(b) se muestra una señal continua xc(t), y el resultado de multiplicarla por
dos trenes de impulsos periódicos de distinto período. Las sucesiones de salida respec-
tivas se muestran en la Fig. 5.3(c) . La diferencia principal entre xs(t) y x[n] es que xs(t)
es una funcion “continua” (específicamente, un tren de impulsos modulado por xc(t))
que se anula para todo t que no sea múltiplo de T. Por otro lado, la sucesión x[n] está
indizada por la variable entera n: la sucesión x[n] no contiene información explícita so-
bre el período de muestreo T. Además, las muestras de xc(t) están representados por los
números finitos que componen la sucesión x[n] y no por las áreas de los impulsos, como
ocurre con xs(t).

El esquema de la Fig. 5.3(a) es solamente un modelo matemático que resulta conveniente
para comprender el proceso de muestreo tanto en el dominio tiempo como en el dominio
frecuencia, y no es una representación de un circuito o sistema físico que implemente
la operación de muestreo. En general, los circuitos encargados de convertir una señal
analógica en una discreta no siguen la estructura de este diagrama en bloques, y existen
muchas maneras distintas de llevar a cabo tal conversión. La ventaja de la representación
de la Fig. 5.3(a) es que permite derivar de manera sencilla un resultado fundamental, y
facilita la obtención de muchos resultados que serían complicados de derivar utilizan-
do un planteo más formal basado en la manipulación de ecuaciones que involucren la
transformada de Fourier.

5.3. Representación frecuencial del muestreo

Para obtener la relación entre la entrada y la salida de un conversor continuo/discreto
(C/D) ideal en el dominio frecuencial, es conveniente considerar primero la conversión
de la señal continua xc(t) en un tren de impulsos continuos xs(t), como se muestra en la
Fig. 5.3(a) . Esto se puede conseguir modulando el tren de impulsos

pT(t) = ∑
n

δ(t− nT),

(donde δ(t) es el delta de Dirac estudiado en el Capítulo 2) con la señal continua xc(t):

xs(t) = xc(t)pT(t)
= xc(t)∑

n
δ(t− nT). (5.2)

Aplicando la propiedad de “colador” del impulso, xs(t) se puede expresar como

xs(t) = ∑
n

xc(nT)δ(t− nT). (5.3)

representada en la Fig. 5.3(b) . La transformada de Fourier de xs(t) puede calcularse fá-
cilmente aplicando propiedades. La señal xs(t) es el producto de la señal continua xc(t)
y del tren de impulsos pT(t); por lo tanto, la transformada de Fourier Xs( f ) de xs(t) es la
convolución entre las transformadas de Fourier Xc( f ) de xc(t) y PT( f ) de pT(t):

Xs( f ) = Xc( f ) ∗ PT( f ),
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5.3. Representación frecuencial del muestreo 5

Fig. 5.4. Efectos en el dominio frecuencia del muestreo en el dominio tiempo. Espectro de la
señal original (a); espectro del tren de impulsos (b); espectro de la señal muestreada
con Fs > 2 fN (sin aliasing) (c).

donde “∗” indica la convolución lineal,

Xs( f ) =
∫ ∞

−∞
Xc(ν)PT( f − ν)dν.

Recordando los resultados del Capítulo 2, específicamente el par transformado

pT(t) = ∑
n

δ(t− nT) ⇐⇒ PT( f ) =
1
T ∑

k
δ

(
f − k

T

)
se tiene que

Xs( f ) = Xc( f ) ∗ 1
T ∑

k
δ

(
f − k

T

)
(5.4)

=
1
T ∑

k
Xc

(
f − k

T

)
=

1
T ∑

k
Xc ( f − kFs) . (5.5)

Es interesante notar la diferencia entre el pasaje de la ecuación (5.2) a la (5.3), y de la
ecuación (5.4) a la (5.5). En la ecuación (5.2) se utiliza la propiedad de multiplicación de
una función continua por un impulso

xc(t)δ(t− nT) = xc(nT)δ(t− nT)

que expresa que mutiplicar una función continua por un impulso es lo mismo que escalar
el impulso por el valor de la función continua en el lugar donde está aplicado el impulso.
En cambion, en la ecuación (5.4) se aplica la propiedad de convolución de una función
continua por un impulso

Xc( f ) ∗ δ

(
f − k

T

)
= Xc

(
f − k

T

)
,
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6 5. Muestreo de señales

Fig. 5.5. Efectos en el dominio frecuencia del muestreo en el dominio tiempo. Espectro de la
señal original (a); espectro del tren de impulsos (b); espectro de la señal muestreada
con Fs < 2 fN (con aliasing) (c).

cuyo resultado es el de desplazar la función continua al lugar donde está aplicado el
impulso.

La ecuación (5.5) establece la relación entre los espectros de la señal continua Xc( f ) y la
salida Xs( f ) del modulador del tren de impulsos de la Fig. 5.3(a) . Esta ecuación muestra
que la transformada de Fourier de xs(t) está formada por réplicas repetidas cada Fs =
1/T de la transformada de Fourier de la señal continua xc(t), escaladas por un factor
1/T. Las copias de Xc( f ) están desplazadas en múltiplos enteros de la frecuencia de
muestreo Fs = 1/T, y se superponen para producir la transformada de Fourier periódica
correspondiente a un tren de impulsos.

La representación frecuencial del muestreo por un tren de impulsos se ilustra en la Fig. 5.4.
La transformada de Fourier Xc( f ) de una señal xc(t) limitada en banda cuya máxima
componente frecuencial no nula es fN se muestra en la Fig. 5.4(a), y la transformada de
Fourier PT( f ) del tren de impulsos periódicos pT(t) se representa en la Fig. 5.4(b) . La con-
volución de estas dos transformadas, expresada en las ecuaciones (5.4)-(5.5) es el espectro
de Xs( f ), graficado en la Fig. 5.4(c) , que está formado por las réplicas cada Fs = 1/T de
Xc( f ).

Esta última figura permite apreciar que si la frecuencia de muestreo Fs y la máxima com-
ponente frecuencial fN de la señal satisfacen la relación

fN < Fs − fN , o Fs > 2 fN (5.6)

las réplicas de Xc( f ) desplazadas en múltiplos de Fs no se superponen cuando se suman
según expresa la ecuación (5.5). Es decir, en cada múltiplo entero de Fs se tiene una copia
fiel del espectro original.

Si la desigualdad (5.6) no se satisface, es decir, si Fs ≤ 2 fN las réplicas desplazadas de
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5.3. Representación frecuencial del muestreo 7

Xc( f ) se superponen como se representa en la Fig. 5.5. En la Fig. 5.5(a) se muestra nue-
vamente la transformada de Fourier de una señal de banda limitada con máxima compo-
nente frecuencial fN , que en este caso es mayor que Fs/2. En la Fig. 5.5(b) se representa
la transformada de Fourier del tren de impulsos periódicos, que son impulsos separados
Fs entre sí; comparando estas dos figuras se observa que fN > Fs/2. La convolución de
estas dos señales resulta en la señal xs(t) cuyo espectro Xs( f ) se grafica en la Fig. 5.5(c) .
En líneas de trazo se grafican las réplicas cada Fs del espectro Xc( f ). La suma de estar
réplicas da como resultado el espectro representado por un trazo continuo grueso. En
este caso, en cada múltiplo de Fs no queda centrada una copia fiel del espectro original
Xc( f ), sino que aparece un espectro distorsionado.

Esta discusión es la base del Teorema del Muestreo de Nyquist, desarrollado por Kotel-
nikov en Rusia en 1933 (pero desconocido en occidente), por Nyquist en 1928, y refor-
mualdo por Shannon en 1949 en un marco ligeramente diferente, que se puede enunciar
de la siguiente manera:

Teorema del muestreo: Sea xc(t) una señal de banda limitada, cuya transfor-
mada de Fourier satisface

Xc( f ) = 0 para | f | > fN . (5.7)

Entonces xc(t) puede determinarse de manera única a partir de sus muestras
x[n] = xc(nT), n ∈ N, si

Fs = 1/T > 2 fN . (5.8)

La frecuencia fN se conoce como frecuencia de Nyquist, y la frecuencia 2 fN que debe ser
menor que la frecuencia de muestreo Fs se denomina tasa de Nyquist.

Si la señal muestreada satisface las hipótesis del teorema del muestreo, como ocurre con
el espectro de la Fig. 5.3, es posible recuperar el espectro original filtrando la señal xs(t)
con un filtro pasabajos de ancho de banda adecuado. En el caso representado en la Fig. 5.5
no es posible recuperar el espectro Xc( f ) de la señal original filtrando el espectro Xs( f )
de xs(t) con cualquier tipo de filtro. Se dice en este caso que el espectro está alterado por
las réplicas o que sufre distorsión por aliasing (réplica en inglés).

en el primer caso, la señal continua xc(t) puede recuperarse a partir de xs(t) utilizando un
filtro pasabajos ideal, conocido como filtro reconstructor, como se muestra en la Fig. 5.6(a) .

El tren de impulsos xs(t)modulado por xc(t) se aplica a un sistema lineal e invariante en
el tiempo con respuesta en frecuencia Hr( f ). Si Xc( f ) tiene la transformada de Fourier
que se muestra en la Fig, 5.6(b) , y si se supone que Fs > 2 fN , el espectro de Xs( f ) es el
que se representa en la Fig. 5.6(c) . El espectro de la señal xt(t) a la salida del filtro tiene
un espectro Xr( f ) dado por

Xr( f ) = Hr( f )Xs( f ).

Si Hr( f ) es un filtro pasabajos ideal con ganancia T = 1/Fs y frecuencia de corte fc

Hr( f ) =

{
T, | f | < fc,
0, en caso contrario,
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8 5. Muestreo de señales

Fig. 5.6. Recuperación exacta de una señal continua a partir de sus muestras usando un filtro
pasabajos ideal Hr( f ).

como se muestra en la Fig. 5.6(c) , tal que

fN < fc < Fs − fN

entonces
Xr( f ) = Xc( f ),

como se muestra en la Fig. 5.6(e) .

La Fig. 5.7 muestra el fenómeno de aliasing en el dominio frecuencial para el caso de una
señal senoidal de frecuencia f0. La frecuencia de muestreo es Fs, y en las Figs. 5.7(a)-(d)
se estudia el caso en que f0 < Fs/2; es decir, se cumple la desigualdad (5.6) del teorema
del muestreo. En las Figs. 5.7(e)-(h) se analiza qué ocurre si Fs > f0 > Fs/2, cuando no se
cumple esta condición.

En la Fig. 5.7(a) se muestra el espectro Xc( f ) de la señal

xc(t) = A cos(2π f0t),
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5.3. Representación frecuencial del muestreo 9

Fig. 5.7. Muestreo de una señal cosenoidal que satisface las condiciones del Teorema de Nyquist
(a)-(d), y de otra que no las cumple (e)-(h).

que es

Xc( f ) =
A
2

δ( f − f0) +
A
2

δ( f − f0).

cuando f0 < Fs/2, y en la Fig. 5.7(e) cuando f0 > Fs/2. Para facilitar la lectura del gráfico,
se han diferenciado las componentes de frecuencia positiva y negativa (línea continua y
línea de puntos, respectivamente). La transformada de Fourier de xs(t) se representa en la
Fig. 5.7(b) para el caso f0 < Fs/2, y Fig. 5.7( f ) para f0 > Fs/2. Mientras que en el primer
caso las réplicas de frecuencia ± f0 + kFs, con k ∈ Z, aparecen a frecuencias mayores que
f0 (y menores que − f0), en el segundo ( f0 > Fs/2) algunas réplicas tienen frecuencia
menor que f0, por ejemplo, la componente de frecuencia Fs − f0 a la derecha del origen
en la Fig. 5.7( f ) . En las Fig. 5.7(c) y (g) se muestra la respuesta en frecuencia del filtro
reconstructor con frecuencia de corte fc = Fs/2. Finalmente, la señal xr(t) recuperada a
la salida del filtro reconstructor tiene el espectro que se muestra en la Fig. 5.7(c) cuando
f0 < Fs/2, y en la Fig. 5.7(e) para f0 > Fs/2.

El caso representado en la columna derecha de la Fig. 5.7 está afectados por aliasing. Si
no hay aliasing, la señal obtenida a la salida del filtro reconstructor es

xr(t) = A cos(2π f0t) ≡ xc(t),
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10 5. Muestreo de señales

como se muestra en la Fig. 5.7(d) , mientras que si se produce aliasing la salida reconstru-
ida, que se representa en la Fig. 5.7(h) es

xr(t) = A cos[2π(Fs − f0)t] 6= xc(t).

Esta expresión muestra que la señal xc(t) = A cos(2π f0t) ha “tomado la identidad”
(alias) de la señal de frecuencia menor A cos[2π(Fs − f0)t] como consecuencia del pro-
ceso de muestreo y reconstrucción.

5.3.1. Relación con la transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD)

En el análisis desarrollado hasta el momento, del diagrama de la Fig. 5.6(a) sólo se con-
sideró el efecto de modular el tren de impulsos por la señal continua xc(t). El objetivo
final es relacionar la transformada de Fourier de tiempo discreto X(ejω) de la señal disc-
reta x[n] con las transformadas Xs( f ) de xs(t) y Xc( f ) de xc(t). Para ello es conveniente
considerar una expresión alternativa de Xs( f ), que resulta de aplicar las propiedades de
la transformada de Fourier a la expresión (5.3). Teniendo en cuenta el par transformado

δ(t− τ) ⇐⇒ e−2πτ f ,

la espresión (5.3), repetida aquí por comodidad

xs(t) = ∑
n

xc(nT)δ(t− nT)

tiene transformada de Fourier

Xs( f ) = ∑
n

xc(nT)e−2πT f n.

Como x[n] = xc(nT), y X(ejω) = ∑n x[n]e−jωn, resulta que

Xs( f ) = X(ejω)
∣∣∣
ω=2πT f=2π

f
Fs

. (5.9)

Combinando las ecuaciones (5.5) y (5.9),

X(ejω)
∣∣∣
ω=2πT f=2π

f
Fs

=
1
T ∑

k
Xc ( f − kFs) (5.10)

o bien

X(ejω) =
1
T ∑

k
Xc ( f − kFs)

∣∣∣∣∣
f=ω Fs

2π

=
1
T ∑

k
Xc

(
ω

Fs

2π
− kFs

)
(5.11)

De las ecuaciones (5.9) a (5.11) se observa que X(ejω) es una versión escalada en frecuen-
cia de Xs( f ), según ω = (2π/Fs) f . Este escalado puede pensarse también como una
normalización del eje de frecuencias de manera que la frecuencia f = Fs en Xs( f ) se nor-
maliza a ω = 2π en X(ejω). Este escalado frecuencial o normalización en la transforma-
ción de Xs( f ) a X(ejw) está asociado a una normalización por T en el dominio temporal
de xs(t) a x[n], tal como se pone de manifiesto en la Fig. 5.3. En esta figura xs(t) tiene un
espaciado entre muestras igual a un período de muestreo T, mientras que el “espaciado”
entre muestras de x[n] es siempre la unidad. Si el eje de tiempos está normalizado por un
factor T, el eje de frecuencias se normaliza por un factor 2πT = 2πFs.
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Fig. 5.8. Transformada de Fourier de la señal continua xs(t) (a) y de la señal discreta x[n] (b)
que resultan de muestrear una señal continua xc(t) = A cos(2π2000t) a una frecuen-
cia de muestreo Fs = 6 kHz (Ejemplo 5.1).

EJEMPLO 5.1. Muestreo y reconstrucción de una señal cosenoidal
Si la señal continua xc(t) = A cos(2π f0t) de frecuencia f0 = 2 kHz se muestrea a una frecuencia
Fs = 1/T = 6 kHz, se obtiene la señal discreta x[n] = xc(t)|t=nT=n/Fs dada por

x[n] = A cos
(

2π f0
n
Fs

)
= A cos

(
2π2000

n
6000

)
= A cos

(
2
3

πn
)
= A cos(ω0n), (5.12)

donde ω0 = 2π f0/Fs = 2π/3. En este caso Fs = 6 kHz y la máxima componente frecuencial
de xc(t) es f0 = 2 kHz, de modo que f0 < Fs/2: se satisfacen las condiciones del teorema del
muestreo, y no habrá distorsión por solapamiento (aliasing). La transformada de Fourier de xc(t) es

Xc( f ) =
A
2

δ( f + f0) +
A
2

δ( f − f0),

y de acuerdo con (5.5)

Xs( f ) =
1
T ∑

k
Xc( f + kFs) (5.13)

= ∑
k

A
2T

δ( f + kFs + f0) +
A

2T
δ( f + kFs − f0).

En este caso, Xc( f ) es un par de impulsos ubicados en f = ± f0 = ±2 kHz, y Xs( f ) queda formada
por réplicas de esta transformada de Fourier centradas en ±Fs, ±2Fs, etc., como se muestra en la
Fig. 5.8(a) . El espectro X(ejω) de x[n] está dado por la ecuación (5.9):

X(ejω) = Xs( f )| f=ω Fs
2π

= ∑
k

A
2T

δ( f + kFs + f0) +
A

2T
δ( f + kFs − f0)

∣∣∣∣∣
f=ω Fs

2π

= ∑
k

A
2T

δ

(
ω

Fs

2π
+ kFs + f0

)
+

A
2T

δ

(
ω

Fs

2π
+ kFs − f0

)
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12 5. Muestreo de señales

Fig. 5.9. Transformada de Fourier de la señal continua xs(t) (a) y de la señal discreta x[n]
(b) que resultan de muestrear una señal continua xc(t) = A cos(2π8000t) a una
frecuencia de muestreo Fs = 6 kHz (Ejemplo 5.2).

= ∑
k

A
2T

δ

[
Fs

2π

(
ω+ kFs

2π

Fs
+ f0

2π

Fs

)]
+

A
2T

δ

[
Fs

2π

(
ω+ kFs

2π

Fs
− f0

2π

Fs

)]
= ∑

k

A
2T

δ

[
Fs

2π
(ω+ 2πk+ω0)

]
+

A
2T

δ

[
Fs

2π
(ω+ 2πk−ω0)

]
,

donde se utilizó el reemplazo 2π f0/Fs = ω0. Aplicando ahora la propiedad de escalado del impulso,
δ(aω) = (1/|a|)δ(ω) se tiene que

X(ejω) = ∑
k

A
2T

2π

Fs
δ (ω+ 2πk+ω0) +

A
2T

2π

Fs
δ (ω+ 2πk−ω0) ,

y teniendo en cuenta que Fs = 1/T,

X(ejω) = ∑
k

πAδ (ω+ 2πk+ω0) + πAδ (ω+ 2πk−ω0) .

En otras palabras, el espectro X(ejω) de x[n] está formado por un par de impulsos de área πA
ubicados en la frecuencia ω = ±ω0, replicados cada 2π, que efectivamente corresponde al espectro
de una señal discreta de tipo coseno, de amplitud A, como se estudió en el Capítulo 3. El espectro de
esta señal se grafica en la Fig. 5.8(b) . Se observa que la frecuencia original f0 = 2 kHz corresponde
a la frecuencia normalizada ω0 = ( f0/Fs)2π = 2π/3, que satisface la desigualdad ω0 < π, que
corresponde a que f0 < Fs/2. En la Fig. 5.8(a) se muestra también la respuesta en frecuencia del
filtro reconstructor ideal Hr( f ) para la frecuencia de muestreo de Fs = 6 kHz. Es evidente de la
figura que la señal xr(t) obtenida a la salida del filtro reconstructor será idéntica a la señal continua
xc(t), es decir, la señal de salida será un coseno de la misma frecuencia que la señal de entrada,
f0 = 2 kHz. �

EJEMPLO 5.2. Distorsión en la reconstrucción de una señal “mal muestreada”
La señal continua

xc(t) = A cos(2π8000t) (5.14)
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se muestrea a la misma frecuencia de muestreo que en el ejemplo anterior (Fs = 6 kHz). Como
la frecuencia de la señal es f0 = 8 kHz no se satisfacen las hipótesis del teorema del muestreo,
porque Fs/2 = 3 kHz es menor que f0 (la frecuencia de muestreo correcta debería ser mayor
que 2 f0 = 16 kHz), así que existe distorsión por solapamiento (aliasing). Sin embargo, ocurre un
fenómeno interesante. La transformada de Fourier Xs( f ) de la señal xs(t) modulada por el tren
de impulsos que se muestra en la Fig. 5.9(a) es idéntica a la de la Fig. 5.8(a) , pero el impulso
ubicado en f = −2 kHz se debe al término Xc( f − Fs) en la ecuación (5.13), con k = 1, y no a
Xs( f ), con k = 0. Algo similar ocurre con el impulso ubicado en f = 2 kHz, que aparece por el
término Xc( f + Fs) en (5.13), con k = −1. El gráfico del espectro X(ejω) de x[n] representado en
la Fig. 5.9(b) es idéntico al de la Fig. 5.8(b) . Esto no es sorprendente porque las señales discretas
x[n] que resultan de muestrear las señales xc(t) del Ejemplo 5.1 y la de este ejemplo son las mismas:

x[n] = A cos
(

2π f0
n
Fs

)
= A cos

(
2π8000

n
6000

)
= A cos

(
8
3

πn
)
= A cos

[(
2
3
+ 2
)

πn
]

= A cos
[

2
3

πn+ 2πn
]
= A cos

(
2
3

πn
)

,

que coincide con la x[n] dada por (5.12) (se puede agregar cualquier múltiplo de 2π al argumento
del coseno sin cambiar su valor). En otras palabras, se obtiene la misma sucesión discreta x[n] =
A cos(2πn/3) al muestrar dos señales continuas diferentes con la misma frecuencia de muestreo.
En un caso (Ejemplo 5.1) la frecuencia de muestreo satisface el criterio de Nyquist, y en el otro no
(este ejemplo).

En la Fig. 5.9(a) se representa también la respuesta en frecuencia Hr( f ) del filtro reconstructor
ideal para la frecuencia de muestreo Fs = 6 kHz. Se desprende de esta figura que la señal xr(t) a la
salida del filtro reconstructor ideal es

xr(t) = A cos(2π2000t)

es decir, es una señal de frecuencia f0 = 2 kHz, que no es la frecuencia de 8 kHz de la señal original
xc(t) dada por (5.14). �

Los Ejemplos 5.1 y 5.2 revelan que dos señales distintas pueden resultar en la misma
señal discreta x[n] usando al misma frecuencia de muestreo. Este fenómeno se puede
comprender mejor con la ayuda de la Fig. 5.10. La señal de frecuencia f0 = 2 kHz se
muestra en la Fig. 5.10(a) con trazo continuo. Las muestras, tomadas cada T = 1/Fs =
1/6 ms, están superpuestas en el mismo gráfico. En este caso, se toman tres muestras
por cada período de la señal, lo que muestra que la frecuencia de muestreo es mayor
que el doble de la frecuencia del coseno (en el caso límite, en que T = 1/Fs = 2 f0 habría
exactamente dos muestras por período). En la Fig. 5.10(b) se muestra la señal del Ejemplo
5.2, de frecuencia f0 = 8 kHz, muestreada a la misma frecuencia Fs = 6 kHz. Aquí es
evidente que se toma menos de una muestra por ciclo de las señal continua xc(t), y por
lo tanto no se cumple el teorema del muestreo. Sin embargo, el patrón de las muestras
se repite cada cuatro ciclos de la señal. Las Figs. 5.10(a) y 5.10(b) ponen de manifiesto
que las señales continuas son de diferente frecuencia, pero que muestras de la señal xc(t)
tomadas cada T segundos del Ejemplo 5.1 coinciden con las muestras de la señal xc(t)
del Ejemplo 5.2, también tomadas cada T segundos, como se muestra en la Fig. 5.10(c) .

EJEMPLO 5.3. Otro ejemplo de distorsión por solapamiento (aliasing)
Sea xc(t) la señal del Ejemplo 5.1, es decir un tono cosenoidal de frecuencia f0 = 2 kHz,

xc = A cos(2π f0t) = A cos(2π2000t).
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14 5. Muestreo de señales

Fig. 5.10. Interpretación del aliasing en el dominio tiempo. Señal del Ejemplo 5.1, de frecuencia
f0 = 2 kHz muestreada a Fs = 6 kHz y sus muestras (a); señal del Ejemplo 5.2, de
frecuencia f0 = 8 kHz muestreada a la misma frecuencia Fs = 6 kHz y sus muestras
(b); detalle de la señal discreta que resulta de muestrar las señales continuas de
ambos ejemplos (c).

Sin embargo, en este ejemplo la frecuencia de muestreo es Fs = 1,5 kHz, que no cumple con el
criterio de Nyquist, porque la mayor frecuencia de la señal, que es f0 = 2 kHz no es menor que la
mitad de la frecuencia de muestreo Fs/2 = 750 Hz. Por este motivo, nuevamente ocurrirá distorsión
por aliasing. La Fig. 5.11(a) muestra el espectro de xs(t) para este caso. El impulso en f = −500
Hz aparece por el término Xc( f − kFs) con k = 1 en (5.13), y el impulso en f = 500 Hz ocurre
por la presencia del término Xc( f − kFs) con k = −1. El gráfico del espectro X(ejω) de la señal
discreta x[n] se muestra en la Fig. 5.11(b) , que resulta idéntico al de la 5.8(b) . Nuevamente, esto
es natural porque el tono xc(t) de frecuencia f0 = 2 kHz cuando se lo muestrea a una frecuencia
Fs = 1,5 kHz resulta en la misma señal discreta x[n] de los Ejemplos 5.1 y 5.2:

x[n] = A cos
(

2π f0
n
Fs

)
= A cos

(
2π2000

n
1500

)
= A cos

(
8
3

πn
)
= A cos

[(
2
3
+ 2
)

πn
]

= A cos
[

2
3

πn+ 2πn
]
= A cos

(
2
3

πn
)

,

En la Fig. 5.11(a) se muestra la respuesta en frecuencia del filtro reconstructor Hr( f ) correspondiente
a una frecuencia de muestreo Fs = 1,5 kHz. Es claro que la señal que se obtendría a la salida del
filtro reconstructor sería un tono de la forma

xr(t) = A cos(2π500t),

es decir, un tono de frecuencia 500 Hz que es distinto del tono de frecuencia f0 = 2 kHz de la señal
continua original xc(t). �
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Fig. 5.11. Transformada de Fourier de la señal continua xs(t) (a) y de la señal discreta x[n]
(b) que resultan de muestrear una señal continua xc(t) = A cos(2π2000t) a una
frecuencia de muestreo Fs = 1,5 kHz (Ejemplo 5.3).

Los Ejemplos 5.1 y 5.3 muestran que se puede obtener la misma señal discreta x[n] de
muestrear la misma señal continua xc(t) con dos tasas de muestreo distintas, si una de
ellas no satisface el teorema del muestreo. La interpretación temporal se muestra en la
Fig. 5.12. La señal de frecuencia f0 = 2 kHz del Ejemplo 5.1 se repite nuevamente en
la Fig. 5.12(a) , con una escala de tiempo diferente. Las muestras de la señal ocurren ca-
da T = 1/Fs = 1/6 ms, y la figura revela que se toman tres muestras por ciclo de la
señal continua, verificando los requisitos del teorema del muestreo. En la Fig. 5.12(b) se
representa la señal del ejemplo 5.3, de la misma frecuencia f0 = 2 kHz que en el caso
anterior, pero muestreada a intervalos mayores, de T = 1/Fs = 2/3 ms (cuatro veces
más lento). La figura pone de manifiesto que se viola el teorema del muestreo porque
aparecen menos de una muestra por ciclo de la señal continua. Sin embargo, si se grafi-
can las sucesiones discretas en función del número de muestras, como en la Fig. 5.12(c) ,
se obtiene la misma secuencia temporal en ambos casos. Es decir que aún cuando no se
cumplen los requisitos del teorema del muestreo, las muestras de la señal del Ejemplo 5.3
son las mismas que se obtienen al muestrear la señal “correctamente”. En otras palabras,
aún muestreando “mal” se obtienen las muestras “correctas”. Este efecto es aprovechado
ventajosamente en algunas aplicaciones, como en los osciloscopios diseñados para visu-
alizar señales periódicas de frecuencias del orden del GHz, o en una clase especial de
muestreo, denominado muestreo pasabanda. La clave en estos casos es saber que la señal
es de banda limitada, y conocer el rango de frecuencias donde está definida.

Los Ejemplos 5.1, 5.2 y 5.3 muestran porqué en las mayoría de las aplicaciones es tan
importante cumplir con el Teorema de Nyquist, ya que de esta forma se tiene la certeza
que la señal discreta x[n] está asociada a una única señal continua xc(t) y viceversa.
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16 5. Muestreo de señales

Fig. 5.12. Interpretación del aliasing en el dominio tiempo. Señal del Ejemplo 5.1, de frecuencia
f0 = 2 kHz muestreada a Fs = 6 kHz y sus muestras (a); señal del Ejemplo 5.3,
de la misma frecuencia f0 = 2 kHz que la señal del Ejemplo 5.1 pero muestreada a
Fs = 1,5 kHz y sus muestras (b); detalle de la señal discreta que resulta de muestrar
las señales continuas de ambos ejemplos (c).

5.4. Otra interpretación del muestreo en el dominio frecuencia

Otra manera de visualizar los efectos del muestreo en el dominio frecuencial es imaginar
que el espectro Xc( f ) de la señal continua xc(t) se grafica sobre un papel transparente,
como se representa en la Fig. 5.13(a) . En este caso, la señal continua no cumple con el
teorema del muestreo, y por lo tanto se producirá distorsión por solapamiento o aliasing.
Para simplificar la presentación, se supone que el espectro tiene simetría par, es decir que
la señal xc(t) es real.

El efecto de muestrear la señal continua xc(t) es equivalente a doblar el papel transpar-
ente en tramos de longitud Fs en±Fs/2,±3Fs/2,±5Fs/2, etc., como sugiere la Fig. 5.13(b) .
Al solapar los distintos pliegues de la hoja los rangos de frecuencia que estaban fuera del
intervalo −Fs/2 < f < Fs/2 se mapean dentro de esta zona. El espectro que se obtiene
al agrupar todos los pliegues se representa en la Fig. 5.13(c): éste es el espectro Xs( f ) de
la señal xs(t), es decir, del tren de impulsos pT(t) modulado por la señal continua xc(t).
Las porciones del espectro comprendidas entre Fs/2 y 3Fs/2, 5Fs/2 y 7Fs/2, etc., y en-
tre −3Fs/2 y Fs/2, −7Fs/2 y −5Fs/2, etc., se superponen reflejadas sobre las porciones
comprendidas entre ±Fs/2, mientras que las comprendidas entre 3Fs/2 y 5Fs/2, 7Fs/2 y
9Fs/2, etc., y entre −5Fs/2 y −3Fs/2, −9Fs/2 y −7Fs/2, etc., se superponen sin reflexión,
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Fig. 5.13. Otra interpretación de los efectos del muestreo en el dominio frecuencial. Espectro de
la señal original (a); efecto del muestreo (b); espectro de la seǹal muestreada xs(t)
(c).

como se muestra en las Fig. 5.14(a) y (b) .

Esta representación muestra que si la señal no satisface el teorema del muestreo, se puede
perder mucha información, porque a partir del espectro de la Fig. 5.14(c) es imposible
conocer en qué “pliegue” estaba cada porción del espectro, y por lo tanto, es imposible
recuperar el espectro original representado en la Fig. 5.14(a) . Cualquier componente fre-
cuencial que esté fuera de la banda comprendida entre ±Fs/2 se replica dentro de esta
banda, “ensuciando” el espectro, y aumentando potencialmente el nivel de ruido.

Estos problemas no se producen con señales que tengan ancho de banda finito, y que
satisfagan las hipótesis del teorema del muestreo. No obstante, no siempre se conoce
con certeza si la señal es de ancho de banda limitado o no, o si tiene componentes fre-
cuenciales por encima de ±Fs/2. Para evitar estos inconvenientes es frecuente utilizar un
filtro, conocido como prefiltro o filtro antialiasing, que se coloca antes del conversor C/D y
que limita el contenido frecuencial de la señal continua xc(t) al intervalo entre ±Fs/2, tal
como se analiza en la Sección 5.11.1.
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18 5. Muestreo de señales

Fig. 5.14. Representación del “aliasing” en el dominio frecuencial.

5.5. Unidades de frecuencia típicas

La Fig. 5.15 muestra las distintas escalas de frecuencia que suelen utilizarse en el proce-
samiento digital de señales, y los extremos del intervalo de Nyquist. Si el procesamiento
discreto está asociado de alguna manera a una señal continua, como en el caso de los
Ejemplos 5.1, 5.2, 5.3, se prefieren las escalas en Hertz o en radianes por segundo, como
muestran las Fig. 5.15(a) y (b) , respectivamente.

En otros casos suele preferirse una escala adimensional, como la que se usa con los espec-
tros de señales discretas, como se indica en la Fig. 5.15(c). El muestreo de una exponencial
compleja continua xc(t) = ej2π f0t cada t = nT segundos, donde T = 1/Fs es el período
de muestreo, y Fs la frecuencia de muestreo resulta en la señal discreta

x[n] = ej2π f0Tn = ej2π
f0
Fs n = ejΩ0Tn = ejω0n,

donde Ω0 = 2π f0. Es evidente que

ω0 = Ω0T =
Ω0

Fs
=

f0

Fs
2π = 2π f0T. (5.15)

En el libro de Oppenheim se usa el escalado ω0 = Ω0T. En estos apuntes se prefiere la
forma ω0 = f0(2π/Fs) porque:
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Fig. 5.15. Intervalos de frecuencia utilizados habitualmente en el procesamiento de señales.

los espectros continuos se grafican en Hz, como la mayoría de los instrumentos de
medición;

esta forma recuerda el escalado proporcional entre la frecuencia continua f y la
frecuencia discreta ω: si f0 = Fs, entonces ω0 = 2π.

También es habitual normalizar la frecuencia f con respecto a la frecuencia de muestreo
Fs como se representa en la Fig. 5.15(d), o con respecto de la frecuencia de Nyquist fN =
Fs/2 [Fig. 5.15(e)] que es el estilo adoptado en MATLAB; en este caso el intervalo de
Nyquist es (−1, 1]. Con estas dos normalizaciones se evita la aparición del símbolo “π”
en los gráficos.

En aplicaciones donde se utiliza una única frecuencia de muestreo las unidades radianes
por muestra (ω) o ciclos por muestra ( f /Fs) son las preferidas, mientras que en el proce-
samiento multirate, donde distintas etapas de procesamiento trabajan con diferentes fre-
cuencias de muestreo, es más conveniente trabajar con unidades dimensionales (ciclos o
radianes por segundo).

5.6. Efectos de la distorsión por solapamiento (aliasing)

En esta sección se desarrollan dos casos que muestran los efectos de violar las hipóte-
sis del teorema del muestreo. En el primero, la señal bajo estudio es de banda limitada,
pero no su frecuencia es mayor que la mitad de la frecuencia de muestreo: es el efecto
estroboscópico que se obtiene al iluminar un objeto que gira con una luz pulsante (flash).
En el segundo caso la señal no es de banda limitada: se estudia qué es lo que ocurre al
muestrear una onda cuadrada.

5.6.1. Movimiento rotacional

Las propiedades del muestreo de señales sinusoidales se pueden comprender de man-
era más intuitiva representando una sinusoide compleja xc (t) = ej2π f0t como una rueda
que rota a razón de f0 revoluciones por segundo (Orfanidis, 1996, pp. 27-29). Esta repre-
sentación es conveniente porque permite asociar el signo de la frecuencia con el sentido
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de giro del disco: las frecuencias positivas representan rotaciones en sentido antihorario.
La rueda se encuentra en un ambiente oscuro, y se ilumina mediante una serie de destel-
los luminosos (flashes) que ocurren Fs veces por segundo. La frecuencia de rotación de
la rueda en radianes por segundo es Ω0 = 2π f0. Durante el intervalo T = 1/Fs entre
destellos la rueda gira un ángulo

ω0 = Ω0T = 2 f0T =
2π f0

Fs
.

Esta cantidad no es otra cosa que la frecuencia digital, que se mide en radianes por muestra
(Sección 5.5). En función de la frecuencia digital ω, la señal sinusoidal muestreada es

x[n] = xc (nT) = ej2π f0nT = ejω0n.

En esta escala la frecuencia de Nyquist fN = Fs/2 se convierte en ωN = π, y el intervalo
[− fN , fN) en [−π, π). Las réplicas de frecuencia f = f0+mFs aparecen en las frecuencias
digitales

2π( f0 +mFs)

Fs
=

2π f0

Fs
+ 2πm = ω0 + 2πm.

Como la frecuencia f = Fs corresponde a ω = 2π, las réplicas de las frecuencias f > Fs/2
aparecen en

ωa = 2π (( f ))Fs
= 2π

((
f
Fs

))
1
= ((ω))2π

donde ((·))M indica la operación módulo M. Esta operación es una extensión natural de
la operación definida en el Capítulo 4, ya que M puede ser un número real, y no necesari-
amente un entero. Se define como

((x))y = x− ny,

con n = bx/yc donde b·c es la función piso: bxc es el mayor de los enteros menores que
x.

La cantidad f T = f /Fs representa el número de revoluciones que gira la rueda durante el
intervalo T entre destellos. Si | f0| < Fs/2 en este lapso de tiempo la rotación es menor que
media revolución. En cambio, si la rueda gira a una frecuencia superior a la frecuencia
Fs = 1/T, por ejemplo f1 = f0 + mFs, donde f0 ∈ [−Fs/2, Fs/2), entonces durante el
tiempo T rotará

f1T = ( f0 +mFs)T = f0T +m

vueltas: habrá girado m revoluciones completas más una fracción ω0 = f0T. Si el disco
está iluminado solamente por los destellos, un observador es incapaz de percibir estas
m revoluciones extras y no puede distinguir si la rueda gira a f1 rev/s o a f0 rev/s: la
velocidad de rotación percibida por el observador es siempre

fa = (( f ))Fs . (5.16)

Los siguientes ejemplos ilustran este punto. En todos los casos se supone que el intervalo
de tiempo T entre los destellos es T = 1/4 de segundo, o bien Fs = 4 Hz. En los esquemas
frecuenciales, la flecha continua indica la frecuencia real de oscilación, la flecha de trazos
discontinuos la frecuencia de los destellos, y la flecha hueca las réplicas de las compo-
nentes frecuenciales del espectro discreto. Un par de líneas punteadas señala el intervalo
de Nyquist [−Fs/2, Fs/2) o [−π, π), según corresponda.
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Fig. 5.16. Disco rotante. Posiciones del disco al momento del destello cuando gira a 1 rev/s (a).
Espectro de la posición y de las muestras (b). El destello ocurre 4 veces por segundo.

Fig. 5.17. Disco rotante. Posiciones del disco al momento del destello cuando gira a 5 rev/s (a).
Espectro de la posición y de las muestras (b). El destello ocurre 4 veces por segundo.

EJEMPLO 5.4. Velocidad errónea, sentido correcto
Dos ruedas giran en sentido antihorario, una de ellas a f1 = 1 Hz y otra a f2 = 5 Hz, como
se muestra en la Fig. 5.16 y en la Fig. 5.17, respectivamente. Ambas se observan bajo una luz
estroboscópica que destella 4 veces por segundo (Fs = 4 Hz); la velocidad de rotación del segundo
disco es f2 y se verifica que f2 = f1 + Fs.

Durante el intervalo de tiempo entre destellos (T = 1/4 s) la primera rueda recorre f1T = f1/Fs =
1/4 de revolución en sentido horario; el ángulo de rotación es ω1 = 2π f1T = 2π f1/Fs = 2π/4 =
π/2 radianes. Una persona que observase el movimiento del disco iluminado con la luz estroboscópi-
ca notaría que la rueda se desplaza 1/4 de revolución con cada destello (cada T = 1/4 de segundo),
por lo que su velocidad de rotación es

1/4 rev
1/4 s

= 1 rev/s.

En consecuencia el observador percibiría la velocidad y el sentido correcto de la rotación.

La segunda rueda, en cambio, en el mismo lapso de tiempo T = 1/4 s gira f2T = f2/Fs = 5/4
revoluciones, abarcando un ángulo de rotación de ω2 = 5π/2. Comparada con la primera rueda,
gira una vuelta completa de más. Sin embargo, un observador que apreciase el movimiento de esta
rueda bajo una luz estroboscópica seguiría notando que la rueda se desplaza 1/4 de revolución en
sentido horario cada T = 1/4 de segundo, de donde concluiría (erróneamente) que la velocidad de
rotación es también de 1 rev/s. Este resultado coincide con el que resulta de aplicar (5.16)

f2a = (( f2))Fs = ((5))4 = 5− 4 = 1. �
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Fig. 5.18. Disco rotante. Posiciones del disco al momento del destello cuando gira a 9 rev/s (a).
Espectro de la posición y de las muestras (b). El destello ocurre 4 veces por segundo.

Fig. 5.19. Disco rotante. Posiciones del disco al momento del destello cuando gira a (−3) rev/s
(a). Espectro de la posición y de las muestras (b). El destello ocurre 4 veces por
segundo.

En este caso la velocidad percibida es errónea, pero el sentido de giro es correcto. En el
siguiente Ejemplo se analiza otra variante del problema.

EJEMPLO 5.5. Velocidad y sentido incorrectos
En la Fig. 5.18 y en la Fig. 5.19 se muestran otros dos discos, uno de ellos que gira en sentido
antihorario a razón de f3 = 9 rev/s y el otro en sentido horario a f4 = −3 rev/s, respectivamente.
El signo negativo indica rotación en sentido horario.

Durante el período T = 1/4 s entre dos destellos, la tercera rueda recorre f3T = 9/4 = 1/4+ 2
revoluciones, esto es, dos giros completos adicionales al recorrido de la rueda 1 del Ejemplo anterior.
Al igual que lo que sucede con el disco 2 del Ejemplo anterior (Fig. 5.17), una persona que observe
las ruedas bajo la luz estroboscópica concluiría (nuevamente de manera equivocada) que la rueda
gira a razón de 1 rev/s; en símbolos, f3a = (( f3))Fs = ((9))4 = 9− 2× 4 = 1 rev/s.

El caso de la cuarta rueda es más interesante. Durante el período entre dos destellos recorre f4T =
−3/4 revoluciones en sentido antihorario. El observador aprecia que en cada destello la posición del
disco cambia en 3/4 revolución en sentido antihorario, o bien 1/4 de revolución en sentido horario,
como muestra la Fig. 5.19(a) , y concluye que la rueda tiene la misma velocidad que el disco 1 del
Ejemplo anterior. En este caso, tanto la velocidad de rotación como el sentido de giro se aprecian
de manera incorrecta. También en este caso la ecuación (5.16) permite interpretar correctamente el
resultado:

f4a = (( f4))Fs = ((−3))4 = −3+ 4 = 1. �

En el siguiente ejemplo se muestra que si una rueda gira a una velocidad menor que
1/2 revolución entre instantes de muestreo, es decir que f T < 1/2 o ω = 2π f T < π, el
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Fig. 5.20. Discos girando a diferentes velocidades: f1 = 1,5 Hz (a); f2 = 2 Hz (b); f3 = −2,5
Hz (c); f4 = 4 Hz (d). En todos los casos la frecuencia de los destellos es Fs = 4
Hz.

movimiento percibido coincide con el movimiento real en velocidad y sentido. Las condi-
ciones f T < 1/2 u ω < π son equivalentes a la condición impuesta por el teorema del
muestreo: Fs > 2 fN . Si la rueda se desplaza más de media vuelta entre dos destellos con-
secutivos de la lámpara, el movimiento se percibirá como un giro en dirección contraria,
a una velocidad menor.

EJEMPLO 5.6. Cuatro discos rotando a distintas velocidades
La Fig. 5.20 muestra cuatro ruedas que giran con velocidades f1 = 1,5 Hz, f2 = 2 Hz, f3 = −2,5
Hz, f4 = 4 Hz, que se observan bajo una luz estroboscópica que destella a razón de 4 veces por
segundo (Fs = 4 Hz). Los discos 1, 2, y 4 giran en sentido antihorario, mientras que el disco 3 gira
en sentido horario, como indican los signos de las velocidades f1, ..., f4.

La primera rueda [Fig. 5.20(a)] gira f T = 3/8 de vuelta cada T = 1/4 segundos. Por lo tanto, un
observador percibiría que en el n-ésimo instante de tiempo el disco se desplazó 3πn/4 radianes.

La segunda rueda [Fig. 5.20(b)] rota exactamente media vuelta ( f T = 1/2, ω = 2π f T = π rad)
en el período que transcurre entre los destellos. El observador notaría que el punto destacado del
disco oscila alternativamente entre arriba y abajo, y es imposible determinar el sentido de giro.

La tercera rueda [Fig. 5.20(c)] gira más de media vuelta (en sentido horario) en el intervalo de tiempo
comprendido entre dos destellos, f T = 5/8. El observador notaría que en ese lapso de tiempo el
disco rota ω3 = −5π/4 rad, y percibe el movimiento en función del menor ángulo de rotación,
y creerá que el sentido de giro es contrario al real, cubriendo un ángulo de ωa = ((ω4))2π =
((−5π/4))2π = 2π− 5π/4 = 3π/4, que equivale a 3/8 de vuelta y corresponde a una frecuencia
f3a = (3/8 rev)/(1/4 s) = 1,5 Hz. Es decir que el disco parece girar a la misma velocidad, y en el
mismo sentido que el primer disco, aunque la velocidad real y el sentido de giro real son diferentes.

La cuarta rueda [Fig. 5.20(d)] parece estar quieta, ya que f4 = Fs = 4, y el movimiento se muestrea
exactamente una vez por revolución: en el intervalo de tiempo que transcurre entre dos destellos
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el disco gira exactamente 1 vuelta, es decir ω4 = 2π. La frecuencia de rotación observada es
f4a = (( f4))Fs = ((4))4 = 4− 4 = 0. �

5.6.2. Muestreo de una onda cuadrada

Una onda cuadrada de período T0 = 1 s, definida en un período 0 ≤ t < 1 por

xc(t) =


1, si 0 < t < 0,5,
−1, si 0,5 < t < 1,

0, si t = 0 o t = 0,5,

donde t se expresa en segundos, se muestrea a Fs Hz, y las muestras x[n] = xc(n/Fs)
se filtran con un reconstructor ideal. Se desea determinar la señal continua en el tiempo
xr(t) a la salida del filtro reconstructor para dos frecuencias de muestreo: FA

s = 4 Hz y
FB

s = 8 Hz.

Como la onda cuadrada tiene simetría de media onda, la expansión en series de Fourier
está compuesta solamente por las armónicas impares de la frecuencia fundamental f0 =
1/T0,

x(t) = ∑
k impar

bk sen
(

2π

T0
kt
)
= ∑

k impar
bk sen(2π fkt)

= b1 sen(2πt) + b3 sen(6πt) + b5 sen(10πt) + · · ·

donde bk = 4/(πk), fk = k/T0, k = 1, 3, 5, . . . . Como la señal tiene infinitas armóni-
cas, no es de banda limitada, y en consecuencia no puede muestrearse adecuadamente.
Cuando la frecuencia de muestreo es FA

s = 4 Hz, sólo la primera armónica de frecuencia
f1 queda dentro del intervalo de Nyquist, que es (−2, 2] Hz. Para FB

s = 8 Hz las compo-
nentes frecuenciales comprendidas en el intervalo de Nyquist [−4, 4) Hz son f1 = 1 Hz,
y f3 = 3 Hz. El resto de las componentes sufrirán distorsión por solapamiento (aliasing),
y algunas réplicas aparecerán dentro del intervalo de Nyquist. La tabla siguiente mues-
tra las frecuencias de las réplicas dentro del intervalo de Nyquist correspondientes a las
armónicas de la señal para las dos frecuencias de muestreo.

frecuencia de frecuencia de las réplicas para las armónicas fk = k/T

muestreo Fs k→ 1 3 5 7 9 11 13 15 · · ·

FA
s = 4 Hz ωk=(( fk− FA

s
2 ))FA

s
− FA

s
2 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 · · ·

FB
s = 8 Hz ωk=(( fk− FB

s
2 ))FB

s
− FB

s
2 1 3 −3 −1 1 3 −3 −1 · · ·

En este ejemplo, las frecuencias que yacen fuera del intervalo de Nyquist aparecen repli-
cadas dentro de la banda con un patrón bien definido. De esta forma se puede encontrar
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una forma cerrada para la señal discreta

x[n] = ∑
k impar

bk sen
(

2π fk
n
Fs

)
= ∑

m impar
bk sen

(
2π

Fs
ωkn

)

= b1 sen
(

2π

Fs
ω1n

)
+ b3 sen

(
2π

Fs
ω3n

)
+ b5 sen

(
2π

Fs
ω5n

)
+ · · ·

que para la frecuencia de muestreo FA
s = 4 Hz resulta

xA[n] = (b1 − b3 + b5 − b7 + b9 − b11 + · · · ) sen
(

2π

FA
s

ω1n
)
= A sen

(
2π

FA
s

ω1n
)

donde

A =
∞

∑
k=0
(b1+4k − b3+4k) =

4
π

∞

∑
k=0

(
1

1+ 4k
− 1

3+ 4k

)
. (5.17)

De manera similar, para FB
s = 8 Hz se encuentra que

xB[n] = (b1−b7+b9−b15+ · · · ) sen
(

2π

FB
s

ω1n
)
+(b3−b5+b11−b13+ · · · ) sen

(
2π

FB
s

ω3n
)

= B sen
(

2π

FB
s

ω1n
)
+ C sen

(
2π

FB
s

ω3n
)

,

donde

B =
∞

∑
r=0
(b1+8r − b7+8r) =

4
π

∞

∑
r=0

(
1

1+ 8r
− 1

7+ 8r

)
(5.18)

C =
∞

∑
r=0
(b3+8r − b5+8r) =

4
π

∞

∑
r=0

(
1

3+ 8r
− 1

5+ 8r

)
(5.19)

Los coeficientes A, B, y C se pueden determinar de dos maneras:

Evaluando las sumatorias de las ecuaciones (5.17)-(5.19). Las tres expresiones son
casos especiales de la sumatoria más general

b(m, M) =
4
π

∞

∑
r=0

(
1

m+ Mr
− 1

M−m+ Mr

)
(5.20)

donde M > m > 0. Notando que

1
m+ Mk

− 1
M−m+ Mk

=
∫ ∞

0
(e−mx − e−(M−m)x)e−Mkxdx, (5.21)

cada uno de los términos de (5.20) se puede reemplazar por la integral de (5.21). In-
tercambiando el orden de la sumatoria y la integración, y recordando que ∑∞

k=0 e−Mkx =
1/(1− e−Mx) para x > 0, resulta

b(m, M) =
4
π

∫ ∞

0

e−mx − e−(M−m)x

1− e−Mx dx =
4
M

cot
(mπ

M

)
.
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Fig. 5.21. Muestreo de una onda cuadrada: Fs = 4/T0 (a); Fs = 8/T0 (b).

El último paso se obtiene de una tabla de integrales (Gradshtein y Ryzhik, 1980).
Los coeficientes A, B, y C son entonces

A = b(1, 4) = cot
(π

4

)
= 1,

B = b(1, 8) =
1
2

cot
(π

8

)
=

√
2+ 1
2

,

C = b(3, 8) =
1
2

cot
(

3π

8

)
=

√
2− 1
2

.

Imponiendo que la señal recuperada xr(t) y la señal de entrada x(t) coincidan en los
instantes de muestreo (justificado en la sección siguiente), es decir

x(n/ fs) = xr(n/ fs).

Para la frecuencia de muestreo FA
s = 4 Hz,

xr(n/FA
s ) = xA[n] = A sen[(2π/FA

s )ω1n] = A sen(πn/2).

Evaluando en n = 1, x(1/FA
s ) = 1 y entonces

A = 1.

Para el segundo caso, donde FB
s = 8 Hz, se tiene que

xr(n/FB
s ) = xB[n] = B sen(πn/4) + C sen(3πn/4).

Imponiendo que x(n/FB
s ) = xr(n/FB

s ) en n = 1, 2, se obtienen dos ecuaciones

B sen(π/4) + C sen(3π/4) = 1,
B sen(π/2) + C sen(3π/2) = 1,

de donde resulta B = (
√

2+ 1)/2, C = (
√

2− 1)/2.

La Fig. 5.21(a) muestra la señal x(t), xr(t) y sus muestras para la frecuencia de muestreo
FA

s = 4 Hz, y la Fig. 5.21(b) para el caso de FB
s = 8 Hz.

Los resultados anteriores se pueden generalizar para cualquier frecuencia de muestreo
FM

s = MFA
s . Por ejemplo, si M = 3 (F3

s = 12 Hz), se obtiene

xr(t) = b(1, 12) sen(2πt) + b(3, 12) sen(6πt) + b(5, 12) sen(10πt),

y de manera más general,

xr(t) = ∑
k=1,3,...(M/2−1)

b(k, M) sen(2πkt). (5.22)
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Tabla 5.1: Variación de los coeficientes de (5.22) en función de la frecuencia de
muestreo.

coeficientes
frecuencia de muestreo

4 Hz 8 Hz 12 Hz 16 Hz ∞

b1 1,000 1,207 1,244 1,257 1,273
b3 − 0,207 0,333 0,374 0,424
b5 − − 0,089 0,167 0,255
b7 − − − 0,050 0,182

A medida que M → ∞, los coeficientes b(k, M) tienden a bk, los coeficientes de la serie
de Fourier. Utilizando la aproximación cot(x) ≈ 1/x, válida para x pequeño, se obtiene
el límite

lı́m
M→∞

b(k, M) =
4
M

1
πk/M

=
4

πk
= bk.

La Tabla 5.1 muestra las mejoras sucesivas de los valores de los coeficientes de los ar-
mónicos a medida que se incrementa la frecuencia de muestreo.

En este ejemplo, las frecuencias de muestreo se eligieron de manera que la frecuencia de
las réplicas coincidiesen con armónicas de las frecuencias de la señal. En otras palabras, la
frecuencia de muestreo es un múltiplo de la frecuencia fundamental f0 = 1/T0. Para otras
frecuencias de muestreo, las réplicas pueden no coincidir con las armónicas contenidas
dentro del intervalo de Nyquist, cambiando no sólo el balance de las armónicas, sino
también las componentes frecuenciales.

5.7. Reconstrucción de una señal de banda limitada a partir de
sus muestras

De acuerdo con el teorema del muestreo, o de Kotelnikov-Nyquist-Shannon, una señal de
tiempo continuo se puede representar exactamente por un conjunto de valores discretos
(las muestras de la señal), si éstos son tomados suficientemente próximos. Esto significa
que es posible recuperar la señal original a partir de los valores de las muestras, y del
conocimiento de la frecuencia de muestreo, es decir, cada cuánto fueron tomadas esas
muestras. Este proceso de reconstrucción puede comprenderse a partir de la modulación
de un tren de impulsos, de manera similar a la utilizada para derivar los formalismos
matemáticos de la conversión continuo a discreto (C/D).

En la Sección 5.3 se estudió que si se verifican las condiciones del teorema del muestreo,
y si el tren de impulsos se filtra con un filtro pasabajos de ancho de banda adecuado, la
transformada de Fourier a la salida del filtro será idéntica a la transformada de Fourier de
la señal continua de entrada xc(t), y por lo tanto, la señal de salida del filtro reconstructor
xr(t) será igual a xc(t).

Si se parte de una sucesión discreta x[n] se puede obtener un tren de impulsos xs(t) en el
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28 5. Muestreo de señales

Fig. 5.22. Diagrama bloque de un sistema reconstructor ideal (a).Respuesta impulsiva hr(t) (b)
y respuesta en frecuencia Hr( f ) (c) del filtro reconstructor ideal.

cual el área del impulso n-ésimo sea igual al valor de la muestra n-ésima x[n]:

xs(t) = ∑
n

x[n]δ(t− nT). (5.23)

Esa expresión indica que el valor de la muestra n-ésima está asociada al área del impul-
so en t = nT, donde T = 1/Fs es el período de muestreo. Si este tren de impulsos es
la entrada a un filtro pasabajos continuo con respuesta en frecuencia Hr( f ) y respuesta
impulsiva hr(t), la salida del filtro será la señal xr(t) dada por

xr(t) = hr(t) ∗ xs(t)
= hr(t) ∗∑

n
x[n]δ(t− nT)

= ∑
n

x[n]hr(t− nT). (5.24)

En la Fig. 5.22 se muestra un diagrama bloque del proceso de reconstrucción. El filtro
reconstructor ideal tiene una ganancia T = 1/Fs en la banda de paso para compensar
el factor 1/T que aparece durante el proceso de muestreo, como indican las ecuaciones
(5.10) o (5.11), es decir

Hr( f ) =

{
T, si | f | < fc.
0, si | f | ≥ fc.

La frecuencia de corte fc debe quedar comprendida entre fN (la mayor componente de
frecuencia de la señal original xc(t)) y Fs − fN :

fN < fc < Fs − fN .

Una elección conveniente y habitual es elegir la frecuencia de corte del filtro reconstructor
como la mitad de la frecuencia de muestreo, es decir

fc = Fs/2.
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Esta elección es apropiada para cualquier valor de fN y Fs, siempre que Fs > 2 fN .

La respuesta impulsiva hr(t) del filtro reconstructor se puede calcular a partir de la trans-
formada de Fourier inversa de Hr( f ), y resulta ser

hr(t) = 2 fcT sinc (2 fct) = 2 fcT
sen(2π fct)

2π fct

que para fc = Fs/2 se puede escribir como

hr(t) = 2
Fs

2
T sinc

(
2

Fs

2
t
)
= sinc(Fst) = sinc(t/T) =

sen(πt/T)
πt/T

. (5.25)

Esta respuesta impulsiva se representa en la Fig. 5.22(b) . Sustituyendo (5.25) en (5.24) se
tiene que

xr(t) = ∑
n

x[n]
sen[π(t− nT)/T]

π(t− nT)/T
. (5.26)

A partir del punto de vista frecuencial estudiado en la Sección 5.3, se observa que si
x[n] = xc(nT) con Xc( f ) = 0 para | f | > Fs/2, entonces xr(t) es igual a xc(t). Esta igual-
dad no es evidente de la ecuación (5.26), aunque pueden destacarse algunas propiedades.
En primer lugar, la respuesta impulsiva del filtro reconstructor dada por la ecuación (5.25)
se nota que

hr(t)|t=0 = 1, (5.27)

que resulta de aplicar la regla de l’Hôpital. Además,

hr(t)|t=nT = 0, para n = ±1,±2, . . . . (5.28)

A partir de (5.27), (5.28) y (5.24), se encuentra que, si x[n] = xc(nT),

xr(mT) = xc(mT) (5.29)

para todo m ∈ Z. La ecuación (5.29) muestra que la señal resultante es una reconstrucción
exacta de xc(t) en los instantes de muestreo (cuando t = nT), como indica la expresión
(5.26). Pero ¿qué pasa en el resto del tiempo? Un análisis gráfico de este fenómeno se
muestra en la Fig. 5.23, donde se representa la señal continua xc(t), y el tren de impulsos
modulado xs(t). En la Fig. 5.23(c) se muestran varios de los términos

x[n]
sen[π(t− nT)/T]

π(t− nT)/T

y la señal reconstruida xr(t), revelando que la respuesta impulsiva del filtro reconstructor
ideal interpola entre los impulsos de xs(t) para construir la señal de tiempo continuo xr(t).
El hecho que el filtro pasabajo ideal interpola “correctamente” entre las muestras de xs(t)
para obtener exactamente xc(t) para todo (n− 1)T < t < nT, n ∈ Z, queda asegurado
por el argumento frecuencial desarrollado en la Sección 5.3.

Este es uno de los casos en que el análisis del problema en un dominio (frecuencial en
este caso) es mucho más sencillo que en el otro dominio (temporal). La idea es que si dos
señales tienen exactamente el mismo espectro, entonces estas señales deben ser iguales:
si Xr( f ) = Xc( f ), entonces xr(t) = xc(t) para todo t. El desarrollo de esta demostración
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Fig. 5.23. Interpolación ideal de una señal de banda limitada.

enteramente en el domino temporal es muy engorrosa. Algunos casos especiales, para
señales particulares, se discuten en la Sección 5.8.

El proceso de reconstrucción explicado en esta sección puede ser formalizado definiendo
un sistema ideal que reconstruya una señal de banda limitada a partir de un conjunto
de muestras x[n]. Este sistema se denomina conversor discreto a continuo ideal (D/C), y su
diagrama bloque se muestra en la Fig. 5.24. Como se ha explicado más arriba, el proceso
de reconstrucción ideal puede ser representado como la conversión de una sucesión a un
tren de impulsos, como se indica en (5.23), seguido de un filtrado con un filtro pasabajos
ideal, resultando en la salida xr(t) dada por la expresión (5.26). El paso intermedio, de
pasar de una sucesión a un tren de impulsos, es una conveniencia matemática útil para
derivar la ecuación (5.26) y para entender el proceso de reconstrucción. Una vez que estos
pasos han sido comprendidos cabalmente es conveniente utilizar una representación más
compacta, como se muestra en la Fig. 5.24, donde la entrada es la sucesión x[n] y la salida
es la señal reconstruida xr(t) de la ecuación (5.26).

Las propiedades del conversor discreto a continuo ideal se ven más fácilmente en el do-
minio frecuencia. Para derivar una relación entrada/salida en este dominio, basta cal-
cular la transformada de Fourier de (5.24) o (5.26) teniendo en cuenta la propiedad de
desplazamiento temporal: si

xr(t) = ∑
n

x[n]hr(t− nT)
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Fig. 5.24. Tres representaciones esquemáticas del conversor discreto a continuo (D/C).

la transformada de Fourier de hr(t− nT) es Hr( f )e−j2π(nT) f , y entonces

Xr( f ) = ∑
n

x[n]Hr( f )e−j2π(nT) f = Hr( f )∑
n

x[n]e−j2π(nT) f ,

donde el tercer término resulta de observar que como Hr( f ) no depende de n, se puede
escribir afuera de la sumatoria. Por lo tanto,

Xr( f ) = Hr( f )X(ejω)
∣∣∣
ω=2πT f= f 2π

Fs

=

{
TX(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
, si | f | < Fs/2,

0, en caso contrario.
(5.30)

La ecuación (5.30) es una representación frecuencial del conversor D/C ideal. Según es-
ta expresión, X(ejω) se escala en frecuencia (es decir, se reemplaza ω por f (2π/Fs)). El
filtro pasabajos ideal Hr( f ) selecciona el período centrado en f = 0 de esta respuesta en
frecuencia (periódica y escalada), y compensa por el factor de ganancia 1/T que aparece
por el proceso de muestreo. En definitiva, si la sucesión x[n] se ha obtenido por muestreo
periódico de una señal continua xc(t) de banda limitada a una tasa de Nyquist o superior,
entonces la señal reconstruida xr(t) será idéntica a la señal continua original: xr(t) = xc(t)
para todo t. La ecuación (5.30) muestra también que la salida de un conversor D/C ideal
es de banda limitada por efecto del filtro reconstructor ideal. Es decir que la respuesta en
frecuencia es nula para cualquier frecuencia | f | > fc, donde la frecuencia de corte fc del
filtro es, típicamente, la mitad de la frecuencia de muestreo, fc = Fs/2.

5.8. Análisis temporal de la reconstrucción de señales*

En la sección anterior se ha demostrado es posible recuperar una señal xc(t) de banda lim-
itada a partir de las muestras x[n] = xc(nT) obtenidas al muestrear xc(t) a una frecuencia
mayor al doble de su máxima componente frecuencial. La demostración se efectúa en el
dominio frecuencia, buscando que el espectro Xr( f ) de la señal xr(t) a la salida del filtro
reconstructor coincida con el espectro Xc( f ) de la señal continua xc(t).

En esta Sección se obtiene este resultado para cierta clase de señales trabajando entera-
mente en el dominio temporal. El desarrollo es muy engorroso, y uno de los propósitos
que se persiguen es mostrar que trabajando en el dominio temporal es posible recuperar
la señal original a partir de sus muestras. El otro objetivo es poner en evidencia que el
cálculo es mucho más complicado que cuando se desarrolla en el dominio frecuencial.
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5.8.1. Reconstrucción de una señal sinusoidal

La señal continua
xc(t) = A sen(2π f0t+ φ) (5.31)

se muestrea con una frecuencia Fs = 1/T. La señal discreta resultante es

x[n] = xc(t)|t=nT = A sen(2π f0Tn+ φ) = A sen(ω0n+ φ),

donde ω0 está dada por la ecuación (5.15) (repetida aquí por comodidad)

ω0 = 2π
f0

Fs
= 2π f0T (5.32)

que es la frecuencia discreta en rad/muestra. Esta señal discreta se aplica a un conversor
continuo/discreto (C/D) como el de la Fig. 5.24; su salida está dada por las ecuaciones
(5.24) o (5.26), que en este caso toman la forma

xr(t) = A ∑
n

sen(ω0n+ φ) sinc(t/T − n) = A ∑
n

sen(ω0n+ φ) sinc(Fst− n). (5.33)

Se desea probar que la salida del conversor C/D coincide exactamente con la señal con-
tinua original (5.31). Esto es, se busca probar que

sen(2π f0t+ φ) = ∑
n

sen(ω0n+ φ) sinc(Fst− n) (5.34)

donde ω0 y f0 están relacionados por (5.32).

Desarrollo en el dominio tiempo

El procedimiento es largo pero no presenta dificultades. Teniendo en cuenta que sen α sen β =
(1/2)[cos(α− β)− cos(α+ β)], el término dentro de la sumatoria puede escribirse como

sen(ω0n+φ) sinc(Fst−n) =
sen(ω0n+φ) sen(πFst−πn)

π(Fst−n)

=
cos(ω0n+φ−πFst+nπ)

2π(Fst−n)
− cos(ω0n+φ+πFst−nπ)

2π(Fst−n)

=
cos[(ω0+π)n+(φ−πFst)]

2π(Fst−n)
− cos[(ω0−π)n+(φ+πFst)]

2π(Fst−n)

=
cos[(ω0+π)n] cos(φ−πFst)

2π(Fst−n)
− sen[(ω0+π)n] sen(φ−πFst)

2π(Fst−n)

−cos[(ω0−π)n] cos(φ+πFst)
2π(Fst−n)

+
sen[(ω0−π)n] sen(φ+πFst)

2π(Fst−n)
,

de modo que

xr(t) =
A

2π
cos(φ−πFst)∑

n

cos[(ω0+π)n]
Fst−n

− A
2π

sen(φ−πFst)∑
n

sen[(ω0+π)n]
Fst−n

− A
2π

cos(φ+πFst)∑
n

cos[(ω0−π)n]
Fst−n

+
A

2π
sen(φ+πFst)∑

n

sen[(ω0−π)n]
Fst−n

.
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Además, como cos[(ω0−π)n] = cos[(ω0+π)n] y sen[(ω0−π)n] = sen[(ω0+π)n], resulta

xr(t) =
A

2π
[cos(φ−πFst)− cos(φ+πFst)]∑

n

cos[(ω0+π)n]
Fst−n

+
A

2π
[− sen(φ−πFst) + sen(φ+πFst)]∑

n

sen[(ω0+π)n]
Fst−n

=
A
π

sen φ sen(πFst)∑
n

cos[(ω0+π)n]
Fst−n

+
A
π

cos φ sen(πFst)∑
n

sen[(ω0+π)n]
Fst−n

De una tabla de series se encuentra que

∑
n

sen nθ

a− n
= −π sen a(π − θ)

sen aπ
, y ∑

n

cos nθ

a− n
=

π cos a(π − θ)

sen aπ
,

que valen para 0 < θ < 2π (es decir, para −π < ω0 < π). Adoptando a = t/T y
θ = π +ω0, xr(t) se puede expresar como

xr(t) =
A
π

sen φ sen(πt/T)
π cos[(t/T)(−ω0)]

sen(t/Tπ)
− A

π
cos φ sen(πt/T)

π sen[(t/T)(−ω0)]

sen(t/Tπ)

= A sen φ cos(ω0t/T) + TA cos φ sen(ω0t/T)
= A sen(ω0Fst+ φ),

y teniendo en cuenta que ω0 = 2π f0/Fs resulta Fsω0 = 2π f0, de modo que

xr(t) = A sen(2π f0t+ φ)

Este resultado, junto con las ecuaciones (5.31) y (5.33) prueban la igualdad (5.34).

Desarrollo en el dominio frecuencia

La demostración de la igualdad (5.34) en el dominio frecuencial es mucho más sencilla.
La señal continua xc(t) se puede escribir como

xc(t) = A sen(2π f0t+ φ) =
A
2j

(
ej(2π f0t+φ) − e−j(2π f0t+φ)

)
=

A
2

(
−jej(2π f0t+φ) + je−j(2π f0t+φ)

)
y su espectro Xc( f ) está dado por

Xc( f ) = −j
A
2

ejφδ( f − f0) + j
A
2

e−jφδ( f + f0).

El espectro de la señal muestreada X(ejω) está relacionado con Xc( f ) según

X(ejω) =
1
T ∑

k
Xc( f − kFs)| f=ω Fs

2π
,

y en este caso resulta

X(ejω) =
1
T ∑

k

[
−j

A
2

ejφδ( f−kFs− f0) + j
A
2

e−jφδ( f−kFs+ f0)

]∣∣∣∣
f=ω Fs

2π

. (5.35)
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Como

δ( f−kFs− f0)| f=ω Fs
2π
= δ

(
ωFs

2π
−kFs− f0

)
= δ

(
Fs

2π

[
ω−k2π− f0

Fs
2π

])
=

2π

Fs
δ(ω−ω0−2πk),

y teniendo en cuenta que FsT = 1, la expresión (5.35) se puede escribir como

X(ejω) =
1
T ∑

k
−j

2π

Fs

A
2

ejφδ(ω−ω0−2πk) + j
2π

Fs

A
2

e−jφδ(ω+ω0−2πk)

= ∑
k
−jπAejφδ(ω−ω0−2πk) + jπAe−jφδ(ω+ω0−2πk).

Este es el espectro de una señal discreta x[n] = A sen(ω0n + φ). Cuando esta señal se
aplica al conversor C/D, se tiene que el espectro de la señal de salida xr(t) es

Xr( f ) = Hr( f )Xs( f ),

donde
Xs( f ) = X(ejω)

∣∣∣
ω= f 2π

Fs

.

Operando, se encuentra que

Xr( f ) = Hr( f )Xs( f ) = Hr( f ) X(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

= Hr( f )πA ∑
k

[
−jejφδ(ω−ω0 − 2πk) + je−jφδ(ω+ω0 − 2πk)

]∣∣∣
ω= f 2π

Fs

.

Teniendo en cuenta que

δ(ω−ω0−2πk)|ω= f 2π
Fs

= δ

(
f

2π

Fs
−ω0−2πk

)
= δ

(
2π

Fs

[
f−ω0

Fs

2π
−2πk

Fs

2π

])
=

Fs

2π
δ ( f− f0−kFs)

resulta que

X̂c( f ) = Hr( f )πA
Fs

2π ∑
k
−jejφδ ( f − f0 − kFs) + je−jφδ ( f + f0 − kFs)

= FsT
[
−je−jφ A

2
δ ( f − f0) + jejφ A

2
δ ( f + f0)

]
y antitransformando,

xr(t) = A sen(2π f0t+ φ)

que es idéntica a xc(t). El desarrollo en el dominio frecuencial es considerablemente más
simple que la derivación en el dominio temporal efectuada más arriba.

La igualdad (5.34) vale únicamente si se cumplen las condiciones del teorema del muestreo,
esto es cuando f0 < Fs/2. Los siguientes ejemplos muestran que cuando se viola el Teo-
rema la señal recuperada a partir de las muestras puede ser distinta de la señal continua
original.
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Fig. 5.25. Señal continua xc(t) = (1/2)+(1/2) cos(2π f0t) (a) y señal discreta x[n] = [1+
(−1)n]/2 (b) que resulta de muestrear xc(t) al doble de la frecuencia máxima (a
Fs = f0 Hz).

EJEMPLO 5.7. Muestreo crítico de una señal coseno elevado ( fs = 2 f0): parte 1.
La señal continua

xc(t) =
1
2
+

1
2

cos(2π f0t)

que se grafica en la Fig. 5.25(a) se muestrea exactamente al doble de la frecuencia de la señal,
Fs = 2 f0, T = 1/(2 f0) obteniéndose la señal discreta

x[n] = xc(t)|t=nT =
1
2
+

1
2

cos(2π f0Tn) =
1
2
+

1
2

cos(πn) =
1+ (−1)n

2

es decir

x[n] =

{
1, si n es par,
0, si n es impar,

(5.36)

como se muestra en la Fig. 5.25(b) . En este caso se dice que el muestreo es crítico porque frecuencias
de muestreo menores (o períodos de muestreo mayores) violarían el criterio de Nyquist.

Para aplicar la identidad (5.34) se supone la señal x[n] compuesta por dos tonos, uno de frecuencia
ω0 = 0, amplitud A0 = 1/2, y fase φ0 = +π/2, y otro de frecuencia ω1 = π, amplitud A1 = 1/2
y fase φ1 = +π/2. Se tiene entonces que xr(t) = xr0(t) + xr1(t), donde

xr0(t) = A0∑
n

sen(ω0n+φ0) sinc(Fst−n) = A0 sen(ω0Fst+φ0)

=
1
2

sen(0+π/2)=
1
2

,

xr1(t) = A1∑
n

sen(ω1n+φ1) sinc(Fst−n) = A1 sen(ω1Fst+φ1)

=
1
2

sen(π2 f0t+π/2)=
1
2

cos(2π f0t),

de modo que la señal recuperada a la salida del conversor discreto/continuo es

xr(t) = xr0(t) + xr1(t) =
1
2
+

1
2

cos(2π f0t),

que coincide con xc(t). �

En este caso, como el muestreo es exactamente el doble de la frecuencia de la señal, se
podría dudar de la aplicación del la identidad (5.34). A continuación se reconstruye la
señal continua directamente a partir de las muestras.
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EJEMPLO 5.8. Muestreo crítico de una señal coseno elevado (Fs = 2 f0): parte 2.
Como x[n] en la ecuación (5.36) se anula en las muestras impares, es conveniente expresar la señal
reconstruida (5.26) destacando los términos pares n = 2` y los impares n = 2`+ 1, es decir

xr(t) = ∑
`

x[2`]︸ ︷︷ ︸
=1

sinc
(

t− (2`)T
T

)
+∑

`

x[2`+ 1]︸ ︷︷ ︸
=0

sinc
(

t− (2`+ 1)T
T

)
= ∑

`

sinc (Fst− 2`) .

Para resolver la sumatoria se separan los términos correspondientes a ` = 0, ` < 0 y ` > 0,

xr(t) = sinc (Fst) +
+∞

∑
`=1
[sinc (Fst− 2`) + sinc (Fst+ 2`)]

= sinc (Fst) +
+∞

∑
`=1

[
sen (πFst− 2π`)

π (Fst− 2`)
+

sen (πFst+ 2π`)

π (Fst+ 2`)

]
. (5.37)

Teniendo en cuenta que

sen (πFst±2π`)=sen(πFst)cos(2π`)︸ ︷︷ ︸
=1

± sen(2π`)︸ ︷︷ ︸
=0

cos(πFst) = sen(πFst) (5.38)

la ecuación (5.37) puede escribirse como

xr(t) = sinc (Fst) +
1
π

sen (πFst)
+∞

∑
`=1

(
1

Fst− 2`
+

1
Fst+ 2`

)
. (5.39)

Observando que

+∞

∑
`=1

(
1

Fst−2`
+

1
Fst+2`

)
=

+∞

∑
`=1

(
Fst−2`+Fst+2`
(Fst−2`) (Fst+2`)

)

=
+∞

∑
`=1

(
2Fst

(Fst)2−(2`)2

)
=

Fst
2

+∞

∑
`=1

(
1

(Fst/2)2−`2

)
, (5.40)

la ecuación (5.39) se puede expresar como

xr(t) = sinc (Fst) +
1
π

sen (Fst)
Fst
2

+∞

∑
`=1

(
1

(Fst/2)2 − `2

)
= sinc (Fst) +

sen(πFst)
πFst

1
2
(Fst)2

+∞

∑
`=1

(
1

(Fst/2)2 − `2

)

= sinc (Fst)

[
1+ 2(Fst/2)2

+∞

∑
`=1

1
(Fst/2)2 − `2

]
. (5.41)

Notando que

1+ 2a2
+∞

∑
`=1

(
1

a2 − `2

)
=

πa
tan(πa)

,

con a = Fst/2, la ecuación (5.41) se puede escribir como

xr(t) = sinc (Fst)
πFst

2
1

tan(πFst/2)

=
1
2

sen(πFst)
πFst

π fst
cos(πFst/2)
sen(πFst/2)

=
1
2

sen(πFst)
cos(πFst/2)
sen(πFst/2)

. (5.42)
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Fig. 5.26. Señal continua xc(t) = (1/2)+(1/2) sen(2π f0t) (a) y señal discreta x[n] = 1/2
(b) que resulta de muestrear xc(t) a Fs = 2 f0 Hz.

Aplicando la identidad trigonométrica

sen (πt/T) = sen(2πFst/2) = 2 sen(πFst/2) cos(πFst/2), (5.43)

se puede expresar (5.42) como

xr(t)=
1
2
[2 sen(πFst/2) cos(πFst/2)]

cos(πFst/2)
sen(πFst/2)

= cos2(πFst/2) =
1
2
+

1
2

cos (πFst) . (5.44)

Finalmente, recordando que Fs = 2 f0, la expresión (5.44) resulta

xr(t) =
1
2
+

1
2

cos(2π f0t) ≡ xc(t).

que es válida para todo t ∈ R, y muestra que es posible recuperar exactamente la señal xc(t) a
partir de sus muestras x[n] = xc(t)|t=nT . �

Aunque en estos ejemplo la seña recuperada coincide con la señal original, el muestreo a
una frecuencia que sea exactamente el doble de la frecuencia máxima (Fs = 2 f0) no asegura
que la señal recuperada coincida con la original, como revela el siguiente Ejemplo.

EJEMPLO 5.9. Muestreo crítico de la señal del Ejemplo 5.7 desfasada un cuarto de ciclo
La señal continua

xc(t) =
1
2
+

1
2

cos
[
2π f0

(
t+ T0

4

)]
=

1
2
+

1
2

cos
(
2π f0t+ π

2
)
=

1
2
+

1
2

sen (2π f0t)

que se grafica en la Fig. 5.25(a) , es esencialmente la misma señal del ejemplo anterior, desfasada
en T0/4. Si se muestrea al doble de la máxima frecuencia de la señal, T = 1/(2 f0) se obtiene la
señal discreta

x[n] = xc(t)|t=nT =
1
2
+

1
2

sen(2π f0Tn) =
1
2
+

1
2

sen(πn) =
1
2

,

como se muestra en la Fig. 5.25(b) .

Para aplicar la identidad (5.34) se supone la señal x[n] compuesta por un tono de frecuencia ω0 = 0,
amplitud A0 = 1/2, y fase φ0 = 0, de donde resulta

xr(t) = A0 ∑
n

sen(ω0n) sinc(Fst− n) = A0 sen(ω0Fst) =
1
2

sen(0) =
1
2

,

que no coincide con xc(t).
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Nuevamente, como la frecuencia de muestreo es exactamente el doble de la frecuencia de la señal
(muestreo crítico), el teorema del muestreo no es aplicable. Para verificar estos resultados se calcula
la señal de salida del conversor D/C a partir de las muestras x[n] = 1/2. En este caso la señal
recuperada se puede escribir como

xr(t) =
1
2 ∑

n
sinc (Fst− n)

y separando los términos correspondientes a n = 0, n > 0, y n < 0 se tiene que

xr(t) =
1
2

sinc (Fst) +
1
2

+∞

∑
n=1

[sinc (Fst− n) + sinc (Fst+ n)]

=
1
2

sinc (Fst) +
1
2

+∞

∑
n=1

[
sen (πFst− πn)

π (Fst− n)
+

sen (πFst+ πn)
π (Fst+ n)

]
. (5.45)

Teniendo en cuenta que

sen (πFst± πn) = sen(πFst)cos(πn)︸ ︷︷ ︸
=(−1)k

± sen(πn)︸ ︷︷ ︸
=0

cos(πFst) = (−1)k sen(πFst)

la ecuación (5.45) puede escribirse como

xr(t) = sinc (Fst) +
1
π

sen (πFst)
+∞

∑
n=1
(−1)k

(
1

Fst− n
+

1
Fst+ n

)
. (5.46)

Observando que

+∞

∑
n=1
(−1)k

(
1

Fst− n
+

1
Fst+ n

)
=

+∞

∑
n=1
(−1)k

(
Fst− n+ Fst+ n
(Fst− n) (Fst+ n)

)

=
+∞

∑
n=1
(−1)k

(
2Fst

(Fst)2 − n2

)
= 2Fst

+∞

∑
n=1

(
(−1)k

(Fst)2 − n2

)
,

la ecuación (5.46) se puede expresar como

xr(t) =
1
2

sinc (Fst) +
1
2

1
π

sen (πFst) 2Fst
+∞

∑
n=1

[
(−1)k

(Fst)2 − n2

]

=
1
2

sinc (Fst) +
(Fst) sen(πFst)

π(Fst)
Fst

+∞

∑
n=1

[
(−1)k

(Fst)2 − n2

]

=
1
2

sinc (Fst)

[
1+ 2(Fst)2

+∞

∑
n=1

(−1)k

(Fst)2 − n2

]
. (5.47)

Notando que

1+ 2a2
+∞

∑
`=1

[
(−1)k

a2 − `2

]
=

πa
sen(πa)

,

con a = Fst, la ecuación (5.47) se puede escribir como

xr(t) =
1
2

sinc (Fst)
πFst

sen(πFst)
=

1
2

.

En este caso, la señal recuperada xr(t) es distinta a la señal original xc(t); de hecho, las muestras
de la señal xc(t) coinciden con las muestras de la señal continua x̃c(t) = 1/2, como se observa en
la Fig. 5.26(b). �
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Fig. 5.27. Espectros de las señales del Ejemplo 5.7 (a) y del Ejemplo 5.9 (b) para Fs = 2 f0.

Los Ejemplos 5.7 y 5.9 muestran que si la frecuencia de muestreo es exactamente el doble
de la máxima frecuencia de la señal, la recuperación exacta parece depender de la fase
entre la señal continua y el tren de impulsos del muestreo.

Estos ejemplos pueden interpretarse de forma más sencilla en el dominio transformado.
La Fig. 5.27(a) muestra los espectros de las distintas señales del Ejemplo 5.7. El espectro
de la señal xc(t) = (1+ cos 2π f0t)/2 es

X( f ) =
1
2

δ( f ) +
1
4

δ( f + f0) +
1
4

δ( f − f0).

De particular interés es el espectro X(ejω) de la señal discreta x[n]. Como la señal con-
tinua xc(t) de frecuencia máxima f0 se muestrea a Fs = 2 f0, la señal discreta tiene una
componente de frecuencia ω0 = 2π f0/Fs = π. De manera que el espectro está dado por

X(ejω) = π ∑
k

δ(ω− 2πk) +
π

2 ∑
k

δ(ω+ω0 − 2πk) + δ(ω−ω0 − 2πk),

donde la primera sumatoria corresponde a la componente de continua de xc(t) y la se-
gunda a la señal (1/2) cos ω0n = (1/2) cos πn. La periodicidad inherente de X(ejω) hace
que las réplicas ω0− 2πk = π− 2kπ se solapen con las réplicas−ω0− 2πk = −π− 2kπ.
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Para evitar problemas en la reconstrucción, es conveniente considerar que la frecuencia
de la señal es ω0 − ε = π − ε, con ε→ 0, de modo que el espectro resulta

Xε(ejω) = π ∑
k

δ(ω− 2πk) +
π

2 ∑
k

δ(ω+ (ω0−ε)− 2πk) + δ(ω− (ω0−ε)− 2πk)

y las réplicas no se solapan exactamente, como sugiere el gráfico de X(ejω) en la Fig. 5.27(a) .
Finalmente, el filtro reconstructor ideal permite recuperar (con ε → 0) una señal xr(t)
idéntica a la original xc(t).

El análisis espectral para el Ejemplo 5.9 se ilustra en la Fig. 5.27(b). En este caso, el espec-
tro X( f ) tiene componentes complejas debidos al sen 2π f0t, y puede escribirse como

X( f ) =
1
2

δ( f ) +
j
4

δ( f + f0)−
j
4

δ( f − f0).

El espectro discreto está formado por las réplicas cada 2π de los impulsos πδ(ω) corre-
spondientes a la señal de continua, y por las réplicas cada 2π de los impulsos (jπ/2)δ(ω+
ω0) y (−jπ/2)δ(ω−ω0) con ω0 = 2π f0/ fs = π:

X(ejω) = π ∑
k

δ(ω− 2πk) + j
π

2 ∑
k

δ(ω+ω0 − 2πk)− δ(ω−ω0 − 2πk).

Como ω0 = π las réplicas complejas se cancelan entre sí, como sugiere el gráfico de
X(ejω) de la Fig. 5.27(b) . Por lo tanto, el espectro Xr( f ) de la señal reconstruida está
formado por un único impulso de amplitud 1/2 ubicado en f = 0, que corresponde a
una señal continua xr(t) = 1/2.

La señal continua en estos dos ejemplos es casi la misma: la diferencia es un desfasaje de
T0/4 segundos entre ambas. Sin embargo, las señales recuperadas son totalmente distin-
tas. Para evitar estos problemas la frecuencia de muestreo debe ser mayor al doble de la
frecuencia máxima de la señal.

Los ejemplos siguientes muestran que bajo esta condición la diferencia de fase no es un
inconveniente para asegurar la recuperación exacta. Aunque en estos casos se puede
aplicar directamente la interpretación temporal de la Sección 5.8.1, se reconstruyen las
señales de salida del conversor D/C paso a paso para enfatizar las ventajas del cálculo
en el dominio frecuencia.

EJEMPLO 5.10. Muestreo de la señal del Ejemplo 5.7 a Fs = 4 f0.
La señal continua del Ejemplo 5.7

xc(t) =
1
2
+

1
2

cos(2π f0t) (5.48)

que se grafica en la Fig. 5.28(a) se muestrea ahora cada T = 1/(4 f0) obteniéndose la señal discreta

x[n] = xc(t)|t=nT =
1
2
+

1
2

cos(2π f0Tn) =
1
2
+

1
2

cos
(π

2
n
)

es decir

x[n] =


1, si n = 0, 4, 8, ..., 4`,
1/2, si n es impar, n = 2`+ 1,
0, si n = 2, 6, 10, ..., 4`+ 2,
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Fig. 5.28. Señal continua xc(t) = (1/2)+(1/2) cos(2π f0t) (a) y señal discreta x[n] (b)que
resulta de muestrear xc(t) a Fs = 4 f0 Hz.

como se muestra en la Fig. 5.28(b) .

La señal reconstruida (5.26) se puede escribir como

xr(t)=∑
`

x[4`]︸ ︷︷ ︸
=1

sinc (fst−4 )̀+x[4`+2]︸ ︷︷ ︸
=0

sinc[Fst−(4`+2)]+x[2`+1]︸ ︷︷ ︸
=1/2

sinc [Fst−(2`+1)]


y separando las muestras correspondientes a ` = 0, ` > 0 y ` < 0 en cada uno de los dos sumandos
remanentes, se tiene que

xr(t) = sinc (Fst) +
∞

∑
`=1
[sinc (Fst− 4`) + sinc (Fst+ 4`)] +

1
2

+∞

∑
`=0
{sinc [Fst− (2`+ 1)] + sinc [Fst+ (2`+ 1)]}

esto es

xr(t) = sinc (Fst) +
∞

∑
`=1

[
sen π (Fst− 4`)

π (Fst− 4`)
+

sen π (Fst+ 4`)
π (Fst+ 4`)

]
+

1
2

+∞

∑
`=1

[
sen π (Fst−2`−1)

π (Fst−2`−1)
+

sen π (Fst+2`+1)
π (Fst+2`+1)

]
. (5.49)

Como

sen π (Fst±4`) = sen πFstcos 4`π︸ ︷︷ ︸
=1

± cos πFstsen 4`π︸ ︷︷ ︸
=0

= sen πFst,

sen π[Fst±(2`+1)] = sen πFstcos(2`+1)π︸ ︷︷ ︸
=−1

± cos πFstsen(2`+1)π︸ ︷︷ ︸
=0

= − sen πFst, (5.50)

y además

1
Fst− 4`

+
1

Fst+ 4`
=

Fst
8

1
(Fst/4)2 − `2

1
Fst− 2`− 1

+
1

Fst+ 2`+ 1
= 2Fst

1
(Fst)2 − (2`+ 1)2
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la expresión (5.49) se puede escribir como

xr(t) = sinc(Fst)+
1
π

sen(πFst)

[
Fst
8

∞

∑
`=1

1
(Fst/4)2−`2 −

1
2

2Fst
∞

∑
`=0

1
(Fst)2−(2`+1)2

]

=
sen(πFst)

πFst

[
1+2

(
Fst
4

)2 ∞

∑
`=1

1
(Fst/4)2−`2 − (Fst)2

∞

∑
`=0

1
(Fst)2−(2`+1)2

]
. (5.51)

Como además

2a2
∞

∑
`=1

1
a2 − `2=−1+

πa
tan πa

, b2
∞

∑
`=0

1
b2 − (2`+ 1)2

=− bπ

4
tan

πb
2

,

con a = Fst/4, b = Fst, la ecuación (5.51) resulta

xr(t) =
sen (πFst)

πFst
f
(

1− 1+
πFst/4

tan(πFst/4)
+

πFst
4

tan
πFst

2

)
= 1

4 sen (πFst)
(

cos(πFst/4)
sen(πFst/4)

+
sen(πFst/2)
cos(πFst/2)

)
= 1

4 sen (πFst)
cos(πFst/4) cos(πFst/2) + sen(πFst/4) sen(πFst/2)

sen(πFst/4) cos(πFst/2)

= 1
4 sen (πFst)

cos(πFst/4)
sen(πFst/4) cos(πFst/2)

. (5.52)

Finalmente, utilizando la igualdad (5.43), y notando que

sen(πFst/2) = sen(2πFst/4) = 2 sen(πFst/4) cos(πFst/4) (5.53)

resulta, reemplazando (5.43) y (5.53) en (5.52), que

xr(t) =
1
4
(2 sen(πFst/2) cos(πFst/2))

cos(πFst/4)
sen(πFst/4) cos(πFst/2)

=
1
2

sen(πFst/2)
cos(πFst/4)
sen(πFst/4)

=
1
2
[2 sen(πFst/4) cos(πFst/4)]

cos(πFst/4)
sen(πFst/4)

= cos2
(

πFst
4

)
=

1
2
+

1
2

cos
(

πFst
2

)
.

Como Fs = 4 f0, se encuentra que

xr(t) =
1
2
+

1
2

cos(2π f0t) = xc(t),

que indica que la señal reconstruida xr(t) coincide con la señal continua original (5.48) para todo
t ∈ R. �

EJEMPLO 5.11. Muestreo de la señal del Ejemplo 5.9 a Fs = 4 f0.
La señal continua del Ejemplo 5.9

xc(t) =
1
2
+

1
2

sen(2π f0t) (5.54)

que se grafica en la Fig. 5.29(a) se muestrea cada T = 1/(4 f0) obteniéndose la señal discreta

x[n] = xc(t)|t=nT =
1
2
+

1
2

sen(2π f0Tn) =
1
2
+

1
2

sen(
π

2
n)

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.8. Análisis temporal de la reconstrucción de señales* 43

Fig. 5.29. Señal continua xc(t) = (1/2)+(1/2) sen(2π f0t) (a) y señal discreta x[n] (b) que
resulta de muestrear xc(t) a Fs = 4 f0 Hz.

es decir

x[n] =


1/2, si n es par, n = 2`,
1, si n = −3, 1, 5, 9, . . . , n = 4`+ 1,
0 si n = −1, 3, 7, 11, . . . , n = 4`+ 3,

como se muestra en la Fig. 5.29(b) .

La señal reconstruida (5.26) se puede escribir como

xr(t)=∑
`

x[2`]︸ ︷︷ ︸
=1/2

sinc (Fst−2 )̀+x[4`+1]︸ ︷︷ ︸
=1

sinc[Fst−(4`+1)]

 .

Escribiendo sinc (x) como sen(πx)/(πx), y separando las muestras correspondientes a ` = 0,
` > 0 y ` < 0 en cada uno de los dos sumandos remanentes, se tiene que

xr(t) =
1
2

sen(πFst)
(πFst)

+
1
2

∞

∑
`=1

[
sen π (Fst− 2`)

π (Fst− 2`)
+

sen π (Fst+ 2`)
π (Fst+ 2`)

]
+

+∞

∑
`=0

sen π [Fst−(4`+1)]
π [Fst−(4`+1)]

+
+∞

∑
`=1

sen π [Fst−(−4`+1)]
π [Fst−(−4`+1)]

. (5.55)

La sumatoria de los términos de la forma sinc[Fst− (4`+ 1)] debe tratarse con cuidado. El último
término corresponde a los índices de x[n] para n < 0, y cuando ` varía entre 1 y +∞ el índice
(−4`+1) recorre −3, −7, −11, ... [Fig. 5.29(b)]. Por otra parte, el anteúltimo término recorre los
índices positivos: para 0 ≤ ` < ∞, (4`+1) varía entre 1, 5, 9, . . .. Para uniformizar los límites de
las sumatorias, es conveniente escribir

xr(t) =
1
2

sen(πFst)
(πFst)

+
1
2

∞

∑
`=1

[
sen π (Fst− 2`)

π (Fst− 2`)
+

sen π (Fst+ 2`)
π (Fst+ 2`)

]
+

+∞

∑
`=1

{
sen π [Fst−(4`+1)]

π [Fst−(4`+1)]
+

sen π [Fst−(−4`+1)]
π [Fst−(−4`+1)]

}
+

sen[π(Fst− 1)]
π(Fst−1)

, (5.56)

donde el último término de (5.56) corresponde al caso ` = 0 de la anteúltima sumatoria de (5.55). De
manera que, teniendo en cuenta (5.38) y el equivalente a (5.53) la ecuación (5.55) puede escribirse

xr(t) =
1
2

sen(πFst)
(πFst)

+
1
2

sen(πFst)
1
π

∞

∑
`=1

(
1

Fst−2`
+

1
Fst+2`

)
−

sen(πFst)
1
π

∞

∑
`=1

(
1

Fst−4`−1
+

1
Fst+4`−1

)
− sen(πFst)

π(Fst− 1)
. (5.57)
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Observando que

1
π

∞

∑
`=1

[
1

Fst− 2`
+

1
Fst+ 2`

]
= − 1

πFst
+

1/2
tan(πFst/2)

,

1
π

+∞

∑
`=1

[
1

Fst−4`−1
+

1
Fst+4`−1

]
=

1
4
− 1

π(Fst− 1)
− 1/2

1− tan(πFst/4)
,

la ecuación (5.57) se puede escribir como

xr(t) = sen(πFst)
[

1
2πFst

− 1
2πFst

+
1/4

tan(πFst/2)

−1
4
+

1
π(Fst− 1)

+
1/2

1− tan(πFst/4)
− 1

π(Fst− 1)

]
.

Simplificando términos se tiene que

xr(t) = sen(πFst)
[
−1

4
+

1
4 tan(πFst/2)

+
1/2

1− tan(πFst/4)

]
= sen(πFst)

[
−1

4
+

1
4

cos(πFst/2)
sen(πFst/2)

+
1
2

cos(πFst/4)
cos(πFst/4)− sen(πFst/4)

]
= sen(πFst)

1
4 sen(πFst/2)

[
cos(πFst/4) + sen(πFst/4)
cos(πFst/4)− sen(πFst/4)

]
.

Aplicando la identidad trigonométrica (5.43),

xr(t) = 1
4 cos(πFst/2)

[
cos(πFst/4) + sen(πFst/4)
cos(πFst/4)− sen(πFst/4)

]
,

y como cos α = [cos(α/2)]2 − [sen(α/2)]2 = [cos(α/2) + sen(α/2)][cos(α/2)− sen(α/2)] re-
sulta

xr(t) = 1
2 [(πFst/4) + sen(πFst/4)]2

= 1
2

[
cos(πFst/4)2 + sen(πFst/4)2 + 2 cos(πFst/4) sen(πFst/4)

]
= 1

2 +
1
2 sen(πFst/2),

usando en el último paso la identidad (5.43). Recordando finalmente que Fs = 4 f0, se obtiene

xr(t) =
1
2
+

1
2

sen(2π f0t)

que es válida para todo t ∈ R. Nuevamente, la señal recuperada xr(t) coincide exactamente con la
señal original xc(t) dada por la ecuación (5.54). �

Contrariamente a lo que sucede en los Ejemplos 5.7 y 5.9, en los Ejemplos 5.10 y 5.11
se recupera exactamente la señal original, independientemente de cuál sea la relación de
fases entre ella y el tren de impulsos de muestreo. La diferencia entre ambos pares de
ejemplos es que en los dos primeros la frecuencia de muestreo Fs = 1/T es justo el doble
de la frecuencia máxima de la señal (caso límite del teorema de Nyquist), mientras que
en los dos últimos es superior (Fs = 4 f0).

La interpretación en el dominio transformado de los Ejemplos 5.10 y 5.11 se ilustra en la
Fig. 5.30(a) y (b) , respectivamente. La frecuencia de la señal discreta es ω0 = 2π f0/Fs =
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Fig. 5.30. Espectros de las señales de los Ejemplos 5.10 (a) y 5.11 (b) para Fs = 4 f0.

π/2, y por lo tanto las réplicas que forman el espectro X(ejω) no se solapan; en cualquiera
de los casos, la señal xr(t) recuperada con un filtro reconstructor ideal coincide con la
señal continua original xc(t).

Los Ejemplos 5.7 y 5.9 muestran que la violación del teorema del muestreo hace que la
cascada conversor C/D-conversor D/C no sólo sea variante al desplazamiento, sino que
también pierda la linealidad: en el Ejemplo 5.9 la entrada es una señal de frecuencia f0,
pero la salida es una señal de continua (de frecuencia nula). Estos temas se tratan con
más detalle en la siguiente sección.

5.9. Procesamiento discreto de señales de tiempo continuo

Una de las aplicaciones más importantes de los sistemas discretos es el procesamiento
de señales de tiempo continuo. Esto se puede hacer usando un sistema como el que se
muestra en el diagrama bloque de la Fig. 5.31, compuesto por la cascada de un conversor
continuo a discreto (C/D), un sistema discreto, y un conversor discreto a continuo (D/C).

El esquema de la Fig. 5.31 representa una clase grande de sistemas porque la frecuen-
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Fig. 5.31. Sistema para procesamiento discreto de señales continuas.

cia de muestreo y el sistema discreto pueden elegirse a voluntad. El sistema completo
es equivalente a un sistema de tiempo continuo ya que transforma la señal de tiempo
continuo xc(t) en la salida de tiempo continuo yr(t). Sin embargo, las propiedadesl del
sistema dependen de la elección del sistema discreto y del período de muestreo. Por el
momento, se supondrá que el conversor C/D y el conversor D/C de la Fig. 5.31 tienen la
misma frecuencia de muestreo; este requisito no es esencial, y en algunas secciones pos-
teriores se considerarán sistemas donde el tiempo de muestreo de las señales de entrada
y de salida no sea el mismo

En las Secciones 5.2 y 5.7 se han detallado los modelos de los conversores C/D y D/C, re-
spectivamente. Por conveniencia, y como primer paso para comprender el funcionamien-
to del sistema completo, se resumen las representaciones matemáticas de estas opera-
ciones.

A partir de una señal continua xc(t), el conversor C/D produce una señal discreta

x[n] = xc(nT), (5.58)

tomando muestras cada T = 1/Fs de xc(t). La transformada de Fourier X(ejω) de la
sucesión x[n] y la transformada de Fourier de la señal continua xc(t) están relacionadas
por

X(ejω) =
1
T ∑

k
Xc( f − kFs)| f=ω Fs

2π
. (5.59)

El conversor D/C produce una salida de tiempo continuo de la forma

yr(t) = ∑
n

y[n] sinc[(t− nT)/T], (5.60)

donde la sucesión y[n] es la salida del sistema de tiempo discreto cuando la entrada es
la sucesión x[n]. De la ecuación (5.30), la transformada de Fourier Yr( f ) de la señal de
tiempo continuo yr(t) y la transformada de Fourier Y(ejω) de la sucesión y[n] están rela-
cionadas por

Yr( f ) = Hr( f )Y(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

=

{
TY(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
, si | f | < Fs/2,

0, en caso contrario.
(5.61)

La relación entre y[n] y x[n], o entre Y(ejω) y X(ejω) depende de la naturaleza del sis-
tema discreto. El caso más sencillo es cuando el sistema discreto es la identidad, es decir
y[n] = x[n], que se ha analizado detalladamente en la Sección 5.7. Se ha estudiado que si
xc(t) es una señal limitada en banda tal que su transformada de Fourier Xc( f ) = 0 para
| f | > Fs/2, y si el sistema de tiempo discreto en la Fig. 5.31 es el sistema identidad tal que
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y[n] = x[n] = xc(nT), entonces la salida será yr(t) = xc(t). Para obtener este resultado,
se utilizó la representación frecuencial de las señales de tiempo continuo y de tiempo
discreto, ya que la idea de distorsión por solapamiento (aliasing) se entiende más fácil-
mente en el dominio frecuencial. Cuando el sistema discreto en el esquema de la Fig. 5.31
es más complicado que el sistema identidad, es habitual realizar el análisis también en el
dominio frecuencia.

Si el sistema de tiempo discreto es no lineal, o variante en el tiempo, en general no es sen-
cillo encontrar una relación entre las transformadas de Fourier de las señales de entrada
y salida del sistema de la Fig. 5.31. Sin embargo, se puede obtener un resultado simple y
muy útil cuando el sistema discreto es lineal e invariante en el tiempo.

5.9.1. Sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo

Si el sistema discreto en el esquema de la Fig. 5.31 es lineal e invariante en el tiempo,
la relación entre las transformadas de Fourier Y(ejω) y X(ejω) de la salida y[n] y de la
entrada x[n] es

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω) (5.62)

donde H(ejω) es la respuesta en frecuencia del sistema discreto (la transformada de Fouri-
er de la respuesta impulsiva h[n]). Combinando las ecuaciones (5.61) y (5.62) se encuentra
que

Yr( f ) = Hr( f ) H(ejω)X(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

,

y usando (5.59),

Yr( f ) = Hr( f ) H(ejω)
∣∣∣

ω= f 2π
Fs

1
T ∑

k
Xc( f − kFs) (5.63)

Como Xc( f ) = 0 para | f | > Fs/2, entonces el filtro reconstructor Hr( f ) cancela el factor
1/T y selecciona en la sumatiora de la ecuación (5.63) el término que corresponde a k = 0,
es decir

Yr( f ) =

{
H(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
Xc( f ), si | f | < Fs/2,

0, en caso contrario.

Por lo tanto, si Xc( f ) está limitada en banda y si la frecuencia de muestreo es tal que
se cumplen las condiciones del teorema del muestreo, la salida y la entrada del sistema
discreto de procesamiento de señales continuas de la Fig. 5.31 quedan relacionadas según

Yr( f ) = He( f )Xc( f ),

donde He( f ) está dada por

He( f ) =

{
H(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
, si | f | < Fs/2,

0, en caso contrario.
(5.64)

Estas ecuaciones indican que el sistema de la Fig. 5.31 se comporta como un sistema lineal
e invariante en el tiempo cuya respuesta en frecuencia efectiva es la de la ecuación (5.64).

La linealidad y la invariancia en el tiempo del sistema completo mostrado en la Fig. 5.31
depende de dos factores:

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



48 5. Muestreo de señales

Fig. 5.32. Falla de la propiedad de linealidad en un sistema discreto de procesamiento de datos
continuo si no se cumple el teorema de Nyquist.

el sistema de tiempo discreto debe ser lineal e invariante en el tiempo;

la señal de entrada debe ser de banda limitada, y la frecuencia de muestreo debe
ser suficientemente alta de manera que no se produzca aliasing.

Si alguna de estas condiciones no se cumple, el sistema de la Fig. 5.31 no se compor-
ta como un sistema lineal e invariante en el tiempo, como se muestra en los siguientes
ejemplos. En el primero se analiza qué ocurre cuando la señal de entrada es de banda
limitada, pero no se satisface la condición del teorema del muestreo referida a la relación
entre la máxima frecuencia de la señal y la frecuencia de muestreo.

EJEMPLO 5.12. Falla de linealidad si la entrada es de banda limitada, pero viola el teorema
del muestreo
La Fig. 5.32 muestra un sistema discreto de procesamiento de datos continuo en el que el sistema
discreto de la Fig. 5.31 es el sistema identidad, por lo que y[n] = x[n]. Si la señal de entrada
es xc1(t) = 1+ cos(2π f1t), como se muestra en la Fig. 5.32(a) y la frecuencia de muestreo es
Fs = 1/T > 2 f1 (en este caso Fs = 4 f1) se satisfacen las condiciones del teorema del muestreo. La
señal discreta es

x1[n] = xc1(nT) = 1+ cos(πn/2).

De acuerdo a lo comentado más arriba, la salida del sistema completo será igual a la entrada, es
decir, yr1(t) = xc1(t) como se muestra en la Fig. 5.32(b) .

Si se cambia la frecuencia de la señal de entrada a f2 = 3 f1, manteniendo la misma frecuencia de
muestreo Fs = 4 f1, como se muestra en Fig. 5.32(c), ya no se cumple el criferio de Nyquist pues
Fs = (4/3) f2 ≯ 2 f2. En este caso la señal continua de entrada es xc2(t) = 1+ cos(2π f2t) =
1+ cos[2π(3 f1)t], y la señal discreta resulta

x2[n] = xc2(nT) = 1+ cos(3πn/2) = 1+ cos(πn+ πn/2) = 1+ cos(πn/2) = x1[n].

Como la señal discreta es la misma que para la señal anterior, la salida del sistema será yr2(t) =
yr1(t) = xc1(t), como se indica en la Fig. 5.32(d) .

Sintetizando,

si la entrada es xc1(t) = 1+ cos(2π f1t) la salida es yr1(t) = 1+ cos(2π f1t);

si la entrada es xc2(t) = 1+ cos(2π f2t), con f2 = 3 f1, la salida es yr1(t) = 1+ cos(2π f1t).
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Fig. 5.33. Falla de la invariación temporal si la señal de entrada no es de banda limitada.

Esto prueba que el sistema no es lineal, pues en un sistema lineal, una entrada del tipo

xc(t) = A cos(2π f0t)

produce una salida
yr(t) = A |He( f )|| f= f0

cos(2π f0t+ φ0),

donde φ0 = arg(He( f )| f= f0
). Es decir, la salida es una versión escalada y desfasada de la entrada,

pero de la misma frecuencia. Si la frecuencia de la señal de entrada y la frecuencia de muestreo no
cumplen con las condiciones del teorema del muestreo, las componentes frecuenciales de la señal de
salida son distintas a las componentes frecuenciales de la señal de entrada, como indican los cálculos
anteriores y se representa en la Fig. 5.32 s. Por lo tanto, el sistema dicreto de procesamiento de
señales continuas no se comporta como un sistema lineal. �

En el siguiente ejemplo se explora lo que ocurre cuando la entrada al sistema discreto de
procesamiento de datos continuos de la Fig. 5.31 no está limitada en banda, y por lo tanto
tampoco cumple con las condiciones del teorema del muestreo.

EJEMPLO 5.13. Falla de la invariación temporal si la entrada no es de banda limitada
Si ante una entrada xc1(t) un sistema produce una salida yr1(t), se dice que el sistema es invariante
en el tiempo si al excitarlo con una entrada xc2(t) = xc1(t − τ) produce una salida yr2(t) =
yr1(t − τ). En este ejemplo se muestra que si la señal de entrada no es de banda limitada, el
sistema de la Fig. 5.32 puede no comportarse como invariante en el tiempo.

Para demostrar esta falla, se supone que la señal de entrada es un pulso rectangular, de amplitud
unitaria y duración menor al período de muestreo, como se muestra en la Fig. 5.33(a) . El pulso
xc1(t) es tal que vale 1 en t = 0. La señal discreta x1[n] = δ[n], pues como el ancho del pulso es
menor a un período de muestreo, al muestrear la señal continua sólo se “ve” el valor unitario de
xc1(t) en t = 0. Como y[n] = x[n] = δ[n], la salida del conversor D/C está dada por la ecuación
(5.60) para n = 0. es decir, que yr1(t) es la respuesta impulsiva del filtro reconstructor,

yr1(t) = sinc(Fst)

como se muestra en la Fig. 5.33(b) .

Si la entrada xc2(t) es un desplazamiento temporal de xc1(t), por ejemplo,

xc2(t) = xc1(t− τ),
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Fig. 5.34. Respuesta en frecuencia del sistema discreto de la Fig. 5.31 (a). Respuesta en fre-
cuencia efectiva del sistema completo (de tiempo continuo) para señales limitadas en
banda (b).

donde τ es tal que el lapso se tiempo en el que el pulso vale 1 queda comprendido en medio de dos
instantes de muestreo, como se muestra en la Fig. 5.33(c) , es evidente que x2[n] = 0 para todo n.
Por lo tanto, y2[n] = 0 para todo n, y de acuerdo con (5.60),

yr2(t) = 0

para todo t, como se muestra en la Fig. 5.33(d). Esto prueba que el sistema no es invariante en
el tiempo, pues si lo fuese, debería haberse encontrado que la salida del sistema ante la nueva
entrada debería haber sido la respuesta ante la entrada xc1(t) desplazada en el tiempo, es decir,
yr2(t) = yr1(t− τ) = sinc[Fs(t− τ)]. La falla de la invariación temporal se debe a que la señal de
entrada es un pulso rectangular que, como se estudió en el Capítulo 2, no está limitado en banda
pues su transformada de Fourier tiene componentes de frecuencias que se extienden hasta ±∞. �

En general, si el sistema discreto del esquema de la Fig. 5.31 es lineal e invariante en el
tiempo, y si la frecuencia de muestreo y el ancho de banda de la señal de entrada xc(t)
satisfacen el teorema del muestreo, entonces se garantiza que el sistema completo será
equivalente a un sistema de tiempo continuo lineal e invariante en el tiempo, con una
respuesta en frecuencia efectiva dada por (5.64). Más aún, la ecuación (5.64) es válida aún
cuando se solapen algunas de las réplicas del espectro de la señal a la salida del conversor
C/D, siempre y cuando el sistema discreto H(ejω) anule la banda de frecuencias donde
se produce el solapamiento. El siguiente ejemplo ilustra este caso.

EJEMPLO 5.14. Filtrado pasabajos ideal se una señal continua usando un filtro pasabajos
ideal discreto
En el sistema de procesamiento discreto de señales continuas de la Fig. 5.31 el sistema discreto es
un filtro pasabajos cuya respuesta en frecuencia en un período está dada por

H(ejω) =

{
1, |ω| < ωc,
0, ωc < |ω| < π. (5.65)

La respuesta en frecuencia es, por supuesto, periódica de período π, como se muestra en la
Fig. 5.34(a) . Para señales de banda limitada muestreadas adecuadamente (es decir, cumpliendo
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las hipótesis del teorema del muestreo), resulta de la ecuación (5.64) que el sistema completo de la
Fig. 5.31 se comporta como un sistema de tiempo continuo, lineal e invariante en el tiempo, cuya
respuesta en frecuencia es

He( f ) =

{
H(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
, si | f | < Fs/2,

0, si | f | > Fs/2.

Reemplazando ω = f (2π)/Fs en (5.65) se tiene que

H(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

=

 1,
∣∣∣ f 2π

Fs

∣∣∣ < ωc,

0, ωc <
∣∣∣ f 2π

Fs

∣∣∣ < π.

La primera desigualdad puede escribirse como∣∣∣∣ f 2π

Fs

∣∣∣∣ < ωc ≡ | f | < ωc
Fs

2π
:= fc,

y la segunda se transforma en

ωc <

∣∣∣∣ f 2π

Fs

∣∣∣∣ < π ≡ ωc
Fs

2π
< | f | < π

Fs

2π
=

Fs

2
,

de modo que

H(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

=

{
1, | f | < ωc

Fs
2π := fc,

0, fc = ωc
Fs
2π < | f | <

Fs
2 .

Esta ecuación, junto con (5.64), expresan que la respuesta en frecuencia del sistema completo es

He( f ) =

{
1 | f | < ωc

Fs
2π := fc,

0, si | f | > fc.
(5.66)

Esta es la respuesta en frecuencia de un filtro pasabajos ideal de tiempo continuo, como se representa
en la Fig. 5.34(b) . Comparando las Fig. 5.34(a) y (b) , se observa que la respuesta en frecuencia
del sistema equivalente de tiempo continuo He( f ) es un período de la respuesta en frecuencia del
sistema discreto H(ejω) escalada según ω = f (2π)/Fs, para el rango −Fs/2 < f < Fs/2, y cero
para las frecuencias por encima de Fs o por debajo de (−Fs).

El proceso de filtrado de una señal de banda limitada arbitraria xc(t) con respuesta en frecuencia
Xc( f ) se representa en la Fig. 5.35. La máxima componente de frecuencia de xc(t) es fN , como se
nota en la gráfica del espectro Xc( f ) de xc(t) representado en la Fig. 5.35(a) . El muestreo satisface
los requisitos del teorema de Nyquist porque fN < Fs/2.

En la Fig. 5.35(b) se muestra el espectro de la señal intermedia xs(t) que resulta de modular un tren
de impulsos espaciados cada T = 1/Fs con la señal de entrada xc(t). Esta respuesta en frecuencia
es periódica y su período es Fs, como se indica en la figura, y coincide con la respuesta en frecuencia
X(ejω) de la señal discreta x[n] = xc(nT) cuando se evalúa en ω = f (2π)/Fs.

En la Fig. 5.35(c) el espectro X(ejω) y la respuesta en frecuencia del filtro discreto H(ejω) se
grafican en función de la frecuencia discreta ω. Si bien fN y ωN son números distintos, la forma de
representar las Fig. 5.35(b) y (c) pone de manifiesto que la representación en el dominio frecuencial
continuo o discreto sólo se diferencian por un cambio de escalas en el eje de frecuencias (al menos
en el rango | f | < Fs/2, u |ω| < π).

El espectro Y(ejω) = H(ejω)X(ejω) de la salida y[n] = h[n] ∗ x[n] del filtro discreto se ilustra en
la Fig. 5.35(d) , donde se aprecia que la mayor componente de frecuencia ha quedado reducida a ωc
por la acción del filtro.
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En la Fig. 5.35(e) se representa la transformada de Fourier de la salida del filtro discreto en función
de la variable frecuencial continua f . (Este espectro corresponde a la señal intermedia xs(t) en
el esquema del conversor D/C de la Fig. 5.24). En la misma figura se representa la respuesta en
frecuencia del filtro (continuo) reconstructor ideal Hr( f ) del conversor D/C.

Finalmente, en la Fig. 5.35( f ) se muestra la transformada de Fourier Yr( f ) de la salida yr(t) del
filtro reconstructor ideal. Comparando las Fig. 5.35(a) y ( f ) se observa que el sistema completo se
comporta como un sistema continuo lineal e invariante en el tiempo con respuesta en frecuencia
dada por (5.66), y representada en la Fig. 5.34(b) . �

El ejemplo 5.14 permite destacar dos conclusiones importantes:

El filtro pasabajos ideal discreto con frecuencia de corte (discreta) ωc se compor-
ta como un filtro pasabajos ideal continuo con frecuencia de corte (continua) fc =
ωcFs/(2π) cuando se utiliza en la configuración de la Fig. 5.31. La frecuencia de
corte del filtro equivalente depende tanto de ωc como de la frecuencia de muestreo Fs.
En particular, utilizando un filtro discreto determinado, y variando la frecuencia de
muestreo, es posible implementar un filtro continuo con frecuencia de corte contin-
uamente variable. No es para nada trivial diseñar un filtro “analógico” que tenga
esta característica. Por otra parte, los filtros de capacitores conmutados explotan es-
ta característica. En la Fog. 5.36 se muestran un par de páginas de las hojas de datos
del filtro de capacitores conmutados LMF100 de National Semiconductor, donde se
han resaltado los párrafos donde se especifica que la frecuencia de corte del filtro
es función de la frecuencia de reloj fCLK. Otros parámetros del filtro (Q, ancho de
banda, etc.) se controlan con el valor de una relación entre dos resistencias.

La ecuación (5.66) también es válida aún cuando se solapen las réplicas del espectro
de la señal original como se muestra en los espectros de la Fig. 5.35(b) y (c) , siempre
y cuando estas componentes de distorsión sean eliminadas por el filtro H(ejω). La
Fig. 5.35(c) revela que para que la las réplicas solapadas no aparezcan en la salida
del sistema, es suficiente con que

2π −ωN = 2π − fN
2π

Fs
> ωc.

Esta es la situación que se muestra en la Fig. 5.37. En la Fig. 5.37(a) se muestra el espectro
de una señal xc(t) limitada en banda, cuya máxima componente frecuencial es fN . Esta
señal se muestrea a Fs, pero en este caso no se cumple que Fs > 2 fN . Por lo tanto, al
muestrear la señal xc(t) se producirá distorsión por solapamiento. Esto se pone de man-
ifiesto en la Fig. 5.37(b) , que muestra el espectro X(ejω) de la señal x[n], pero graficado
en función de la variable continua f . En la misma figura se indican con líneas de puntos
las réplicas de Xc( f ) cada Fs. La banda de frecuencias comprendida entre Fs − fN y fN
(sombreada en la figura) es donde se solapan las réplicas de los espectros de Xc( f ). En
la Fig. 5.37(c) se grafica este mismo espectro en función de la frecuencia discreta ω, junto
con la respuesta en frecuencia del filtro pasabajos discreto H(ejω). La banda de frecuen-
cias discretas donde aparece la distorsión por solapamiento es

(Fs − fN)
2π

Fs
< ω < fN

2π

Fs

es decir
2π −ωN < ω < ωN ,
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Fig. 5.35. Transformada de Fourier de una señal limitada en banda (a). Transformada de Fourier
de la señal muestreada graficada en función de la frecuencia continua f (b). Trans-
formada de Fourier X(ejω) de la sucesión discreta x[n] y respuesta en frecuencia del
sistema discreto H(ejω) en función de la frecuencia discreta ω (c). Transformada de
Fourier Y(ejω) de la salida y[n] del sistema discreto (d). Trasnformada de Fourier de
la salida del sistema discreto y respuesta en frecuencia del filtro reconstructor ideal
Hr( f ) en función de la frecuencia continua f (e). Transformada de Fourier Yr( f ) de
la salida de tiempo continuo yr(t) ( f ).
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Fig. 5.36. Detalle de las hojas de datos del filtro de capacitores conmutados LMF100 de National
Semiconductor.
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Fig. 5.37. Transformada de Fourier de una señal limitada en banda que no satisface el teorema
del muestreo (a). Transformada de Fourier de la señal muestreada graficada en fun-
ción de f ; como no cumple con el teorema del muestreo, las réplicas se solapan (b).
Transformada de Fourier X(ejω) de la sucesión discreta x[n] y respuesta en frecuencia
del sistema discreto H(ejω) en función de ω. En este caso, el filtro discreto elimina
completamente la distorsión por aliasing (c). Transformada de Fourier Y(ejω) de la
salida y[n] del sistema discreto (d). Transformada de Fourier de y[n] y respuesta en
frecuencia del filtro reconstructor ideal Hr( f ) en función de f (e). Transformada de
Fourier Yr( f ) de la salida yr(t) ( f ).
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Fig. 5.38. Respuesta en frecuencia (módulo y fase) de integradores de tiempo continuo: ideal
(a); con pérdida (b); con pérdida y de banda limitada (c).

donde ωN = fN(2π)/Fs. Se aprecia que, en este caso, la frecuencia de corte ωc del filtro
discreto queda por debajo de la banda donde se produce el solapamiento de las réplicas,

ωc < 2π −ωN

y que en esa banda la respuesta en frecuencia del filtro tiene módulo nulo. Por lo tanto, el
espectro Y(ejω) de la salida y[n] del filtro discreto no se ve afectada por el solapamiento,
como se muestra en la Fig. 5.37(d) . El espectro de esta señal, graficado en función de la
frecuencia continua f se representa en la Fig. 5.37(e) , junto con la respuesta en frecuencia
del filtro reconstructor ideal. Finalmente, el espectro Yr( f ) de la salida yr(t) del filtro
reconstructor ideal se grafica en la Fig. 5.37( f ) . Comparando los espectros Xc( f ) de la
señal continua de entrada xc(t), e Yr( f ) de la señal continua de salida yr(t), se observa
que el sistema de procesamiento discreto de señales continuas de la Fig. 5.31 se comporta
como un filtro pasabajoc continuo con frecuencia de corte fc = ωc(2π/Fs), aún cuando
el ancho de banda de la señal de entrada y la frecuencia de muestreo no satisfacen el teorema del
muestreo.

Aunque en este caso “todo anduvo bien”, en ciertas aplicaciones este tipo de compor-
tamiento puede dar lugar a fenómenos no deseados. Por ello en muchas aplicaciones
es habitual limitar el ancho de banda de la señal de entrada antes de procesarla con el
conversor C/D para eliminar todas las componentes de frecuencia que se extiendan más
allá de la frecuencia de muestreo. Este filtro (analógico) se conoce como prefiltro o filtro
antialiasing, y su funcionamiento se discutirá más adelante, al estudiar algunas consid-
eraciones prácticas del proceso de muestreo (Sección 5.11).

Los siguientes ejemplos de sistemas discretos de procesamiento se señales continuas es-
tudian el caso de un sistema que se comporta como un integrador “con pérdida” o de
banda limitada, y un diferenciador limitado en banda.

EJEMPLO 5.15. Integrador de banda limitada
La respuesta en frecuencia de un integrador continuo ideal es

HI( f ) =
1

j2π f
, −∞ < f < ∞,

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.9. Procesamiento discreto de señales de tiempo continuo 57

Fig. 5.39. Respuesta en frecuencia (módulo y fase) de un integrador discreto de banda limitada.

tal como se representa en la Fig. 5.38(a) . En aplicaciones es habitual utilizar un “integrador con
pérdida”, que en realidad es un filtro pasabajos. La respuesta en frecuencia de un integrador de este
tipo, ilustrada en la Fig. 5.38(b) , es

HIp( f ) =

{
1/(j2π fi), | f | < fi,

1/(j2π f ), fi < | f |.

Finalmente, si este integrador desea implementarse como un sistema de procesamiento discreto de
señales continuas es necesario limitarlo en banda a la mitad de la frecuencia de muestreo, como se
representa en la Fig. 5.38(c). Resulta entonces un sistema con función transferencia

Hc( f ) =


1/(j2π fi), | f | < fi,

1/(j2π f ), fi < | f | < Fs/2,

0, en caso contrario.

El sistema con función transferencia Hc( f ) se comporta como un integrador para cualquier señal
con contenido frecuencial comprendido en el intervalo [ fi, fs/2).

La versión discreta del integrador resulta de efectuar el cambio de variables f 7→ ωFs/(2π), y
replicar la función resultante cada 2π:

H(ejω) = ∑
k

Hc

(
ω

Fs

2π
− 2πk

)
,

que en el rango |ω| < π puede escribirse como

H(ejω) =

{
1/(jωiFs), |ω| < 2π( fi/Fs) = ωi,

1/(jωFs), 2π( fi/Fs) < | f | < π.
(5.67)

donde ωi = 2π fi/Fs. Esta respuesta en frecuencia se representa en la Fig. 5.39. �

A continuación se muestra que el sistema de procesamiento discreto de datos continuos
de la Fig. 5.31 donde el sistema discreto es el integrador discreto de banda limitada del
Ejemplo anterior se comporta efectivamente como un integrador de tiempo continuo.
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EJEMPLO 5.16. Respuesta del integrador de banda limitada ante una entrada senoidal
El sistema del ejemplo anterior se excita con una entrada senoidal

xc(t) = A cos(2π f0t),

donde fi < f0 < fs/2, cuyo espectro es

Xc( f ) =
A
2

δ( f − f0) +
A
2

δ( f − f0).

La señal discreta x[n] se obtiene muestreando al señal continua cada T = 1/Fs segundos,

x[n] = xc(t)|t=nT = A cos[2π( f0/Fs)n] = A cos ω0n (5.68)

donde ω0 = 2π f0/Fs. El espectro de esta señal puede obtenerse por inspección directamente a
partir de la ecuación (5.68), de donde resulta

X(ejω) = ∑
k

πAδ(ω−ω0−2πk) + πAδ(ω+ω0−2πk), (5.69)

o bien a partir del espectro de Xc( f ):

X(ejω) =
1
T ∑

k
Xc( f−kFs)| f=ω

fs
2π

=
1
T ∑

k

[
A
2

δ( f−kFs− f0)+
A
2

δ( f−kFs+ f0)

]∣∣∣∣
f=ω Fs

2π

. (5.70)

Como

δ( f−kFs− f0)| f=ω Fs
2π
=δ

(
ωFs

2π
−kFs− f0

)
= δ

(
Fs

2π

[
ω−k2π− f0

Fs
2π

])
=

2π

Fs
δ(ω−ω0−2πk),

y teniendo en cuenta que FsT = 1, la expresión (5.70) se puede escribir como

X(ejω) =
1
T ∑

k

2π

Fs

A
2

δ(ω−ω0−2πk) +
2π

Fs

A
2

δ(ω+ω0−2πk)

= ∑
k

πAδ(ω−ω0−2πk) + πAδ(ω+ω0−2πk),

que (naturalmente!) coincide con (5.69).

La señal y[n] de salida del filtro discreto puede calcularse como la salida de estado estacionario del
integrador discreto limitado en banda dado por (5.67) cuando se lo excita con la señal (5.68), o
bien calculando el espectro de Y(ejω) y antitransformando. En el primer caso,

y[n] = A|H(ejω0)| cos(ω0n+ φ0),

donde φ0 = arg{|H(ejω0)|}. En este caso, de la expresión (5.67) se encuentra que

|H(ejω0)| = 1
ω0Fs

, φ0 = arg{|H(ejω0)|} = −π

2
,

y por lo tanto,

y[n] =
A

ω0Fs
cos(ω0n− π/2) =

A
ω0Fs

sen(ω0n). (5.71)

Si, en cambio, se calcula y[n] antitransformando el espectro de Y(ejω), se tiene que

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω) = H(ejω)πA ∑
k

δ(ω−ω0−2πk) + δ(ω+ω0−2πk)

= πA ∑
k

H(ej(ω0+2πk))δ(ω−ω0−2πk) + H(e(−jω0+2πk))δ(ω+ω0−2πk).
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Como

H(ej(ω0+2πk)) = H(ejω0) =
1

jω0Fs
, y H(e(−jω0+2πk)) = H(e−jω0) = − 1

jω0Fs
,

porque la respuesta en frecuencia es 2π periódica, se tiene que

Y(ejω) = πA ∑
k

1
jω0Fs

δ(ω−ω0−2πk)− 1
jω0Fs

δ(ω+ω0−2πk)

= πA ∑
k

−j
ω0Fs

δ(ω−ω0−2πk) +
j

ω0Fs
δ(ω+ω0−2πk)

=
πA

ω0Fs
∑
k
−jδ(ω−ω0−2πk) + jδ(ω+ω0−2πk).

El espectro Y(ejω) es la transformada de un seno discreto de amplitud A/(ω0Fs) y frecuencia ω0,
que nuevamente coincide con (5.71).

Una vez calculada y[n], se puede determinar yc(t). Para ello hay que calcular ys(t) y procesarla con
el filtro reconstructor ideal. Como

ys(t) = ∑
n

y[n]δ(t− nT)

y el filtro reconstructor ideal tiene respuesta impulsiva hr(t) = sinc(t/T), se tiene que

yc(t) = hr(t) ∗ ys(t) = hr(t) ∗∑
n

y[n]δ(t− nT) = ∑
n

y[n]hr(t− nT)

= ∑
n

A
ω0Fs

sen(ω0n) sinc(t/T − n) =
A

2π f0
∑
n

sen(ω0n) sinc(t/T − n),

pues ω0 = 2π f0/Fs. De acuerdo a los resultados de la Sección 5.8.1, resulta

yc(t) =
A

2π f0
sen(2π f0t),

que es la integral de xc(t) = A cos(2π f0t),

yc(t) =
∫ t

0
xc(τ)dτ.

El resultado es el mismo si los cálculos se desarrollan en el campo transformado. Partiendo del
espectro de Y(ejω) es más sencillo calcular yc(t). Como Yc( f ) = Hr( f )Ys( f ), y

Ys( f ) = Y(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

,

se tiene que

Yc( f ) = Hr( f )Ys( f ) = Hr( f ) Y(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

= Hr( f )
πA

ω0Fs
∑
k
[−jδ(ω−ω0−2πk) + jδ(ω+ω0−2πk)]|ω= f 2π

Fs

Teniendo en cuenta que

δ(ω−ω0−2πk)|ω= f 2π
Fs
= δ

(
f

2π

Fs
−ω0−2πk

)
= δ

(
2π

Fs

[
f−ω0

Fs

2π
−2πk

Fs

2π

])
=

Fs

2π
δ ( f− f0−kFs)
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resulta que

Yc( f ) = Hr( f )
πA

ω0Fs

Fs

2π ∑
k
−jδ ( f− f0 −kFs) + jδ ( f+ f0−kFs)

= T
π

ω0Fs

Fs

π

[
−j

A
2

δ ( f − f0) + j
A
2

δ ( f + f0)

]
y antitransformando,

yc(t) =
1

ω0Fs
A sen(2π f0t) =

1
2π f0

A sen(2π f0t)

que es la integral de xc(t). Nuevamente, el desarrollo muestra cuánto más sencillo es calcular la
respuesta temporal trabajando con los espectros en el dominio frecuencia. �

En el próximo ejemplo se estudia la implementación de un derivador utilizando un sis-
tema de procesamiento discreto de señales continuas. Al igual que con el ejemplo del
integrador, para lograr una implementación exitosa es necesario limitar el rango de fre-
cuencias donde el sistema se comporta como derivador.

EJEMPLO 5.17. Implementación discreta de un derivador continuo en el tiempo de banda
limitada
El diferenciador de tiempo continuo ideal está caracterizado por la ecuación diferencial

yc(t) =
d
dt

xc(t),

cuya respuesta en frecuencia es
Hc( f ) = j2π f .

Como se necesita que las entradas al sistema de procesamiento discreto de señales continuas de
la Fig. 5.31 sean de banda limitada, para cumplir con los requisitos del teorema del muestreo, es
sufciente que la respuesta en frecuencia de este sistema sea

He( f ) =

{
j2π f , | f | < Fs/2,
0, | f | > Fs/2.

cuyo módulo y fase se muestra en la Fig. 5.40(a) . El sistema de tiempo discreto tiene una respuesta
en frecuencia

H(ejω) = He( f )| f=ω Fs
2π
= j2πω

Fs

2π
,

para |ωFs/(2π)| < Fs/2, que se puede escribir como

H(ejω) = jFsω, para |ω| < π. (5.72)

Esta respuesta se repite periódicamente cada 2π, como se representa en la Fig. 5.40(b) . La respuesta
impulsiva es

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω = j

Fs

2π

∫ π

−π
ωejωndω

=
1

πn2T
(πn cos πn− sen πn)
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Fig. 5.40. Respuesta en frecuencia del diferenciador ideal de tiempo continuo limitado en ban-
da (a). Respuesta en frecuencia del filtro discreto necesario para implementar un
diferenciador continuo limitado en banda usando el esquema de la Fig. 5.31 (b).

que también puede expresarse como

h[n] ==

 0 n = 0,
cos πn

nT
, n 6= 0.

Por lo tanto, si un sistema de tiempo discreto con esta respuesta impulsiva se utiliza en la config-
uración de la Fig. 5.31, la salida de cualquier señal de entrada de banda limitada será la derivada
temporal de la entrada. �

En el ejemplo siguiente se muestra que el sistema de procesamiento discreto de señales
continuas en el que se utiliza como sistema discreto el derivador discreto analizado más
arriba se comporta efectivamente como un derivador analógico.

EJEMPLO 5.18. Respuesta del derivador ante una entrada sinusoidal
Si la entrada al sistema derivador del Ejemplo 5.17 es

xc(t) = A cos(2π f0t), (5.73)
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con f0 < Fs/2, su espectro es

Xc( f ) =
A
2

δ( f + f0) +
A
2

δ( f − f0).

La señal discreta x[n] está dada por

x[n] = xc(nT) = A cos(2π f0Tn) = A cos(ω0n)

donde ω0 = 2π f0T = f0(2π/Fs). La transformada de Fourier expresada en función de f es

X(ejω) =
1
T ∑

k
Xc( f − kFs)| f=ω Fs

2π

=
A

2T ∑
k

δ

(
ω

Fs

2π
+ f0 − kFs

)
+ δ

(
ω

Fs

2π
− f0 − kFs

)
= ∑

k
πAδ(ω+ω0 − 2πk) + πAδ(ω−ω0 − 2πk).

En la banda de frecuencias |ω| < π (que corresponde a k = 0) se tiene que

X(ejω) = πAδ(ω+ω0) + πAδ(ω−ω0) para |ω| < π.

Este es el espectro de la señal a la entrada del sistema discreto; el espectro de la salida es Y(ejω) =
H(ejω)X(ejω), donde H(ejω) está dado por (5.72). Se tiene entonces que, en el intervalo |ω| < π,

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω)

= jFsω [πAδ(ω+ω0) + πAδ(ω−ω0)]

= −jπAFsω0δ(ω+ω0) + jπAFsω0δ(ω−ω0),

donde se aplicó la propiedad de colador del impulso: ωδ(ω−ω0) = ω0δ(ω−ω0).

La transformada de Fourier de la salida del conversor D/C en el intervalo | f | < F2/2 es, de acuerdo
a la ecuación (5.61)

Yr( f ) = Hr( f ) Y(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

= T [−jπAFsω0δ(ω+ω0) + jπAFsω0(ω−ω0)]|ω= f 2π
Fs

= T
[
−jπAFsω0δ

(
f

2π

Fs
+ω0

)
+ jπAFsω0δ

(
f

2π

Fs
−ω0

)]
= −jπAω0δ

[
2π

Fs

(
f +ω0

Fs

2π

)]
+ jπAω0δ

[
2π

Fs

(
f −ω0

Fs

2π

)]
= −jπAω0

Fs

2π
δ ( f + f0) + jπAω0

Fs

2π
δ ( f − f0)

= −j
A
2

2π f0δ ( f + f0) + j
A
2

2π f0δ ( f − f0) (5.74)

donde se ha utilizado la propiedad de escalado del impulso, y el hecho que ω0Fs/(2π) = f0. La
expresión (5.74) representa un par de impulsos de amplitud ±j2π f0 A/2 ubicados en ± f0, y por lo
tanto es la transformada de Fourier de una señal [− sen(2π f0t)] de amplitud 2π f0 A. Es decir

yr(t) = −2π f0 A sen(2π f0t),

y se verifica efectivamente que yr(t) es la derivada temporal de xc(t) dada por (5.73). �

En los siguientes ejemplos se analiza el comportamiento de un sistema de procesamiento
discreto de señales continuas cuando la entrada es una señal de banda limitada, pero
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Fig. 5.41. Sistema de procesamiento discreto de datos continuos del Ejemplo 5.19.

que no satisface el teorema del muestreo, y también cuando la señal no está limitada en
banda.

El primero es una extensión del Ejemplo 5.12, en que el sistema de procesamiento discreto
de señales continuas no se comporta como un sistema lineal cuando la señal de entrada es
de banda limitada, pero cuya máxima frecuencia es mayor que la mitad de la frecuencia
de muestreo. La diferencia con el Ejemplo 5.12 es que en este caso el filtro discreto no es
una constante unitaria, sino un filtro pasaaltos.

EJEMPLO 5.19. Procesamiento discreto de una señal de banda limitada que no satisface el
teorema del muestreo
En el sistema de procesamiento discreto de señales continuas de la Fig. 5.41, el sistema discreto
lineal e invariante en el tiempo es un filtro pasaalto con respuesta en frecuencia

H(ejω) =

{
0, |ω| < π/3,
1, π/3 < |ω| < π,

como se muestra en la Fig. 5.42. La frecuencia de muestreo es Fs = 8 kHz, y la señal de entrada es

xc(t) = 1+ 3 cos(2π f0t) + 4 cos(2π f1t) (5.75)

con f0 = 2 kHz, y f1 = 5 kHz. El objetivo es calcular la salida continua de estado estacionario
yc(t). La forma más sencilla de hacerlo es calculando los espectros de las señales en cada punto de
la cascada de la Fig. 5.41.

El espectro Xc( f ) de la señal de entrada es

Xc( f ) = δ( f ) + 3
2 δ( f − f0) +

3
2 δ( f + f0) + 2δ( f − f1) + 2δ( f + f1),

como se se muestra en la Fig. 5.43(a) .

Para calcular el espectro Xs( f ) de la señal xs(t), es conveniente pensar que esta señal es el
resultado de modular un tren de impulsos ideal por la señal de tiempo continua xc(t). Es decir,
xs(t) se puede escribir como

xs(t) = xc(t)pT(t),

Fig. 5.42. Respuesta en frecuencia del sistema discreto del Ejemplo 5.19.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



64 5. Muestreo de señales

donde pT(t) es el tren de impulsos ideal, pT(t) = ∑r δ(t− rT), cuya transformada es

PT( f ) =
1
T ∑

k
δ( f − k fs).

Aplicando el teorema de convolución frecuencial, se tiene que

Xs( f ) = Xc( f ) ∗ PT( f )

= Xc( f ) ∗ 1
T ∑

k
δ( f − kFs) =

1
T ∑

k
Xc( f − kFs)

=
1
T ∑

k
δ( f−kFs)+

3
2 δ( f− f0−kFs)+

3
2 δ( f+ f0−kFs)+2δ( f− f1−kFs)+2δ( f+ f1−kFs)

que se muestra en la Fig. 5.43(b) .
La señal discreta x[n] se obtiene al muestrear xc(t) a Fs = 1/T = 8000 Hz, y entonces

x[n] = xc(t)|t=nT = 1+ 3 cos(2π f0t) + 4 cos(2π f1t)|t=nT

= 1+ 3 cos(2π f0/Fs n) + 4 cos(2π f1/Fs n)
= 1+ 3 cos

(
2π 2000

8000 n
)
+ 4 cos

(
2π 5000

8000 n
)

= 1+ 3 cos
(

π
2 n
)
+ 4 cos

( 5
4 πn

)
.

Como cos
( 5

4 πn
)
= cos

( 5
4 πn− 2πn

)
= cos

(
− 3

4 πn
)
= cos

( 3
4 πn

)
, la señal x[n] puede

escribirse como
x[n] = 1+ 3 cos

(
π
2 n
)
+ 4 cos

( 3
4 πn

)
donde las frecuencias discretas son ω0 = 2π( f0/Fs) = π/2 y ω1a = 3π/4. La frecuencia
discreta original ω1 = 2π( f1/Fs) = 5π/4 queda fuera del intervalo (−π, π), pero se puede
representar con una señal de frecuencia ω1a = 3π/4 que queda dentro de dicho intervalo.
El espectro X(ejω) de la señal discreta x[n] se puede calcular como

X(ejω) = Xs( f )| f= ω
2π Fs

=
1
T ∑

k
δ( f−kFs)+

3
2 δ( f− f0−kFs)+

3
2 δ( f+ f0−kFs)

∣∣∣∣∣
f= ω

2π Fs

+
1
T ∑

k
2δ( f− f1−kFs)+2δ( f+ f1−kFs)

∣∣∣∣∣
f= ω

2π Fs

=
1
T ∑

k
δ( ω

2π Fs−kFs)+
3
2 δ( ω

2π Fs− f0−kFs)+
3
2 δ( ω

2π Fs+ f0−kFs)

+
1
T ∑

k
2δ( ω

2π Fs− f1−kFs)+2δ( ω
2π Fs+ f1−kFs)

=
1
T ∑

k
δ
[

Fs
2π (ω−2πk)

]
+ 3

2 δ
[

Fs
2π (ω− 2π

f0
Fs
−2πk)

]
+ 3

2 δ
[

Fs
2π (ω+ 2π

f0
Fs
−2πk)

]
+

1
T ∑

k
2δ
[

Fs
2π (ω− 2π

f1
Fs
−2πk)

]
+2δ

[
Fs
2π (ω+ 2π

f1
Fs
−2πk)

]
=

2π

TFs
∑
k

δ(ω−2πk)+ 3
2 δ(ω−ω0−2πk)+ 3

2 δ(ω+ω0−2πk)

+
2π

TFs
∑
k

2δ(ω−ω1−2πk)+2δ(ω+ω1−2πk)

= ∑
k

2πδ(ω−2πk)+3πδ(ω−ω0−2πk)+3πδ(ω+ω0−2πk)

+∑
k

4πδ(ω−ω1−2πk)+4πδ(ω+ω1−2πk)
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donde ω0 = 2π( f0/Fs) = π/2 y ω1 = 2π( f1/Fs) = 5π/4. También se ha aplicado la
propiedad de escalado del impulso, δ(at) = (1/|a|)δ(t). De acuerdo a lo indicado más arriba,
cos(ω1n) = cos(ω1an), con ω1a = 3π/4. De modo que

X(ejω) = ∑
k

2πδ(ω−2πk)+3πδ(ω−ω0−2πk)+3πδ(ω+ω0−2πk)

+∑
k

4πδ(ω−ω1a−2πk)+4πδ(ω+ω1a−2πk).

Este espectro se muestra en la Fig. 5.43(c) .

La señal y[n] resulta de filtrar x[n] con el filtro pasaaltos con respuesta en frecuencia H(ejω),
representado en la Fig. 5.43(d) . El filtro remueve la componente de continua δ(ω) y sus
réplicas, δ(ω + 2πr), como se muestra en la Fig. 5.43(e) , de manera que el espectro de la
salida es

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω)

= ∑
k

3πδ(ω−ω0−2πk)+3πδ(ω+ω0−2πk)

+∑
k

4πδ(ω−ω1a−2πk)+4πδ(ω+ω1a−2πk).

La señal ys(t) se obtiene escalando temporalmente la señal discreta y[n]. Entonces,

Ys( f ) = Y(ejω)
∣∣∣
ω=

f
Fs 2π

= ∑
k

3πδ(ω−ω0−2πk)+3πδ(ω+ω0−2πk)

∣∣∣∣∣
ω=

f
Fs 2π

+ ∑
k

4πδ(ω−ω1a−2πk)+4πδ(ω+ω1a−2πk)

∣∣∣∣∣
ω=

f
Fs 2π

= ∑
k

3πδ
(

f
Fs

2π−ω0−2πk
)
+3πδ

(
f

Fs
2π+ω0−2πk

)
+∑

k
4πδ

(
f

Fs
2π−ω1a−2πk

)
+4πδ

(
f

Fs
2π+ω1a−2πk

)
= ∑

k
3πδ

[
2π
Fs

(
f−ω0

Fs
2π−2πk Fs

2π

)]
+3πδ

[
2π
Fs

(
f+ω0

Fs
2π−2πk Fs

2π

)]
+∑

k
4πδ

[
2π
Fs

(
f−ω1a

Fs
2π−2πk Fs

2π

)]
+4πδ

[
2π
Fs

(
f+ω1a

Fs
2π−2πk Fs

2π

)]
=

Fs

2π ∑
k

3πδ ( f− f0−kFs)+3πδ ( f+ f0−kFs)

+
Fs

2π ∑
k

4πδ ( f− f1a−kFs)+4πδ ( f+ f1a−kFs)

de modo que

Ys( f )=
1
T ∑

k

3
2 δ ( f− f0−kFs)+

3
2 δ ( f+ f0−kFs)+2δ ( f− f1a−kFs)+2δ ( f+ f1a−kFs) .

donde f1a = ω1aFs/(2π) = 3π/4× 8000/(2π) = 3000 Hz. Este espectro se grafica en la
Fig. 5.43( f ) .
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Fig. 5.43. Espectros de las diferentes señales del Ejemplo 5.19. Las réplicas se indican con líneas
de trazos.
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La respuesta en frecuencia del filtro reconstructor que se representa en la Fig. 5.43(g) es

Hr( f ) =

{
T, | f | < Fs/2,
0, en caso contrario.

La señal continua de salida yc(t) se obtiene filtrando la señal impulsiva ys(t) por el filtro reconstructor
ideal. Por lo tanto,

Yc( f ) = Hr( f )Ys( f )

= Hr( f )

[
1
T ∑

k

3
2 δ ( f− f0−kFs)+

3
2 δ ( f+ f0−kFs)+2δ ( f− f1a−kFs)+2δ ( f+ f1a−kFs)

]
= 3

2 δ ( f− f0)+
3
2 δ ( f+ f0)+2δ ( f− f1a)+2δ ( f+ f1a)

tal como se muestra en la Fig. 5.43(h).

La señal continua de salida yc(t) se puede derivar a partir del espectro Ys( f ) calculado en el inciso
anterior, y resulta

yc(t) = 3 cos(2π f0t) + 4 cos(2π f1at) = 3 cos(2π2000t) + 4 cos(2π3000t). (5.76)

Como la señal de entrada xc(t) no cumple con el teorema del muestreo (la mayor componente
frecuencial es de frecuencia f1 = 5 kHz, que es mayor que Fs/2 = 4 kHz) el sistema completo
no se comporta como un sistema lineal. Esto se comprueba al comparar la señal de entrada xc(t)
en (5.75) con la salida yc(t) dada por (5.76): en la señal de salida aparece una componente de
frecuencia f1a = 3 kHz que no está presente en la señal de entrada.

Para entradas que satisfagan las hipótesis del teorema del muestreo se puede calcular la respuesta
en frecuencia del sistema continuo, que está dada por

Hc( f ) =
Yc( f )
Xc( f )

=

{
H(ejω)

∣∣
ω=

f
Fs 2π

, | f | < Fs/2

0, en caso contrario.

Teniendo en cuenta la expresión de H(ejω) se tiene que

Hc( f ) =

{
1, π

3 < |
f

Fs
2π| < π,

0, en caso contrario.
=

{
1, π

3
Fs
2π < | f | < π Fs

2π ,
0, en caso contrario.

=

{
1, Fs/6 < | f | < Fs/2,
0, en caso contrario.

que puede escribirse como

Hc( f ) =

{
1, 4

3 kHz < | f | < 4 kHz,
0, en caso contrario.

Como se comentó anteriormente, para que todo el sistema de la Fig. 5.41 se comporte como uno
lineal e invariante en el tiempo para cualquier tipo de entrada, se suele colocar un filtro analógico
antes del conversor C/D de manera de cancelar todas las componentes de frecuencia que estén por
encima de Fs/2. Este prefiltro será analizado en la Sección 5.11. �

El ejemplo siguiente es una variación del Ejemplo 5.13, en que el sistema de procesamien-
to discreto de señales continuas no se comporta como un sistema invariante en el tiempo
porque la señal de entrada no es de banda limitada, y por lo tanto no cumple con las
hipótesis del Teorema del muestreo. La diferencia con el Ejemplo 5.13 es que el filtro
discreto es un filtro pasaaltos, en lugar de uno con función transferencia unitaria.
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EJEMPLO 5.20. Procesamiento discreto de una señal continua que no está limitada en
banda
En el sistema de procesamiento discreto de señales continuas de la Fig. 5.41, el sistema discreto
H(ejω) es es el mismo filtro del Ejemplo 5.19. En este caso, la señal de entrada

xc(t) = u(t+ T/10)− u(t− T/10)

que se muestra en la Fig. 5.44(a) no es de banda limitada, ya que su espectro es Xc( f ) =
(T/5) sinc(T f /5) [Fig. 5.44(b)]. Se desea calcular la señal continua de salida yc(t).
Cuando xc(t) se muestrea con el tren de impulsos pT(t) lo que se obtiene es la señal xs(t) = δ(t)
que se representa en la Fig. 5.44(c) . El espectro Xs( f ) está formado por las infinitas réplicas (cada
Fs) de Xc( f ). Como Xc( f ) no es de banda limitada, las réplicas se solapan, de modo que

Xs( f ) = 1
T ∑

r
Xc( f − rFs) =

1
T ∑

r
(T/5) sinc[(T/5)( f − rFs)]

=
1
5 ∑

r
sinc(T f /5− r/5).

Aunque esta suma es complicada de resolver, el espectro Xs( f ) se puede calcular transformando
xs(t):

Xs( f ) =
∫ ∞

−∞
xs(t)e−j2π f tdt =

∫ ∞

−∞
δ(t)e−j2π f tdt = 1,

que se representa en la Fig. 5.44(d) .

La señal discreta x[n] resulta de convertir los impulsos continuos en impulsos discretos, cuyo valor
es el área del impulso continuo. En consecuencia, x[n] = δ[n] [Fig. 5.44(e)], y su espectro es

X(ejω) = ∑
n

x[n]e−jωn = 1.

como se muestra en la Fig. 5.44( f ) . Aquí se verifica que X(ejω) = Xs( f )| f=ω Fs
2π

.

La salida y[n] del sistema discreto con respuesta en frecuencia

H(ejω) =

{
0, |ω| < π/3,
1, π/3 < |ω| < π,

es la respuesta impulsiva del sistema discreto, ya que la entrada es un impulso (x[n] = δ[n]), y por
lo tanto se puede calcular como la antitransformada de H(ejω). Este es un pasaalto con frecuencia
de corte en π/3, como se muestra en la Fig. 5.44(h). Hay varias maneras de calcular h[n], por
ejemplo antitransformando H(ejω),

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω,

pero una particularmente sencilla es escribir el pasaaltos como la diferencia entre una constante y
un pasabajos, es decir,

H(ejω) = 1− HPB(ejω),
de donde

h[n] = δ[n]− hPB[n],
donde HPB(ejω), hPB[n] son la respuesta en frecuencia y la respuesta impulsiva, respectivamente,
de un pasabajo con frecuencia de corte en π/3. Es sencillo calcular que

hPB[n] =
1

2π

∫ π

−π
HPB(ejω)ejωndω

=
1

2π

∫ π/3

−π/3
ejωndω =

1
j2πn

(
ejπn/3 − e−jπn/3

)
=

sen(πn/3)
πn

=
1
3

sen(πn/3)
πn/3

=
1
3

sinc(n/3),
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Fig. 5.44. Señales y espectros vinculados al Ejemplo 5.20.
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y por lo tanto,

h[n] = δ[n]− 1
3 sinc(n/3) =

{
2/3, n = 0,
−(1/3) sinc(n/3), n 6= 0.

como se representa en la Fig. 5.44(g).

Evidentemente, y[n] = h[n] pues x[n] = δ[n], y Y(ejω) = H(ejω), como se representa en las
Fig. 5.44(i)-(j).

Para calcular ys(t), Ys( f ) se debe escalar Y(ejω). Se tiene entonces,

Ys( f ) = Y(ejω)
∣∣∣
ω=

f
fs

2π
=

{
0, |ω| < π/3,
1, π/3 < |ω| < π,

=

 0, | f
Fs

2π| < π/3,

1, π/3 < | f
Fs

2π| < π,
=

{
0, | f | < Fs/6,
1, Fs/6 < | f | < Fs/2,

que se repite periódicamente cada Fs, como se muestra en la Fig. 5.44(l). Por otra parte, la señal
temporal es

ys(t) = ∑
n

y[n]δ(t− nT).

es decir, un tren de impulsos discretos modulados por la señal discreta y[n], tal como se representa
en la Fig. 5.44(k).

Finalmente, para obtener yc(t) se debe filtrar ys(t) con el filtro reconstructor ideal con respuesta
en frecuencia

Hr( f ) =

{
1, | f | < Fs/2,
0, en caso contrario,

graficada en la Fig. 5.44(n), y cuya respuesta impulsiva es hr(t) = sinc( fst) [Fig. 5.44(m)]. Por lo
tanto, el espectro Yc( f ) de la señal continua yc(t) es la cascada de Ys( f ) con Hr( f ),

Yc( f ) = Ys( f )Hr( f ) =

{
1, Fs/6 < | f | < Fs/2,
0, en caso contrario,

que se muestra en la Fig. 5.44(p), y la señal continua yc(t) es la convolución entre ys(t) y hr(t)

yc(t) = ys(t) ∗ hr(t)
= hr(t) ∗∑

n
y[n]δ(t− nT)

= ∑
n

y[n]{hr(t) ∗ δ(t− nT)} = ∑
n

y[n]hr(t− nT)

= ∑
n

(
δ[n]− 1

3 sinc(n/3)
)

hr(t− nT)

como se representa en la Fig. 5.44(o). Una expresión cerrada para yc(t) se puede calcular fácilmente
antitransformando Yc( f ). Se muestran dos maneras de calcularlo.

El espectro Yc( f ) se puede escribir como la diferencia de dos pasabajos de ganancia T, uno
con frecuencia de corte en Fs/2 y otro con frecuencia de corte en Fs/6:

Yc( f ) = HPB(Fs/2)( f )− HPB(Fs/6)( f ).

Como hPB(Fs/2)(t) = T× (2× Fs/2) sinc(Fst), y hPB(Fs/6)(t) = T× (2× Fs/6) sinc(tFs/3),
resulta

yc(t) = sinc(Fst)− (1/3) sinc(Fst/3), (5.77)

que se representa en la Fig. 5.45.
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Fig. 5.45. Salida yc(t) del sistema del Ejemplo 5.20 ante una entrada xc(t) = u(t+ T/10)−
u(t− T/10).

Fig. 5.46. Otra forma de calcular la antitransformada de Yc( f ).

El espectro Yc( f ) se puede escribir como

Yc( f ) = G( f + fm) + G( f − fm) = G( f ) ∗ [δ( f + fm) + δ( f − fm)] , (5.78)

donde G( f ) está dado por

G( f ) =

{
T, | f | < ∆ f /2,
0, en caso contrario.

con

fm=
1
2

(
Fs

6
+

Fs

2

)
=

1
3

Fs, y ∆ f =
(

Fs

2
− Fs

6

)
=

Fs

3
,

como se muestra en la Fig. 5.46. Entonces, de la ecuación (5.78), aplicando la propiedad de
convolución en frecuencia, se tiene que

yc(t) = g(t)× 2 cos(2π fmt)

donde g(t) es la respuesta impulsiva del pasabajos definido por G( f ), es decir,

g(t) = T × ∆ f × sinc(∆ f t) = T Fs
3 sinc( Fs

3 t) = (1/3) sinc(Fst/3).

Entonces,
yc(t) = (2/3) sinc(Fst/3) cos(2πFst/3). (5.79)

La igualdad de (5.77) y (5.79) se puede comprobar aplicando identidades trigonométricas. �

5.9.2. Relación entre las respuestas impulsivas: invariación al impulso

En la sección anterior se mostró que el sistema cascada de la Fig. 5.31 puede compor-
tarse de manera equivalente a un sistema continuo para entradas de banda limitada que
cumplan con el teorema del muestreo. En esta sección se trata el problema de diseñar el
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Fig. 5.47. Sistema continuo lineal e invariante en el tiempo (a). Sistema equivalente para en-
tradas de banda limitada (b).

sistema discreto de manera que el esquema de la Fig. 5.31 se comporte como un sistema
continuo dado.

En la Fig. 5.47(a) se muestra un sistema continuo lineal e invariante en el tiempo, con
respuesta en frecuencia Hc( f ) y respuesta impulsiva hc(t), que se desea implementar
con un sistema discreto como el de la Fig. 5.47(b) . La ecuación (5.64) indica cómo elegir
H(ejω) de manera que He( f ) = Hc( f ). Específicamente,

H(ejω) = Hc( f )| f=ω Fs
2π

, |ω| < π, (5.80)

con el requisito adicional que la frecuencia de muestreo Fs debe elegirse de manera que

Hc( f ) = 0 para | f | > Fs/2. (5.81)

Si Hc( f ) no se anula para | f | > Fs/2 es imposible que los dos sistemas sean equivalentes,
ya que el filtro reconstructor del conversor D/C de la Fig. 5.47(a) impone esta condición
para el sistema de procesamiento discreto de señales continuas.

Bajo las restricciones impuestas por las ecuaciones (5.80) y (5.81), se puede derivar una
relación entre la respuesta impulsiva hc(t) del sistema continuo, y la respuesta impulsiva
h[n] del sistema discreto. En particular, como se verá a continuación, la relación entre
ambas está dada por

h[n] = T hc(t)|t=nT = Thc(nT), (5.82)

es decir, que la respuesta impulsiva del sistema discreto es una versión muestreada (cada
T) y escalada (por T) de la respuesta impulsiva del sistema continuo. Cuando las respues-
tas impulsivas discretas h[n] y continuas hc(t) están relacionadas por la ecuación (5.82)
se dice que el sistema discreto es una versión invariante al impulso del sistema continuo.

La expresión (5.82) es consecuencia directa de la discusión de la Sección 5.3. Cuando x[n]
y xc(t) se reemplazan por h[n] y hc(t) en (5.77), es decir

h[n] = hc(t)|t=nT = hc(nT), (5.83)

la ecuación (5.11) se puede escribir como

H(ejω) =
1
T ∑

k
Hc( f − kFs)| f=ω Fs

2π
,
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y si se satisface (5.81)

H(ejω) =
1
T

Hc( f )| f=ω Fs
2π

, |ω| < π. (5.84)

Comparando la ecuación (5.80) y (5.84), la diferencia es un factor de escala 1/T. Modifi-
cando las ecuaciones (5.83) y (5.84) para tener en cuenta este factor se tiene

h[n] = |T hc(t)|t=nT = Thc(nT), (5.85)

H(ejω) = Hc( f )| f=ω Fs
2π

, |ω| < π. (5.86)

Otra forma de obtener esta relación es a partir de la antitransformada de la TFTD, que
establece que

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω =

1
2π

∫ π

−π
Hc( f )| f=ω Fs

2π
ejωndω.

Cambiando las variables ω = 2π f /Fs, resulta dω = (2π/Fs)d f , y los extremos de inte-
gración cambian a (−Fs/2) y Fs/2. Por lo tanto,

h[n] =
2π

Fs

1
2π

∫ Fs/2

−Fs/2
Hc( f )ej f 2π

Fs nd f =
1
Fs

∫ Fs/2

−Fs/2
Hc( f ) d f . (5.87)

Teniendo en cuenta que 1/Fs = T, y que Hc( f ) = 0 si | f | < Fs/2, la ecuación (5.87) puede
escribirse como

h[n] = T
∫ ∞

−∞
Hc( f )ej2π f (nT) d f . (5.88)

Finalmente, recordando que hc(t) =
∫ ∞
−∞ Hc( f )ej2π f td f , resulta que∫ ∞

−∞
Hc( f )ej2π f (nTs) d f = hc(t)|t=nT ,

de manera que (5.88) puede expresarse como

h[n] = T hc(t)|t=nT = Th(nT),

esto es, que la respuesta impulsiva del sistema muestreado son las muestras cada T se-
gundos de la respuesta impulsiva del sistema continuo, escaladas por el factor T.

EJEMPLO 5.21. Respuesta impulsiva para un filtro pasabajos ideal
Se desea que el sistema de la Fig. 5.47(b) se comporte como un filtro de tiempo continuo tipo
pasabajos ideal con frecuencia de corte fc cuya respuesta en frecuencia es

Hc( f ) =

{
1, | f | < fc.
0, en caso contrario.

Como se estudió en el Capítulo 2, la respuesta impulsiva de este sistema es

hc(t) = 2 fc sinc(2 fct).

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



74 5. Muestreo de señales

De acuerdo con el método de la invariación al impulso, la respuesta impulsiva del sistema discreto
es

h[n] = Thc(nT)
= 2T fc sinc(2 fcTn)

=
2 fc

Fs
sinc

(
2 fc

Fs
n
)

y definiendo ωc = 2π fc/Fs, se tiene que

h[n] =
ωc

π
sinc

(ωc

π
n
)

,

que es la expresión calculada en el Capítulo 3 de la respuesta impulsiva de un filtro discreto pasabajos
ideal con respuesta en frecuencia

H(ejω) =

{
1, |ω| < ωc.
0, ωc < |ω| < π.

Se verifica, además que
H(ejω) = Hc( f )| f=ω Fs

2π

como postula la ecuación (5.86). �

El inconveniente con los filtros del ejemplo anterior es que no pueden implementarse
porque:

no son causales ya que las respuestas impulsivas no se anulan para t < 0 o para
n < 0, y

la respuesta impulsiva del filtro discreto no puede ser la respuesta impulsiva prove-
niente de una ecuación a diferencias, como se discutió en el Capítulo 3.

En el ejemplo siguiente se investiga la implementación de un filtro pasabajos no ideal de
primer orden.

EJEMPLO 5.22. Invariación al impulso de un sistema de tiempo continuo con función de
sistema racional
Muchos sistemas de tiempo continuo tienen funciones transferencia de la forma

Hc(s) =
N

∑
n=1

Ak
s+ sn

donde sn, con 1 ≤ n ≤ N son los polos del sistema. Para simplificar la presentación se considera el
caso en que el filtro está formado por un solo término, cuya función de sistema es

Hc(s) = A
s0

s+ s0
, (5.89)

donde sin pérdida de generalidad, se supone que s0 = 2π f0 > 0 es real (la condición s0 > 0
asegura que el sistema es estable). Esta es la función transferencia de un filtro pasabajos analógico,
con frecuencia de corte s0 radianes/s o f0 Hz, y ganancia A. (La expresión (5.89) permite que
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la ganancia se mantenga constante aún cuando se varíe la posición del polo). La transformada de
Fourier es

Hc( f ) = Hc(s)|s=j2π f = A
2π f0

j2π f + s0
=

A
j f / f0 + 1

. (5.90)

La respuesta impulsiva de (5.89) es

hc(t) = As0e−s0tu(t) = 2π f0 Ae−2π f0tu(t).

Si se aplica el método de invariación al impulso a este sistema, se encuentra que

h[n] = Thc(nT) = 2π f0Te−2π f0Tnu[n],

cuya transformada de Fourier es

H(ejω) = ∑
n

h[n]e−jωn =
∞

∑
n=0

2π f0TAe−2π f0Tne−jωn = 2π f0TA
∞

∑
n=0

(
e−2π f0Te−jω

)n
.

Como por hipótesis f0 > 0, entonces |e−2π f0Te−jω | = |e−2π f0T | < 1, de modo que la sumatoria es
convergente y se tiene que

H(ejω) =
2π f0TA

1− e−2π f0Te−jω = A
2π( f0/Fs)

1− e−2π( f0/Fs)e−jω
. (5.91)

Comparando (5.89) con (5.91) se nota que no se verifica (5.80), porque

Hc( f )| f=ω Fs
2π
=

A
j f / f0 + 1

∣∣∣∣
f=ω Fs

2π

=
A

j Fs
2π

1
f0

ω+ 1
(5.92)

¿Porqué (5.91) es distinta de (5.92)? ¿Se ha cometido algún error? �

El problema con el Ejemplo 5.22 es que la respuesta en frecuencia del sistema (5.89) no es
de banda limitada. Como se mencionó más arriba, en este caso Hc( f ) es un filtro pasabajos,
y por lo tanto la respuesta en frecuencia (5.90) del sistema no se anula en ningún rango
de frecuencias. A medida que f crece, el valor de |Hc( f )| es cada vez más pequeño, pero
nunca se anula. Entonces la respuesta impulsiva h[n] no es una señal de banda limitada,
y cuando se la muestrea (para obtener h[n] y diseñar el sistema discreto) siempre ocurre
distorsión por solapamiento.

Este será menor cuando la frecuencia esquina del filtro esté más alejada de la frecuecia
de muestreo. En el filtro (5.90) la frecuencia esquina en Hertz es s0. Por lo tanto, cuanto
más pequeña sea la relación f0/Fs = f0T tanto menor deberá ser el efecto del aliasing. Si
f0 � Fs, entonces f0T � 1, y

e−2π f0T = 1− 2π f0T +
1
2
(−2π f0T)2 +

1
3!
(−2π f0T)3 + · · ·

' 1− 2π f0T si f0T � 1. (5.93)

Por otra parte, si el análisis se limita a la región de bajas frecuencias, es decir que ω � 1,
también puede aproximarse

e−jω ' 1− jω. (5.94)
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Reemplazando (5.93) y (5.94) en (5.91), se tiene que

H(ejω) =
2π f0TA

1− e−2π f0Te−jω '
2π f0TA

1− (1− 2π f0T)(1− jω)

' 2π f0TA
1− 1+ 2π f0T + jω

(5.95)

= A
1

j 1
2π f0T ω+ 1

(5.96)

Para pasar de (5.95) a (5.96) se despreció el producto de las dos cantidades pequeñas
ω× f0T. Finalmente, se tiene que

H(ejω) ' A
j Fs

f0

ω
2π + 1

, si f0/Fs � 1 y ω � 1. (5.97)

Bajo estas aproximaciones, la respuesta en frecuencia H(ejω) del sistema discreto dada
por (5.97) coincide con (5.92), y por lo tanto satisface la relación (5.80). Es decir, que
aunque el sistema no es de banda limitada, si la frecuencia de corte es mucho menor que
la frecuencia de muestreo, y para bajas frecuencias (lejos de la frecuencia de muestreo) la
expresión (5.80)

H(ejω) = Hc( f )| f=ω Fs
2π

.

es “aproximadamente” cierta.

La comparación entre Hc( f )| f=ω Fs
2π

y H(ejω) dadas por las ecuaciones (5.91) y (5.92), re-
spectivamente, se ilustra en la Fig. 5.48 para filtros con distintos anchos de banda. El eje
de frecuencia se ha normalizado a Fs o a 2π para poder comparar las respuestas de los
filtros continuo y discreto sobre un mismo gráfico. En las curvas de la columna izquierda
el eje de frecuencias es lineal, mientras que en las de la derecha es logarítmico para poder
apreciar mejor la variación del ancho de banda del filtro. En la Tabla 5.2 se indican los
valores del módulo de la respuesta en frecuencia para ambos filtros en tres frecuencias
destacadas: continua ( f = ω = 0), la frecuencia de corte ( f /Fs = ω/(2π) = f0/Fs), y a la
mitad de la frecuencia de muestreo ( f /Fs = ω/(2π) = 1/2).

En la Fig. 5.48(a) se muestran las respuestas en frecuencia cuando la frecuencia de corte f0
del filtro analógico Hc( f ) es de un centésimo de la frecuencia de muestreo ( f0 = 0,01Fs).
La respuesta de los filtros es prácticamente idéntica para todo el rango de frecuencias del
filtro discreto (en los gráficos, hasta ±0,5 f /Fs). La variación de la ganancia es mínima,
aunque el filtro discreto tiene una ganancia 1,5 veces mayor a al mitad de la frecuencia
de muestreo.

Si la frecuencia de corte del filtro f0 es una vigésima parte de la frecuencia de muestreo
( f0 = 0,05Fs, Fig. 5.48(b)) las respuestas empiezan a diferenciarse. El filtro discreto tiene
una ganancia de continua mayor, y una atenuación de aproximadamente la mitad en
f /Fs = ω/(2π) = 0,5, como se indica en la Tabla 5.2.

Para f0 = Fs/10 (Fig. 5.48(c)) las respuestas son muy distintas. La ganancia en continua
del filtro discreto es un 37 % mayor que la del filtro continuo, y la atenuación en f /Fs =
ω/(2π) = 0,5 es menos de la mitad.

Esta comparación indica que la relación H(ejω) = Hc( f )| f=ω Fs
2π

que es válida cuando el
sistema continuo es de banda limitada, deja de serlo para sistemas analógicos “comunes”,
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Fig. 5.48. Módulo de la respuesta en frecuencia del sistema continuo Hc( f ) y del sistema dis-
creto H(ejω) derivado por el método de invariación al impulso, graficados en función
de la frecuencia normalizada, en escala lineal (izquierda) y logarítmica (derecha) para
distintas frecuencias de corte del filtro pasabajos: f0 = 0,01Fs (a), f0 = 0,05Fs (b);
f0 = 0,1Fs (c). El círculo indica la frecuencia de corte f0, donde la amplitud cae al
70% (−3 dB).

Tabla 5.2: Comparación de los módulos de las respuestas en frecuencia del filtro
continuo Hc( f ) y discreto H(ejω) para distintos anchos de banda.

f0 = 0,01Fs f0 = 0,05Fs f0 = 0,1Fs

f /Fs |Hc( f )|
∣∣H(ejω)

∣∣ |Hc( f )|
∣∣H(ejω)

∣∣ |Hc( f )|
∣∣H(ejω)

∣∣
0 1,000 1,031 1,000 1,165 1,000 1,374

f0/Fs 0,707 0,729 0,707 0,827 0,707 0,968
1/2 0,020 0,032 0,099 0,181 0,196 0,410
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Fig. 5.49. Sistema de procesamiento en tiempo continuo de señales discretas.

es decir, expresados como funciones transferencia con polos y con ceros. La igualdad
es aproximadamente cierta si las singularidades del sistema continuo (los polos) están
ubicados en frecuencias mucho menores a la frecuencia de muestreo.

5.10. Procesamiento en tiempo continuo de señales discretas

En la Sección 5.9 se estudió el empleo de un sistema de tiempo discreto para procesar
señales de tiempo continuo según el esquema que se muestra en la Fig. 5.31. En esta sec-
ción se considera una situación complementaria, representada en la Fig. 5.49, que ilustra
un sistema para procesar señales discretas x[n], y[n] utilizando un sistema continuo con
respuesta impulsiva hc(t) y respuesta en frecuencia Hc( f ).

Mientras el esquema de la Fig. 5.31 es ampliamente utilizado en una gran cantidad de
aplicaciones (cualquier teléfono celular, reproductor de audio o video, etc., responde a
ese esquema) el diagrama de la Fig. 5.49 sólo tiene interés teórico, y sirve para interpretar
el funcionamiento de cierta clase de sistemas discretos.

De la definición del conversor D/C ideal, Xc( f ) es nula para | f | > Fs/2, y por lo tan-
to también se anulará Yc( f ) en ese rango de frecuencias. Por lo tanto, el conversor C/D
muestrea yc(t) sin aliasing. Las señales continuas xc(t), yc(t) se pueden expresar en fun-
ción de las señales discretas x[n], y[n] como

xc(t) = ∑
n

x[n] sinc
(

t− nT
T

)
(5.98)

y

yc(t) = ∑
n

y[n] sinc
(

t− nT
T

)
(5.99)

donde x[n] = xc(t)|t=nT, e y[n] = yc(t)|t=nT. Las relaciones en el dominio frecuencia para
el esquema de la Fig. 5.49 son

Xc( f ) = T X(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

, | f | < Fs/2, (5.100)

Yc( f ) = Hc( f )Xc( f ), | f | < Fs/2, (5.101)

Y(ejω) =
1
T

Yc( f )| f=ω Fs
2π

, |ω| < π. (5.102)

Sustituyendo la ecuación (5.100) en la (5.101) y el resultado en la (5.102) se encuentra que
el sistema completo se comporta como un sistema discreto cuya respuesta en frecuencia
es

H(ejω) = Hc( f )| f=ω Fs
2π

, |ω| < π,
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o, en otras palabras, la respuesta en frecuencia del sistema de la Fig. 5.49 será equivalente
a una dada H(ejω) si la respuesa en frecuencia del sistema continuo es

Hc( f ) = Hc(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

, | f | < Fs/2. (5.103)

Como Xc( f ) = 0 para | f | ≥ Fs/2, la respuesta en frecuencia del sistema Hc( f ) puede
elegirse arbitrariamente por encima de Fs/2. Una elección conveniente, pero arbitraria,
es Hc( f ) = 0 para | f | ≥ Fs/2.

Con esta representación de un sistema discreto se puede analizar el efecto que causa el
sistema continuo equivalente en la señal de banda limitada xc(t), como se estudia en los
siguientes ejemplos.

EJEMPLO 5.23. Retardo fraccionario
Sea el sistema discreto lineal e invariante en el tiempo cuya respuesta en frecuencia es

H(ejω) = ej∆ω, |ω| < π. (5.104)

Cuando ∆ es un entero, este sistema se puede interpretar como un retardo de ∆ muestras, porque
la antitransformada de Fourier de (5.104) es

h[n] = δ[n− ∆],

que corresponde a un SLIT con ecuación a diferencias

y[n] = x[n− ∆]. (5.105)

Si ∆ no es un entero, la ecuación (5.105) no tiene un significado formal, porque no se puede retrasar
la sucesión x[n] por una cantidad que no sea un número entero. Sin embargo, con la ayuda del
sistema de la Fig. 5.49 se puede interpretar en tiempo continuo al sistema definido por la ecuación
(5.104). Si el sistema Hc( f ) de la Fig. 5.49 se define como

Hc( f ) = H(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

= ej2π∆ 1
Fs f = ej2π∆T f , (5.106)

donde T = 1/Fs, de la ecuación (5.103) resulta que el sistema de tiempo discreto tendrá la respuesta
en frecuencia especificada por (5.104), independientemente que ∆ sea entero o no. Recordando las
propiedades de la transformada de Fourier del Capítulo 2, se observa que (5.106) representa un
retardo temporal (de tiempo continuo) de ∆T segundos. Por lo tanto,

yc(t) = xc(t− ∆T). (5.107)

De acuerdo con el esquema de la Fig. 5.49, xc(t) es una interpolación de banda limitada de x[n], e
y[n] se obtiene muestreando yc(t). Por ejemplo, si ∆ = 1/2, y[n] estaría formada por las muestras
de la interpolación xc(t) de x[n] tomadas entre medio de las muestras originales, como se muestra
en la Fig. 5.50.

También se puede obtener una interpretación temporal del sistema definido por la respuesta en
frecuencia (5.104), es decir, encontrar su respuesta impulsiva. Esto se puede conseguir de dos
maneras:
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Fig. 5.50. El procesamiento en tiempo continuo de señales discretas para la señal (a) produce
una salida retardada media muestra (b).

A partir de la antitransformada de (5.104):

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω

=
1

2π

∫ π

−π
e−j∆ωejωndω =

1
2π

∫ π

−π
ej(n−∆)ωdω

=
1

2π

1
j(n− ∆)

ej(n−∆)ω
∣∣∣∣ω=π

ω=−π

=
1

2π

1
j(n− ∆)

[
ej(n−∆)π − e−j(n−∆)π

]
=

1
π

sen[π(n− ∆)]
(n− ∆)

que puede escribirse como
h[n] = sinc(n− ∆).

De las ecuaciones (5.107) y (5.98) se obtiene

y[n] = yc(t)|t=nT = xc(t− ∆T)|t=nT

= ∑
`

x[`] sinc[(t− ∆T − `T) /T]|t=nT

= ∑
`

x[`] sinc (n− ∆− `)

que por definición, es la expresión de la convolución de x[n] con

h[n] = sinc(n− ∆) −∞ < n < ∞. �

Es interesante notar que si ∆ es un entero, ∆ = n0 ∈ Z, se deduce fácilmente que
h[n] = δ[n− n0], que es la respuesta impulsiva del sistema discreto conocido como retar-
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Fig. 5.51. El sistema promediador representado como la cascada de dos sistemas.

do ideal, y estudiado en el Capítulo 3. Sin embargo, si ∆ no es un entero, h[n] es un sis-
tema tipo IIR: su respuesta impulsiva tiene longitud infinita. Además no es causal porque
h[n] 6= 0 para n < 0, y tampoco se puede implementar como una ecuación a diferencias,
tal como se mostró en el Capítulo 3 para los filtros ideales, porque la respuesta impulsiva
no es de la forma anu[n]. Este resultado indica que si uno quisiera retardar una suce-
sión en fracciones de muestra, no podría conseguirlo con un sistema lineal e invariante
en el tiempo. En muchísimas aplicaciones es deseable poder retardar una señal discreta
un número fraccionario de muestras, por ejemplo, para separar espacialmente distintas
fuentes de sonido, o sumar aditivamente distintas señales que provienen de una fuente
lejana, como es el caso del sonar. En este caso se usan sistemas variantes en el tiempo
conocidos como interpoladores que permiten retardar una señal la cantidad deseada (sea
un número entero o fraccionario de muestras) sin necesidad de convertir la señal discreta
a otra señal continua en et tiempo y viceversa. En definitiva, el esquema de la Fig. 5.49
nunca se usa en la práctica.

Los retardos fraccionarios, en particular fracciones de 1/2 muestra, suelen aparecer fre-
cuentemente en la representación frecuencial de sistemas discretos. Cuando este tipo de
términos aparece en la respuesta en recuencia de un sistema, su efecto sobre la respues-
ta impulsiva h[n] puede interpretarse bajo la luz del Ejemplo 5.23, como se muestra a
continuación.

EJEMPLO 5.24. Promediador con retardo fraccionario
El promediador causal de N muestras con respuesta impulsiva

h[n] =

{
1/N, 0 ≤ n ≤ N − 1,
0, caso contrario,

tiene respuesta en frecuencia

H(ejω) =
1
N

sen(ωN/2)
sen(ω/2)

ej N−1
2 ω. (5.108)

Esta representación de la respuesta en frecuencia sugiere que el promediador de N muestras se puede
interpretar como la cascada de dos sistemas, tal como se muestra en la Fig. 5.51. El primer sistema
modela la variación de la ganancia en función de la frecuencia, y el segundo sistema representa el
término de fase lineal ej N−1

2 ω en la ecuación (5.108). Si N es un entero impar, el término de fase
lineal corresponde a un retardo unitario:

y[n] = w
[
n− N−1

2

]
.

En cambio, si N es par, el término de fase lineal corresponde a un retardo no entero, específicamente,
un “número entero más media”muestra. Este retardo no entero puede interpretarse en función del
Ejemplo 5.23, es decir, y[n] es equivalente a la interpolación de banda limitada de w[n], en cascada
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Fig. 5.52. Respuesta en frecuencia en módulo y fase del promediador de largo impar con No =
7 (a) y de largo par con Ne = 6 (b).

Fig. 5.53. Entrada x[n] (a), salida yo[n] del promediador de largo impar con No = 7 (b) y
salida ye[n] del promediador de largo par Ne = 6 (c).
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con un retardo de tiempo continuo ∆ = (N − 1)T/2 (donde T es el período de muestreo asociado
con la interpolación de w[n] por el conversor D/C), seguido por un conversor C/D con período de
muestreo T.

En la Fig. 5.52(a) se muestra la respuesta en frecuencia del sistema (5.108) para el caso en que
N es impar (N = No = 7), y en la Fig. 5.52(b) para el caso en que N es par (N = Ne = 6). Si
ambos sistemas se excitan con una entrada x[n] = sen(ωcn) con ωc = π/6, representada en la
Fig. 5.53(a) , la salida de estado estacionario es

y[n] = |H(ejω)|
∣∣∣
ω=ωc

sen(ωc + φ),

donde φ = arg{H(ejω)
∣∣
ω=ωc

}, como se estudió en el Capítulo 3. Según sea N par o impar se tiene
que:

Si N es impar (N = No = 7) se tiene que

|Ho(ejω)|
∣∣∣
ω=π/6

=

∣∣∣∣ 1
No

sen(ωNo/2)
sen(ω/2)

ej No−1
2 ω

∣∣∣∣ = 1
7

√
3+ 1√
3− 1

≈ 0,53,

φo = arg
{
|Ho(ejω)|

∣∣∣
ω=π/6

}
= −π

2

de modo que

yo[n] =
1
7

√
3+ 1√
3− 1

sen
(

π
6 n− π

2
)

. (5.109)

Si N es par (N = Ne = 6) el módulo y la fase de la respuesta en frecuencia son

|He(ejω)|
∣∣∣
ω=π/6

=

∣∣∣∣ 1
Ne

sen(ωNe/2)
sen(ω/2)

ej Ne−1
2 ω

∣∣∣∣ = 1
3

√
2√

3− 1
≈ 0,64

φe = arg
{
|He(ejω)|

∣∣∣
ω=π/6

}
= −5π

12
,

y entonces la salida de estado estacionario es

ye[n] =
1
6

√
2√

3− 1
sen

(
π
6 n− 5

12 π
)

. (5.110)

Las expresiones (5.109) y (5.110) muestran que tanto el promediador de largo N = No = 7 como
N = Ne = 6 no sólo reducen la amplitud de la señal, sino que introducen un desfasaje (φo = −π/2
o φe = 5π/12) que se puede expresar en muestras, reescribiendo estas ecuaciones como

yo[n] =
1
7

√
3+ 1√
3− 1

sen
[

π
6 (n− ∆o)

]
,

ye[n] =
1
6

√
2√

3− 1
sen

[
π
6 (n− ∆e)

]
,

donde

∆o = −
φo
ωc

= −−π/2
π/6

= 3, ∆e = −
φe
ωc

= −−5π/12
π/6

=
5
2

.

Las formas de onda de las señales de entrada y de salida para cada caso se muestran en la Fig. 5.53
donde se ha graficado en línea de trazos la señal de tiempo continuo que hubiese sido interpolada
por el conversor D/C ideal tanto para la señal de entrada en la Fig. 5.53(a) como para las señales
de salida del sistema promediador de largo impar y par, en las Fig. 5.53(b) y (c) , respectivamente.
Para el caso del promediador de largo impar N = No = 7, la salida del sistema queda retrasada
3 muestras respecto a la señal de entrada, como se observa al comparar el pico de la entrada en
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n = 3 con el pico de la salida yo[n] en n = 6 en la Fig. 5.53(b) . Para el promediador de largo par
con N = Ne = 6, la salida del sistema es una señal muestreada que queda desfasada 2,5 muestras
respecto de la señal de entrada, como se muestra en la Fig. 5.53(c) . La diferencia entre el máximo
de la interpolación de la señal de entrada, por ejemplo el ubicado en n = 15, y el máximo de la
interpolación de la señal de salida que aparece en n = 17,5 es de 17,5− 15 = 2,5 muestras. �

5.11. Procesamiento digital de señales analógicas

Hasta ahora, en la discusión de la representación de señales de tiempo continuo por
señales discretas se han utilizado modelos ideales para el muestreo periódico y la in-
terpolación o reconstrucción. Estos procesos se han estudiado haciendo uso de un con-
vertidor continuo a discreto (C/D) ideal, y de un interpolador de banda limitada, también
ideal, que denominamos convertidor discreto a continuo (D/C). Estos convertidores ideal-
izados permiten concentrarse en los detalles matemáticos escenciales de la relación entre
una señal de tiempo continuo y de banda limitada y sus muestras. Por ejemplo, en la
Sección 5.9 se utilizaron los conversores C/D y D/C ideales para demostrar que un sis-
tema discreto lineal e invariante en el tiempo puede utilizarse en la configuración que se
muestra en la Fig. 5.54(a) para implementar un sistema lineal e invariante en el tiempo
de tiempo continuo, siempre y cuando la entrada sea una señal de banda limitada, y que
la componente frecuencial máxima de esta seña y la frecuencia de muestreo cumplan con
los requisitos del teorema del muestreo.

En la práctica, la señales de tiempo continuo no son exactamente de banda limitada, los
filtros ideales no pueden implementarse (como se mostró en los ejemplos del Capítulo 3)
y en lugar de los conversores C/D y D/C ideales se utilizan dispositivos que se denomi-
nan conversores analógico-digitales (A/D) y digitales-analógicos (D/A), que tienen una
funcionalidad similar, pero no idéntica. El diagrama bloque de la Fig. 5.54(b)muestra un
modelo más realista de un sistema que permite procesar señales de tiempo continuo uti-
lizando sistemas discretos, es decir, procesar señales analógicas por medios digitales. En
esta sección se examinarán algunas de las diferencias entre los distintos componentes de
los sistemas de la Fig. 5.54.

.

5.11.1. Prefiltrado para evitar la distorsión por solapamiento

Cuando se procesan señales analógicas utilizando sistemas de tiempo discreto, es de-
seable utilizar la menor frecuencia de muestreo posible, ya que el volumen de opera-
ciones aritméticas necesarias para implementar el sistema discreto es proporcional al
número de muestras a procesar. Si la señal de entrada no está limitada en banda, o si
su máxima componente frecuencial es muy alta, puede ser necesario filtrar (analógica-
mente) la señal antes de muestrearla. Por ejemplo, en el procesamiento de señales vocales
para uso telefónico es habitual limitar el ancho de banda entre 300 Hz hasta 3 kHz o 4
kHz, que es suficiente para asegurar la inteligibilidad, aún cuando este tipo de señales
puede tener un contenido frecuencial importante en la banda comprendida entre 4 kHz
a 20 kHz.
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Fig. 5.54. Procesado discreto de señales de tiempo continuo (a) vs. procesado digital de señales
analógicas (b).

Fig. 5.55. Esquema de prefiltrado para evitar el aliasing.

Además, aún cuando la señal sea de banda limitada, el ruido aditivo de banda ancha
puede tener componentes frecuenciales superiores a Fs/2, y por lo tanto al muestrear
la señal, las componentes de alta frecuencia del ruido quedarán replicadas en baja fre-
cuencia. Si se desea evitar la distorsión por solapamiento, se limita en banda la señal de
entrada filtrándola con un filtro pasabajos previo a la conversión A/D, como se mues-
tra en la Fig. 5.55. Este filtro analógico se conoce como prefiltro o filtro antialiasing, y su
respuesta en frecuencia ideal está dada por

Ha( f ) =

{
1, | f | < Fs/2,
0, | f | > Fs/2.

(5.111)

De la discusión de la Sección 5.9.1 se desprende que la respuesta en frecuencia del sis-
tema completo, desde la salida del prefiltro xa(t) hasta la salida del filtro reconstructor
compensado yc(t) se comportará siempre como un sistema continuo lineal e invariante
en el tiempo ya que la entrada xa(t) al conversor C/D no tiene componentes frecuen-
ciales superiores a Fs/2 [éstas han sido removidas por el prefiltro Ha( f )]. Por lo tanto,
la respuesta en frecuencia efectiva del sistema de la Fig. 5.55 entre la entrada xc(t) y la
salida yc(t) seá el producto de Ha( f ) y la respuesta en frecuencia efectiva desde xa(t) a
yc(t), que está dada por la ecuación (5.64); es decir

He( f ) =

{
H(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
, para | f | < Fs/2,

0, para | f | > Fs/2.
(5.112)

Por lo tanto, si se utiliza un filtro antialiasing ideal, el sistema de la Fig. 5.55 se comporta
como un sistema lineal e invariante en el tiempo con respuesta en frecuencia He( f ) dada
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Fig. 5.56. El filtro antialiasing permite extender el rango de frecuencias donde el sistema de
procesamiento discreto de señales continuas se comporta como un sistema lineal e
invariante en el tiempo. Sistema sin (a)-(d) y con (e)-(i) filtro antialiasing.

por (5.112), aún cuando el espectro Xc( f ) de la señal de entrada xc(t) no esté limitado en
banda.

El uso de un prefiltro permite extender el rango de frecuencias donde el sistema de proce-
samiento discreto de datos continuos se comporta como un sistema lineal e invariante en
el tiempo, como se muestra en la Fig. 5.56. El espectro de una señal de banda limitada,
pero cuya frecuencia máxima fN es menor que la mitad de la frecuencia de muestreo Fs/2
se muestra en la Fig. 5.56(a) . Al muestrear esta señal cada T = 1/Fs se produce distor-
sión por solapamiento, afectando el espectro Xs( f ) como se representa en la Fig. 5.56(b):
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el rango de frecuencias alterado queda comprendido entre Fs − fN y Fs/2. Si se procesa
esta señal con un filtro reconstructor Hr( f ), como se muestra en la Fig. 5.56(c) , se ob-
tiene la señal de salida cuyo espectro Yr( f ) se grafica en la Fig. 5.56(d) . El espectro Yr( f )
de la señal de salida es muy diferente del de la señal de entrada Xc( f ). El rango de fre-
cuencias “útiles”, es decir, que no quedan afectados por distorsión, es de ±(Fs − fN),
y el rango de frecuencias del espectro de la señal de entrada que se ve afectado es de
fN − (Fs− fN) = 2 fN − Fs. En otras palabras, el rango de frecuencias en el cual el sistema
de procesamiento discreto de datos continuos es de ± (Fs − fN) en lugar de ±Fs/2.

Estos efectos indeseados pueden atenuarse utilizando un prefiltro. En la Fig. 5.56(e) se
muestra el espectro Xc( f ) de la señal de entrada, y la respuesta en frecuencia Ha( f )
del prefiltro. La señal de salida del prefiltro tiene el espectro Xa( f ) representado en la
Fig. 5.56( f ) . El rango de frecuencias entre Fs/2 y fN del espectro de la señal de entrada
se pierde. Sin embargo, al muestrear xa(t) cada T = 1/Fs no se produce distorsión por
solapamiento, como se observa en el espectro de Xs( f ) que se grafica en la Fig. 5.56(g).
La comparación de este espectro con el del la Fig. 5.56(b) revela las ventajas de utilizar un
prefiltro: el rango de frecuencias en que el espectro de la señal a la entrada del conversor
es idéntico al espectro de la señal de entrada es mayor.

Al filtrar la señal muestreada con el filtro reconstructor ideal, que tiene la respuesta en
frecuencia Hr( f ) que se muestra en la Fig. 5.56(i) , se obtiene el espectro Yr( f ) de la señal
de salida representado en la Fig. 5.56(i) . En este caso, el rango de frecuencias donde el
espectro de la señal de salida coincide con el espectro de la señal de entrada se extiende
sobre ±Fs/2, y el rango de frecuencias del espectro de la señal de entrada que se pierde
es de fN − Fs/2, que es la mitad del rango 2 fN − Fs = 2 ( fN − Fs/2) que se pierde cuando
no se usa un prefiltro, como se observa al comparar los espectros de las Fig. 5.56(d) y
Fig. 5.56(i) . En este caso, el rango de frecuencias que se “pierde” se debe a la respuesta
en frecuencia del prefiltro. En comparación, cuando no se utiliza un prefiltro se pierde
un rango adicional comprendido entre fN − Fs/2 y Fs/2 debido a la distorsión por sola-
pamiento, como se muestra en la Fig. 5.56(d) .

En la práctica, la respuesta en frecuencia del filtro antialiasing Ha( f ) no es exactamente
de banda limitada, pero |Ha( f )| puede hacerse arbitrariamente pequeño para f > Fs/2,
de manera de minimizar la distorsión por solapamiento. En este caso, la respuesta en
frecuencia del sistema de la Fig. 5.55 será aproximadamente,

He( f ) ≈ Ha( f ) H(ejω)
∣∣∣
ω= f 2π

Fs

. (5.113)

Para que el módulo de la respuesta en frecuencia del filtro sea arbitrariamente pequeño
por encima de Fs/2, la frecuencia de corte del filtro debe estar un poco por debajo de Fs/2;
esto significa que la banda de transición del filtro queda dentro de la banda de Nyquist.
La ecuación (5.113) sugiere que la atenuación producida en la banda de transición (y
otras distorsiones producidas por sistemas lineales e invariantes en el tiempo) puede
compensarse parcialmente con la respuesta H(ejω) del filtro discreto. Esta aproximación
se explora en el Problema 28.

Algunos ejemplos

En los siguientes ejemplos se estudia el efecto de un prefiltrado analógico en el desem-
peño de un sistema de procesamiento de señales. En los siguientes ejemplos se estudia
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Fig. 5.57. Esquema del sistema de procesamiento discreto de señales continuas con prefiltrado
analógico para los Ejemplos 5.25 a 5.28.

Fig. 5.58. Espectro Xc( f )de la señal xc(t) de los Ejemplos 5.25 a 5.28.

el efecto que tiene sobre la salida del sistema de procesamiento discreto de señales con-
tinuas representado en la Fig. 5.57 el filtrar una señal xc(t) con un prefiltro analógico con
respuesta en frecuencia Ha( f ). La salida xa(t) del filtro se muestrea a Fs = 40 kHz, e in-
mediatamente se recupera con un filtro reconstructor ideal Hr( f ), cuya salida es la señal
xr(t), como se muestra en la Fig. 5.57.

La señal xc(t) a muestrear está compuesta por seis tonos,

xc(t) = 2A cos(2π fAt) + 2B cos(2π fBt)
+2C cos(2π fCt) + 2D cos(2π fDt)
+2E cos(2π fEt) + 2F cos(2π fFt),

donde fA = 5 kHz, fB = 15 kHz, fC = 25 kHz, fD = 30 kHz, fE = 45 kHz, y fF = 62,5
kHz. Se supone que todos tienen la misma amplitud, A = B = C = D = E = F = 1. Los
únicos tonos que están en la banda de audio son los de frecuencia fA y fB, y si la señal
xc(t) se reprodujese por un parlante, el oído sólo escucharía la señal

x1(t) = 2A cos(2π fAt) + 2B cos(2π fBt).

El espectro Xc( f ) de la señal xc(t) se observa en la Fig. 5.58. El proceso de muestreo creará
réplicas de este espectro, centrados en múltiplos de Fs = 40 kHz. Las cuatro componentes
C, D, E, y F están fuera del rango de Nyquist, y por lo tanto aparecerán componentes
frecuenciales imágenes dentro del intervalo ±Fs/2 en las siguientes frecuencias:

fC = 25 kHz ⇒ fC,a = (( fC))Fs = fC − Fs = 25− 40 = −15 kHz = − fB
fD = 30 kHz ⇒ fD,a = (( fD))Fs = fD − Fs = 30− 40 = −10 kHz
fE = 45 kHz ⇒ fE,a = (( fE))Fs = fE − Fs = 45− 40 = 5 kHz = fA
fF = 62,5 kHz ⇒ fF,a = (( fF))Fs = fF − 2Fs = 62,5− 2× 40 = −17,5 kHz

(5.114)

El primer ejemplo muestra cómo es el espectro Xr( f ) de la señal de salida xr(t) cuando
no se utiliza prefiltro, es decir, Ha( f ) = 1 para todo f .
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Fig. 5.59. Espectro Xr( f ) de la señal xr(t) a la salida del reconstructor ideal cuando no se usa
prefiltro en el esquema de la Fig. 5.57.

EJEMPLO 5.25. Espectro de salida cuando no se usa prefiltrado analógico
En el caso en que no se coloca un prefiltro analógico, xa(t) = xc(t), y por lo tanto la señal
reconstruida es

xr(t) = 2A cos(2π fAt) + 2B cos(2π fBt)
+2C cos(2π fC,at) + 2D cos(2π fD,at)
+2E cos(2π fE,at) + 2F cos(2π fF,at).

Aplicando las relaciones (5.114) se encuentra que

xr(t) = 2(A+ E) cos(2π fAt) + 2(B+ C) cos(2π fBt)
+2D cos(2π fD,at) + 2F cos(2π fF,at) (5.115)

donde cada componente fuera de la banda de Nyquist se ha reemplazado por su imagen; por ejemplo,

2C cos(2π fCt)→ 2C cos(2π fC,at).

La ecuación (5.115) revela que el proceso de muestreo y reconstrucción cambió la amplitud de las
componentes audibles de 5 kHz y 15 kHz, y además ha introducido dos nuevas componentes en
fD,a = 10 kHz y fF,a = 17,5 kHz, como se observa en la Fig. 5.59: la señal xr(t) sonará muy
diferente de la señal audible x1(t), y también de la señal original xc(t). �

En el siguiente ejemplo se analiza el efecto de utilizar un prefiltro ideal, es decir, que
anula las componentes frecuenciales de la entrada que están fuera del intervalo ±Fs/2.

EJEMPLO 5.26. Espectro de salida cuando se usa un prefiltro ideal
Cuando se utiliza un prefiltro analógico ideal con frecuencia de corte Fs/2 = 20 kHz, la salida
coincide con la parte audible de xc(t), es decir, xa(t) = x1(t). El efecto del prefiltro sobre el espectro
de la señal de entrada es eliminar todas las componentes frecuenciales que yacen fuera del intervalo
de Nyquist, como se observa en la Fig. 5.60. Como la salida del prefiltro no contiene componentes
de frecuencia superior a Fs/2, no hay distorsión por solapamiento, y luego de la reconstrucción la
señal recuperada se oirá igual que la parte audible de la señal de entrada, xr(t) = xa(t) = x1(t).�

En la práctica no se pueden utilizar prefiltros ideales. Cualquier filtro analógico “real”
tiene diferencias tando en la banda de paso como en la banda de rechazo. Si bien puede
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conseguirse que la ganancia del filtro real sea aproximadamente igual a la unidad en la
banda de paso, en la banda de rechazo la atenuación mínima depende de la caracterís-
tica (Butterworth, Chebyshev o elíptica) del tipo de filtro que se utilice. en el ejemplo
que sigue el prefiltro Ha( f ) tiene la respuesta en frecuencia asintótica que se muestra
en la Fig. 5.61: una banda de paso plana en el rango de audio (entre 0 y 20 kHz), y un
decaimiento monótono a razón de 60 dB/octava a partir de los 20 kHz (en 40 kHz la
atenuación del filtro será de 60 dB, o mil veces). Para los propósitos del ejemplo, no in-
teresa la respuesta en fase, y se considera que es nula.

EJEMPLO 5.27. Espectro de salida cuando se usa un prefiltro real
Cuando la entrada continua se procesa con el prefiltro analógico cuya respuesta en frecuencia se
muestra en la Fig. 5.61, la salida xa(t) estará dada por

xa(t) = 2A |H( fA)| cos(2π fAt) + 2B |H( fB)| cos(2π fBt)
+2C |H( fC)| cos(2π fCt) + 2D |H( fD)| cos(2π fDt)
+2E |H( fE)| cos(2π fEt) + 2F |H( fF)| cos(2π fFt), (5.116)

que resulta de aplicar el principio de superposición a la respuesta de estado estacionario de un
sistema lineal e invariante en el tiempo excitado por una señal sinusoidal. Por ejemplo, el efecto del
filtro H( f ) sobre la componente de frecuencia fA es

xee
c (t) = 2A cos(2π fAt) H−→ xee

a (t) = 2A |H( fA)| cos[2π fAt+ θ( fA)].

donde θ( f ) = arg[H( f )]. En este ejemplo se supone que el prefiltro tiene desfasaje nulo, de manera
de θ( f ) = 0; las conclusiones básicas no se ven afectadas por esta simplificación.

La ecuación (5.116) también es válida para el caso en que no se emplea prefiltro, en cuyo caso basta
suponer que

|H( fA)| = |H( fB)| = |H( fC)| = |H( fD)| = |H( fE)| = |H( fF)| = 1,

y también cuando se utiliza un prefiltro ideal, para el cual

|H( fA)| = |H( fB)| = 1, |H( fC)| = |H( fD)| = |H( fE)| = |H( fF)| = 0.

En el caso del filtro de la Fig. 5.61, como las frecuencias fA y fB están en la banda de paso, también
se verifica que

|H( fA)| = |H( fB)| = 1.

En cambio, las componentes de frecuencia fC, fD, fE y fF se ven atenuadas. Para determinar
la magnitud de la atenuación se debe encontrar cuántas octavas están apartadas respecto a la
frecuencia esquina del filtro fc = Fs/2. El número de octavas es el número de potencias de 2 entre

Fig. 5.60. Espectro Xa( f ) de la señal xa(t) a la salida del prefiltro ideal.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.11. Procesamiento digital de señales analógicas 91

Fig. 5.61. Respuesta en frecuencia Ha( f ) del prefiltro analógico.

dos frecuencias, esto es, si fy = 2α fx, fy está apartada α = log2( fy/ fx) de fx (Si la especificación
se da en dB/décadas, el número de décadas entre dos frecuencias es α = log10( fy/ fx); en este
caso, la relación entre fx y fy está dada por fy = 10α fx). Se encuentra así que

αC = log2

(
fC

Fs/2

)
= log2

(
25
20

)
= 0,322,

αD = log2

(
fD

Fs/2

)
= log2

(
30
20

)
= 0,585,

αE = log2

(
fE

Fs/2

)
= log2

(
55
20

)
= 1,170,

αF = log2

(
fF

Fs/2

)
= log2

(
62,5
20

)
= 1,644,

y por lo tanto, las atenuaciones en cada frecuencia serán

At fC = 60
dB

octava
× 0,322 octavas = 19,3 dB,

At fD = 60
dB

octava
× 0,585 octavas = 35,1 dB,

At fE = 60
dB

octava
× 1,170 octavas = 70,1 dB,

At fF = 60
dB

octava
× 1,664 octavas = 98,6 dB.

Por definición, una atenuación de At dB corresponde a reducir |H( f )| por un factor 10−At/20. Por
ejemplo, la caída relativa de |H( f )| con respecto a la frecuencia esquina fc = Fs/2 de la banda de
paso es de At dB si

|H( f )|
|H( fs/2)| = 10−At/20.

Suponiendo que la banda de paso está normalizada a 0 dB, i.e. que la ganancia en la banda de paso
es unitaria, |H(Fs/2)| = 1, y en consecuencia

|H( fC)| = 10−19,3/20 =
1
9

,

|H( fD)| = 10−35,1/20 =
1
57

,

|H( fE)| = 10−70,1/20 =
1

3234
,

|H( fF)| = 10−98,6/20 =
1

85114
.
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Fig. 5.62. Espectro de salida Xa( f ) del prefiltro analógico cuya respuesta en frecuencia se mues-
tra en la Fig. 5.61, cuando se lo excita con la señal xc(t).

Fig. 5.63. Espectro Xr( f ) de la salida xr(t) del filtro reconstructor cuando la entrada xc(t) se
filtra con un prefiltro analógico Ha( f ) con una pendiente de 60 dB/oct en la banda
de transición.

Por lo tanto, según (5.116), la salida xa(t) del prefiltro analógico será

xa(t) = 2A cos(2π fAt) + 2B cos(2π fBt)

+2
C
9

cos(2π fCt) + 2
D
57

cos(2π fDt)

+2
E

3234
cos(2π fEt) + 2

F
85114

cos(2π fFt).

El espectro de esta señal se muestra en la Fig. 5.62.

En la figura se observa que las componentes frecuenciales que están fuera de la banda de audio han
sido atenuadas por el prefiltro, de manera que cuando se repliquen dentro de la banda a consecuencia
del proceso de muestreo la distorsión será mucho menor. Las réplicas de las frecuencias que están
fuera del intervalo de Nyquist aparecen en las mismas frecuencias calculadas en (5.114), cuando no
había un prefiltro analógico. Por lo tanto, luego del muestreo y la reconstrucción se tiene

xr(t) = 2(A+
E

3234
) cos(2π fAt) + 2(B+

C
9
) cos(2π fBt)

+ 2
D
57

cos(2π fD,at) + 2
F

85114
cos(2π fF,at).

El espectro de esta señal se muestra en la Fig. 5.63. Se observa que las réplicas tienen mucho menor
magnitud que en el caso en que no se utiliza prefiltro. La componente frecuencial más próxima a la
frecuencia de Nyquist, fC, es la que causa mayor distorsión porque no ha sido muy atenuada por el
filtro. �

La pendiente de atenuación de un filtro de orden N es de 6N dB/octava (o de 20N
dB/década) de modo que el prefiltro utilizado en este ejemplo, con una pendiente de
60 dB/octava, es de orden N = 10. Este filtro analógico es muy difícil de implementar, y

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.11. Procesamiento digital de señales analógicas 93

por lo tanto muy costoso. En el siguiente ejemplo se estudia cómo desmejora el desem-
peño del sistema de procesamiento discreto de señales continuas de la Fig. 5.57 cuando
se utiliza un filtro de orden 5.

EJEMPLO 5.28. Espectro de salida cuando se usa un prefiltro real de menor orden
Si el orden del prefiltro es N = 5, la pendiente de atenuación será de 30 dB/octava, y las atenuaciones
de las componentes que están fuera de la banda de paso se reducen a la mitad,

At fC = 30
dB

octava
× 0,322 octavas = 9,7 dB,

At fD = 30
dB

octava
× 0,585 octavas = 17,6 dB,

At fE = 30
dB

octava
× 1,170 octavas = 35,1 dB,

At fF = 30
dB

octava
× 1,664 octavas = 49,3 dB,

y en unidades absolutas,

|H( fC)| = 10−9,7/20 =
1
3

,

|H( fD)| = 10−17,6/20 =
1

7,5
,

|H( fE)| = 10−35,1/20 =
1

57
,

|H( fF)| = 10−49,3/20 =
1

292
.

Por lo tanto, la señal recuperada a la salida del filtro reconstructor será

xr(t) = 2(A+
E
57
) cos(2π fAt) + 2(B+

C
3
) cos(2π fBt)

+ 2
D
7,5

cos(2π fD,at) + 2
F

292
cos(2π fF,at).

(5.117)

En este caso las componentes de frecuencia fC y fD no son tan pequeñas, y la distorsión por
solapamiento será más importante que en el ejemplo anterior. �

5.11.2. Conversión analógica-digital (A/D)

Un conversor C/D ideal convierte una señal de tiempo continuo en una señal discreta,
donde cada muestra se conoce con precisión infinita. En la Fig. 5.64 se muestra una rep-
resentación de un conversor analógico/digital real, donde la señal analógica (de tiempo
continuo) se transforma en una señal digital, es decir, una sucesión de muestras de pre-
cisión finita o cuantizadas. Los dos sistemas de la Fig. 5.64 son modelos de dispositivos
físicos. El conversor C/D que se ha estudiado hasta ahora es un dispositivo ideal, mien-
tras que el conversor A/D es un modelo de un dispositivo real. Mientras que el primero
es útil para derivar las relaciones temporales y frecuenciales entre las señales continuas y
discretas, el segundo permite tener en cuenta otros efectos no estudiados hasta ahora, y
representa con más fidelidad el comportamiento de un conversor real.
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Fig. 5.64. Configuración física de un conversor analógico-digital.

El conversor A/D es un circuito que produce una salida x̂B[n] en código binario que
representa aproximadamente el valor de la amplitud de la señal de tensión o corriente
presente en la entrada. El término “aproximadamente” tiene que ver con que la salida
del conversor tiene precisión finita: en un conversor de B bits, la salida codificada só-
lo puede tomar uno de los 2B valores posibles. Usualmente se utiliza una señal de reloj
externa para hacer que el conversor A/D produzca una muestra de salida cada T segun-
dos. La conversión del valor de tensión o corriente a un código binario demanda cierta
cantidad de tiempo que depende del tipo de conversor; por este motivo, en los sistemas
de conversión A/D de altas prestaciones se incluye un mantenedor (“sample and hold”,
en inglés) que se encarga de aislar las variaciones de la señal de la entrada del conversor
durante todo el tiempo que demande la conversión. La salida del mantenedor en función
de la señal de entrada es

x0(t) = ∑
n

xa(nT)h0(t− nT) = ∑
n

x[n]h0(t− nT), (5.118)

donde x[n] = xa(nT) son las muestras (ideales) de la señal de entrada xa(t) y h0(t) es la
respuesta impulsiva del mantenedor. El caso habitual es utilizar un mantenedor de orden
cero, caracterizado por la respuesta impulsiva

h0(t) =
{

1, 0 < t < T,
0, en caso contrario.

(5.119)

El mantenedor de orden cero se encarga de mantener constante la señal de entrada al
conversor duratne todo un período de muestreo T. También existen mantenedores de
primer orden, que generan una rampa de tensión cuya pendiende depende del valor de
tensión o corriente muestreado.

La ecuación (5.118) también puede escribirse como

x0(t) = h0(t) ∗∑
n

xa(nT)δ(t− nT),

lo que indica que el mantenedor ideal es equivalente a la modulación de un tren de im-
pulsos pT(t) por la señal continua xa(t) seguida por un filtrado lineal por el sistema
mantenedor, como se muestra en la Fig. 5.65(a) . La salida del mantenedor se mantiene
constante en el intervalo de tiempo transcurrido entre instantes de muestreo, permitien-
do que el conversor A/D utilice ese tiempo para obtener una representación numérica de
ese valor analógico con el mínimo error posible.

Porqué usar un mantenedor

En un sistema de procesamiento de datos, donde el conversor analógico digital (A/D) es-
té precedido de un mantenedor de orden cero la mayor frecuencia de muestreo utilizable
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Fig. 5.65. Representación de un muestreador/mantenedor de orden cero ideal (a); señales de
entrada y salida típicas de un muestreador/mantenedor (b).

Fig. 5.66. Señal de entrada a un sistema de procesamiento de datos sin mantenedor de orden
cero.

depende, en general, del tiempo de conversión. Por ejemplo, la (antigua) serie de con-
versores de 8 bits ADC0803/4/9 de National Instruments tiene un tiempo de conversión
ligeramente inferior a los 100 µs, de manera que pueden convertir una señal analógica a
una sucesión de números a razón de 10000 muestras por segundo.

El empleo de un mantenedor de orden cero de calidad comparable permite procesar
señales cuya máxima componente frecuencial sea ligeramente menor que 5 kHz. Si no
se coloca un mantenedor de orden cero, el límite a la máxima frecuencia de la señal a
convertir está determinado por el máximo error de conversión tolerable. Una hipótesis
razonable es que la variación de la amplitud de la señal en un período de muestreo sea
menor que la resolución ∆ (el paso de cuantización) del conversor.

Para determinar la máxima frecuencia admisible de la señal de entrada, se supondrá que
la señal a muestrear es una sinusoide de amplitud ±A, esto es x(t) = A sen(2π f0t). La
amplitud A se elige de manera de explotar al máximo el rango dinámico del conversor:
para un conversor de B bits, la amplitud A debe satisfacer

2A = 2B.

La frecuencia f0 se calcula de manera que la máxima variación δxmáx de la señal de en-
trada durante un período de muestreo no exceda el valor ∆ de resolución del conversor.
La máxima variación temporal de la señal senoidal ocurre en instante del cruce por cero,
y en esos momentos la pendiente es ±2πA f0, como se muestra en la Fig. 5.66, y en el
intervalo de un período de muestreo T la variación total de la señal es δxmáx = 2πA f0T.
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Tabla 5.3: Máxima frecuencia de una señal sinusoidal que puede aplicarse a un
conversor ADC0800 para mantener la precisión de 8 bits con/sin mantenedor.

Frecuencia máxima de la señal de entrada

con mantenedor 5000.0 Hz
sin mantenedor 12.4 Hz

De acuerdo con la hipótesis, debe verificarse entonces que

2πA f0T < ∆ =
2A
2B

de donde
f0 <

1
π2B Fs,

que muestra que la máxima frecuencia admisible de la señal de entrada es π2B veces
menor que la frecuencia de muestreo. Para el caso de la familia de conversores de 8 bits
ADC0800 citada más arriba, 1/(π2B) ≈ 0,00125, y por lo tanto la máxima frecuencia de la
señal es de aproximadamente 12.4 Hz. En la Tabla 5.3 se sintetizan las máximas frecuen-
cias admisibles de la señal de entrada con/sin el mantenedor, de manera de preservar la
resolución del conversor.

La relación entre las transformadas de Fourier de x0(t) y xa(t) pueden calcularse sigu-
iendo el estilo de análisis de la Sección 5.3, y por el momento se pospondrá hasta el
tratamiendo del conversor D/A. Sin embargo, el análisis es innecesario en este punto
porque todo lo que es necesario conocer acerca del comportamiento del sistema puede
derivarse a partir de las expresiones temporales. Específicamente, la salida del mantene-
dor de orden ero es una forma de ona tipo “escalera”, en los cuales los valores de las
muestras se mantienen constantes durante el período de muestreo T, como se muestra
en la Fig. 5.65(b) . Los muestreadores/mantenedores reales están diseñados para que la
variación de la tensión en el tiempo, que se debe a corrientes de fuga, sea lo más pequeña
posible; para el AD783 de Analog Devices es de apenas 0.02 µV/µs (Fig. 5.67). También
es necesario que el mantenedor “copie” el valor de xa(t) en el instante t = nT tan rápido
como sea posible; este parámetro se conoce como tiempo de adquisisición, y es de 250 nS
para el AD783. El propósito del mantenedor es evitar variaciones de tensión o corriente
en la entrada del conversor A/D, y preservar su resolución.

La gran variedad de tipos de muestreadores y conversores A/D, y las distintas variantes
de implementación escapan a los contenidos de este curso. Posiblemente, estos disposi-
tivos sean los de diseño más complejo, no sólo porque “mezclan” electrónica analógica
con electrónica digital, sino porque la parte analógica debe ser muy veloz y de gran pre-
cisión. Hay muchos detalles de diseño que deben tenerse en cuenta para conseguir un
muestrador que adquiera una muestra de la señal tan rápido como sea posible, y que
mantenga el valor adquirido constante, sin decaer en el tiempo y sin que se contamine
con pulsos (“glitches”) causados por la lógica digital. Lo mismo ocurre con el diseño de
los conversores A/D: existe una amplia variedad de configuraciones que permiten lograr
diferentes requerimientos de velocidad y precisión.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.11. Procesamiento digital de señales analógicas 97

Fig. 5.67. Portada de la hoja de datos de muestreador/mantenedor AD783 de Analog Devices.
Se destacan su reducido tiempo de adquisición (“acquisition time”) y la baja caída
(“droop”).

Fig. 5.68. Representación matemática del sistema de la Fig. 5.65.

Una de las características típicas de un conversor A/D es su resolución, que es el menor
cambio de tensión que causa el cambio deun código de salida al código siguiente.

Cuantización de la señal

El mantenedor de la Fig. 5.64 representa el proceso de muestrear la señal de entrada, y
mantener el valor muestreado para que sea cuantizado por el conversor A/D. Un mode-
lo de este sistema se muestra en la Fig. 5.68, donde el conversor C/D ideal representa el
muestreo efectuado por el muestreador/mantenedor y el cuantizador/codificador mod-
ela la operación del conversor A/D.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



98 5. Muestreo de señales

Fig. 5.69. Cuantizador de 3 bits.

El cuantizador es un sistema no lineal cuyo propósito es transformar la muestra de entra-
da x[n] en uno de un conjunto finito de valores especificados. Se puede representar esta
operación como

x̂[n] = Q(x[n]) (5.120)

donde x̂[n] representa el valor cuantizado de la muestra. La distribución de los niveles
de cuantización puede ser uniforme o no. En aplicaciones donde sea necesario operar
matemáticamente con los valores de las muestras, los pasos de cuantización suelen ser
uniformes. En la Fig. 5.69 se muestra la características entrada-salida de un cuantizador
uniforme (también llamado lineal, por la progresión lineal de los pasos de cuantización),
en el cual los valores de las muestras de entrada se redondean al nivel de cuantización más
próximo.

La Fig. 5.69 revela algunas características interesantes. Este cuantizador sería apropiado
para una señal analógica cuyas muestras fuesen positivas y negativas (es decir, para una
señal de entrada bipolar). Si las muestras de entrada fuesen sólo positivas (o negativas),
la señal de salida quedaría codificada con 2 bits. Para aprovechar totalmente el rango
del conversor, los pasos de cuantización deben distribuirse de manera compatible con la
señal de entrada, o adecuar la señal de entrada al rango admisible del conversor.

El cuantizador de la Fig. 5.69 tiene un número par de niveles de cuantización, lo que
impide asignar un nivel de cuantización al cero, y tener la misma cantidad de niveles
positivos y negativos. En general, el número de niveles de cuantización es potencia de 2,
pero mucho mayor que 8, de manera que esta diferencia habitualmente es despreciable.

En la Fig. 5.69 también se muestra la codificación de los niveles de cuantización. Como
hay 8 niveles de cuantización, se pueden utilizar 3 bits para identificarlos. En un codi-
ficador lineal, se pueden identificar 2B+1 niveles con B bits. En principio, los símbolos
asignados a cada nivel son arbitrarios, pero de acuerdo a la aplicación algunos son más
convenientes que otros. Por ejemplo, la columna de la derecha de la Fig. 5.69 muestra el
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esquema de codificación conocido como offset binario, en el cual los símbolos binarios se
asignan en orden numérico, comenzando con el nivel de cuantización más negativo.

En procesamiento de señales se prefiere un código que permita realizar operaciones arit-
méticas sobre las palabras de código interpretándolas como una versión escalada de las
muestras cuantizadas. La columna de la izquierda muestra una asignación conocida co-
mo complemento a 2, que es el sistema utilizado para representar valores signados en la
mayoría de los microprocesadores. La representación offset binario puede convertirse a
la representación complemento a 2 complementando el bit más significativo.

En el sistema complemento a 2 el bit más significativo se considera el bit de signo y el
resto se interpreta como un entero o como fracciones. Esta última forma es conveniente
para trabajar con variables normalizadas. Implícitamente, se asume que hay un punto
decimal entre los dos bits más significativos. Por ejemplo, para una palabra de 3 bits
(B = 2), los símbolos binarios tienen el siguiente significado en complemento a 2:

símbolo binario valor numérico x̂B

0�11 3/4
0�10 1/2
0�01 1/4
0�00 0
1�11 −1/4
1�10 −1/2
1�01 −3/4
1�00 −1

Para un codificador lineal, el valor de una representación binaria de B+ 1 bits de la forma

a0�a1a2 . . . aB

es
−a020 + a12−1 + a22−2 + · · ·+ aB2−B.

El símbolo “�” separa la parte entera de la parte fraccionaria del número. La relación entre
la palabra de código y los niveles de la señal cuantizada dependen del parámetro Xm en
la Fig. 5.69, que se conoce como nivel de entrada de escala completa del conversor A/D.
Los valores típicos pueden ser 10 V, 5 V o 1 V, y actualmente 3 V o 3.3 V. De la Fig. 5.69 se
observa que el paso de cuantización será

∆ =
2Xm

2B+1 =
Xm

2B (5.121)

Los niveles de cuantización más pequeños (±∆) corresponden al bit menos significati-
vo de la palabra binaria. La relación numérica entre el código y el valor de la muestra
cuantizada es

x̂[n] = Xm x̂B[n], (5.122)

ya que se ha supuesto que x̂B[n] es un número binario comprendido entre±1 en el forma-
to complemento a 2. En este esquema, las muestras codificadas x̂B[n] son directamente
proporcionales al valor de las muestras cuantizadas, y por lo tanto se pueden utilizar
como una representación numérica de la amplitud de las muestras. Frecuentemente es
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Fig. 5.70. Muestreo, cuantización, codificación y conversión D/A de un cuantizador de 3 bits.

conveniente suponer que la señal de entrada está normalizada, de modo que los valores
numériocos de x̂[n] y x̂B[n] son idénticos, y entonces no hay necesidad de distinguir entre
las muestras cuantizadas x̂[n] y las muestras codificadas x̂B[n].

En la Fig. 5.70 se muestra un ejemplo de cuantización y codificación de una señal sinu-
soidal utilizando un cuantizador de 3 bits. Las muestras x[n] sin cuantizar se indican con
un círculo vacío, y las muestras cuantizadas x̂[n] con un círculo lleno. También se mues-
tra la salida de un manetendor de orden cero ideal (con línea llena). Las líneas punteadas
indican la salida del conversor D/A, que se discutirá más adelante. En la figura se listan
también las palabras de 3 bits utilizadas para representar cada muestra. Como la señal
analógica xa(t) excede el rango de escala completa del conversor, algunas de las muestras
positivas resultan recortadas (por ejemplo, en t = 0, t = T, t = 8T, t = 9T, etc.)

Aunque la discusión precedente enfatiza la codificación tipo complemento a dos de los
niveles de cuantización, los principios básicos de cuantización y codificación en la con-
versión A/D son los mismos sin importar qué tipo de código binario se utilice para rep-
resentar las muestras. Una discusión más detallada de los sistemas de aritmética binaria
utilizados en sistemas de cómputos digitales se puede encontrar en textos clásicos como
The art of computer programming de Knuth (1997).

Codificadores con distribución no uniforme

En aplicaciones de telefonía es habitual utilizar una distribución no uniforme de los pasos
de cuantización. Una de ellas, utilizada en Japón y Estados Unidos, conocida como ley µ,
convierte un código lineal de 14 bits (13 bits de magnitud, mas un bit de signo) en un
código comprimido de 8 bits (7 bits de magnitud, mas un bit de signo) a la salida. La ley
de compresión continua es

f (x) = sgn(x)
ln(1+ µ|x|)

ln(1+ µ)
,

donde la entrada x y la salida f (x) están normalizadas entre ±1, y µ es el parámetro
de compresión (µ = 255 para Estados Unidos y Japón). En la Tabla 5.4 se muestra la
traducción de una variable entera de 13 bits codificada linealmente en una variable entera
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de 8 bits comprimida según la ley µ. El bit de polaridad (1 para valores positivos, en el bit
13 para la entrada, y en el bit 8 para la salida) no se muestran en la tabla. En la Fig. 5.71
se muestra la característica de compresión para una entrada x normalizada, y la salida
expresada como un valor entero.

En Europa se utiliza una ley de compresión denominada Ley A que convierte 12 bis de
magnitud en 7 bits comprimidos, de acuerdo a la ley continua

f (x) =


sgn(x)

A|x|
1+ ln A

, 0 ≤ |x| ≤ 1
A ,

sgn(x)
1+ ln(A|x|)

1+ ln A
, 1

A ≤ |x| ≤ 1,

donde A es el parámetro de compresión (A = 87,6 en Europa), y x es el valor normalizado
del entero a comprimir. La forma de la caracterísitica entrada/salida es muy similar a la
de la ley µ (Fig. 5.71). A fines de implementación en sistemas digitales, la ley se aproxima
por una función lineal a tramos. Las diferencias entre la ley µ y la ley A son menores.
Por utilizar menor cantidad de bits, la ley A genera señales de menor amplitud y menor
calidad que la ley µ. Sin embargo, el rango dinámico de la ley A es mayor que el de la ley
µ (48.7 dB versus 48.4 dB).

5.11.3. Análisis de los errores de cuantización

Las Fig. 5.69 y 5.70 muestran que los valores cuantizadados x̂[n] serán diferentes de los
de las muestras x[n]. La diferencia entre ellas es el error de cuantización, definido como

e[n] = x̂[n]− x[n].

Por ejemplo, para el cuantizador de 3 bits de la Fig. 5.69, si ∆/2 < x[n] < 3∆/2, entonces
x̂[n] = ∆, y resulta que

−∆/2 < e[n] < ∆/2. (5.123)

En el caso de la Fig. 5.69, esta ecuación se satisface para cualquier muestra x[n] cuyo valor
esté comprendido dentro del rango

−9∆/2 < x[n] ≤ 7∆/2.

En general, en el caso de un cuantizador de (B + 1) bits, donde ∆ esté dado por la
ecuación (5.121), el error de cuantización queda comprendido entre±∆/2 [ecuación (5.123)]
siempre que el valor de la muestra x[n] quede dentro del intervalo

−Xm − ∆/2 < x[n] ≤ Xm − ∆/2.

Si x[n] está fuera de este rango, como para en t = 0 en la Fig. 5.70, entonces el error de
cuantización es de mayor magnitud que ∆/2, y se suele decir que estas muestras están
recortadas (“clipped”).

Un modelo simplificado pero útil del cuantizador se muestra en la Fig. 5.72, en el cual
las muestras del error de cuantización se piensan como una señal de ruido aditivo. El
modelo es exactamente equivalente al cuantizador si se conoce e[n] ; sin embargo, en la
mayoría de los casos e[n] no se conoce y resulta más útil utilizar un modelo estadístico
basado en la estructura de la Fig. 5.72 para representar los efectos de la cuantización en
los algoritimos de procesamiento de señales. La representación estadística del error de
cuantización está basada en las siguientes hipótesis:
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Tabla 5.4: Conversión de código lineal a código comprimido según ley µ.

bits de entrada bits de salida

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3 2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 a b c d x 0 0 0 a b c d
0 0 0 0 0 0 1 a b c d x x 0 0 1 a b c d
0 0 0 0 0 1 a b c d x x x 0 1 0 a b c d
0 0 0 0 1 a x x x x x x x 0 1 1 a b c d
0 0 0 1 a b x x x x x x x 1 0 0 a b c d
0 0 1 a b c x x x x x x x 1 0 1 a b c d
0 1 a b c d x x x x x x x 1 1 0 a b c d
1 a b c d x x x x x x x x 1 1 1 a b c d

Fig. 5.71. Curva de compresión de la ley µ.

Tabla 5.5: Conversión de código lineal a código comprimido según ley A.

bits de entrada bits de salida

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3 2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 a b c d x 0 0 0 a b c d
0 0 0 0 0 0 1 a b c d x 0 0 1 a b c d
0 0 0 0 0 1 a b c d x x 0 1 0 a b c d
0 0 0 0 1 a b c d x x x 0 1 1 a b c d
0 0 0 1 a b c d x x x x 1 0 0 a b c d
0 0 1 a b c d x x x x x 1 0 1 a b c d
0 1 a b c d x x x x x x 1 1 0 a b c d
1 a b c d x x x x x x x 1 1 1 a b c d
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Fig. 5.72. Modelo de ruido aditivo del cuantizador.

1. La sucesión e[n] es un proceso aleatorio estacionario.

2. La sucesión error e[n] no está correlacionada con la señal x[n].

3. Las muestras de la señal error e[n] no están correlacionadas entre sí; es decir, e[n] es
un proceso tipo ruido blanco.

4. La distribución de probabilidad del proceso e[n] es uniforme sobre el rango del
error de cuantización.

Como se verá más adelante, estas hipótesis permiten analizar de manera muy simple los
efectos de la cuantización. Es sencillo encontrar situaciones donde alguna de las hipóte-
sis precedentes no se cumple: por ejemplo, si xa(t) es un escalón, las hipótesis no son
justificables. Sin embargo, para el caso de señales complicadas, como la voz o la música,
donde la señal fluctúa rápidamente de una manera casi impredecible, estas hipótesis son
más realistas. Se han realizado experiencias que muestran que a medida que las señales
se “complican”, la correlación entre la señal x[n] y el error de cuantización e[n] dismin-
uye, y el error también se vuelve no correlado (Bennet, 1948; Widrow, 1956, 1961.) En un
sentido heurístico, las hipótesis sobre el modelo estadístico parecen ser válidas si la señal
es lo suficientemente complicada, y si el paso de cuantización ∆ es bastante pequeño, de
manera que la amplitud de la señal pase por varios pasos de cuantización de una muestra
a otra.

EJEMPLO 5.29. Error de cuantización para una señal sinusoidal
Las muestras (sin cuantizar) de la señal x[n] = 0,99 cos(n/10) se grafican en la Fig. 5.73(a) . Esta
señal se procesa con un cuantizador de 3 bits (B+ 1 = 3), resultando en la señal x̂[n] = Q{x[n]},
que se representa en la Fig. 5.73(b) asumiendo que Xm = 1. Las líneas de trazos indican los niveles
de cuantización. El error de cuantización e[n] = x̂[n]− x[n] se muestra en la Fig. 5.73(c) , donde las
líneas de trazos limitan el intervalo ±∆/2. En este caso, el error e[n] está altamente correlacionado
con la señal x[n] sin cuantizar. Por ejemplo, en un entorno de los picos positivos y negativos del
coseno la señal cuantizada x̂[n] permanece constante durante varias muestras consecutivas, y por
lo tanto el error tiene la forma de la señal de entrada en esos intervalos. Además, en los intervalos
correspondientes a los picos positivos, el error es de magnitud mayor que ∆/2 porque la señal de
entrada es muy grande de acuerdo a los parámetros de este cuantizador.

En la Fig. 5.73(d) se muestra el error cuando se utiliza un cuantizador de B+ 1 = 8 bits. Nueva-
mente las líneas de trazos indican el intervalo ±∆/2. En este caso, no se advierte ningún patron o
periodicidad. Si la señal x[n] hubiese sido un coseno periódico, es decir, un coseno cuya frecuencia
fuera una fracción racional de 2π, el error también hubiese sido periódico; para evitar este caso en
el ejemplo se utilizó la frecuencia ω0 = 1/10. La observación de la Fig. 5.73 tiende a confirmar
la afirmación precedente sobre las propiedades del ruido de cuantización de una señal cuantizada
con un paso ∆ suficientemente fino: las muestras de la señal error parecen variar aleatoriamente sin
correlación con la señal original sin cuantizar, y quedan comprendidas en el rango ±∆/2. �
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Fig. 5.73. Ejemplo del ruido de cuantización. Muestras de la señal x[n] = 0,99 cos(n/10) (a);
muestras cuantizadas a 3 bits de la señal x[n] (b); error de cuantización de la señal
x[n] cuantizada a 3 bits (c); error de cuantización de la señal x[n] cuantizada a 8
bits (d).

Fig. 5.74. Función densidad de probabilidad del error de cuantización para un cuantizador por
rendondeo como el de la Fig. 5.69.

Para cuantizadores que redondean el valor de la muestra al nivel de cuantización más
próximo, como el que se muestra en la Fig. 5.69, la amplitud del ruido de cuantización
queda comprendida en el rango

−∆/2 < e[n] < ∆/2.

Para ∆ pequeños, es razonable asumir que e[n] es una variable aleatoria con distribución
uniforme entre −∆/2 y ∆/2, con la función de densidad de probabilidad pen(e) que se
muestra en la Fig. 5.74. Si en lugar de redondeo se hubiese aproximado por truncación,

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.11. Procesamiento digital de señales analógicas 105

entonces el error siempre hubiese sido negativo, y se hubiese tenido una función de den-
sidad de probabilidad definida sobre el intervalo desde−∆ a 0. Para completar el modelo
estadístico del ruido de cuantización, se supone que las muestras de ruido no están cor-
relacionadas entre sí, y también que e[n] no está correlacionado con x[n]. Por lo tanto, se
asume que el ruido de cuantización e[n] es una sucesión de ruido blanco con distribución
uniforme. El valor medio de e[n] es nulo, y su varianza es

σ2
e =

∫ ∞

−∞
e2 pen(e)de =

∫ ∆/2

−∆/2
e2 1

∆
de =

∆2

12
.

Para un cuantizador de (B+ 1) bits, con un rango a fonde de escala de ±Xm, el paso de
cuantización es ∆ = 2−BXm, de modo que la varianza del ruido (su potencia) es

σ2
e =

2−2BX2
m

12
.

Una medida común de la degradación de una señal contaminada por ruido aditivo es la
relación señal a ruido (SNR), definida como el cociente entre las varianzas (potencias) de
la señal y del ruido. La SNR de un cuantizador de (B + 1) bits, expresada en decibeles
(dB) es

SNR = 10 log10

(
σ2

x
σ2

e

)
= 10 log10

(
12

22B

X2
m

σ2
x

)
= 10 log10 12+ 10 log10(2

2B) + 10 log10

(
σ2

x
X2

m

)
= 10,8+ 6,02B+ 20 log10

(
σx

Xm

)
(5.124)

La expresión (5.124) muestra que la relación señal a ruido se incrementa aproximada-
mente 6 dB por cada bit B que se agrega a la longitud de palabra de la muestra cuantiza-
da, es decir, por cada duplicación del número de niveles de cuantización. Sin embargo,
debe prestarse especial atención al término

20 log10

(
σx

Xm

)
. (5.125)

El parámetro Xm es propio del cuantizador, y en cualquier sistema real está fijo: es el
rango de tensiones máximas y mínimas aceptado por el conversor A/D. La cantidad σx
es el valor medio cuadrático (RMS) de la amplitud de la señal, y necesariamente es menor
que el valor pico de la señal. Por ejemplo si x[n] es una sinusoidal con amplitud pico Xp,
entonces σx = Xp/

√
2. Si σx es muy grande, la amplitud de pico de la señal excederá

el rango de escala completa Xm del conversor A/D. En este caso, se produce una fuerte
distorsión, y la ecuación (5.124) deja de ser válida. Si, por otra parte, σx es muy pequeño,
el término indicado por (5.125) será grande y negativo, disminuyendo la relación señal a
ruido dada por (5.124): cuando σx se reduce a la mitad, la SNR se reduce en 6 dB. Estas
consideraciones indican que es muy importante ajustar el nivel de la señal de entrada al
conversor A/D de manera de evitar que sature, pero asegurándose de que la señal quede
representada por un número adecuado de bits.

Para señales analógicas tales como la voz o la música, la distribución de las amplitudes
tiende a estar concentrada alrededor de cero, y decrece rápidamente con amplitudes cre-
cientes. En tal caso, la probabilidad que el valor de una muestra exceda 3 o 4 veces el
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Fig. 5.75. Diagrama bloque de un conversor D/A (a); representación usando un mantenedor de
orden cero (b).

valor RMS es extremadamente baja. Por ejemplo, si la amplitud de la señal tiene una
distribución Gaussiana, sólo el 0.064 % de las muestras tendrá una amplitud superior a
4σx. Entonces, para evitar recortar los picos de la señal se debe ajustar la ganancia de
los filtros y amplificadores que preceden al conversor A/D de manera que σx = Xm/4.
Reemplazando este valor de σx en (5.124) se encuentra que

SNR ≈ 6B− 1,25 dB.

Por ejemplo, para obtener una relación señal a ruido de alrededor de 90 a 96 dB como
se necesita para grabación y reproducción musical de alta fidelidad se requieren 16 bits
de cuantización; sin embargo, tal desempeño sólo se puede alcanzar si la amplitud de la
señal de entrada se ajusta apropiadamente al rango del conversor A/D.

5.11.4. Conversión Digital-Analógica (D/A)

En la Sección 5.7 se discutió el proceso de reconstrucción de una señal limitada en banda
a partir de una sucesión de muestras utilizando un filtro pasabajos ideal. En términos de
la transformada de Fourier, el proceso de reconstrucción se representa como

Xr( f ) = X(ejω)|ω= f 2π
Fs

Hr( f ),

donde X(ejω) es la transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD) de la sucesión
de muestras x[n], y Xr( f ) es la trasnformada de Fourier de la señal de tiempo continuo
reconstruida. El filtro reconstructor ideal tiene respuesta en frecuencia

Hr( f ) =
{

T, | f | < Fs/2,
0, | f | > Fs/2.

(5.126)

Para esta elección de Hr( f ), la relación entre xr(t) y x[n] es

xr(t) = ∑
n

x[n]hr(t− nT) = ∑
n

x[n] sinc[(t− nT)/T]

donde hr(t) = sinc(t/T). El sistema que tiene como entrada la sucesión de muestras
x[n] y como salida la señal de tiempo continuo reconstruida se denomina conversor D/C
ideal. Sin embargo, este no es un dispositivo físico (circuito integrado); la contraparte real
de este modelo idealizado es el conversor digital analógico (D/A), seguido por un filtro
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pasabajos apropiado. Como se muestra en la Fig. 5.75(a), el conversor D/A toma una
sucesión de números binarios como entrada, y produce una salida de tiempo continuo
de la forma

xDA(t) = ∑
n

Xm x̂B[n]h0(t− nT)

= ∑
n

x̂[n]h0(t− nT) (5.127)

donde h0(t) es la respuesta impulsiva del mantenedor de orden cero dada por la ecuación
(5.119). Las líneas de trazos en la Fig. 5.70 (en la página 99) muestran la salida del con-
versor D/A para las muestras cuantizadas de la señal sinusoidal. El conversor D/A
mantiene el valor de la muestra cuantizada durante un período de muestreo, de la misma
manera que el mantenedor de orden cero mantiene el valor (no cuantizado) de la muestra
de entrada. En general este no es un dispositivo adicional, sino que está formado por el
“latch” interno del conversor D/A.

Utilizando el modelo de ruido aditivo para representar los efectos de la cuantización, la
salida xDA(t) del conversor D/A dada por la ecuación (5.127) es

xDA(t) = ∑
n

x[n]h0(t− nT) +∑
n

e[n]h0(t− nT). (5.128)

Para simplificar la notación, se definen

x0(t) = ∑
n

x[n]h0(t− nT), (5.129)

e0(t) = ∑
n

e[n]h0(t− nT), (5.130)

de manera que (5.128) se puede escribir como

xDA(t) = x0(t) + e0(t).

La componente de señal x0(t) está relacionada con la señal de entrada xa(t), ya que
x[n] = xa(t)|t=nT. La componente de ruido e0(t) depende de las muestras del ruido de
cuantización e[n] de la misma manera que x0(t) depende de las muestras sin cuantizar
x[n]. Las trasformada de Fourier X0( f ) de x0(t) dada por (5.129) es

X0( f ) = ∑
n

x[n]H0( f )e−j2π f nT =

(
∑
n

x[n]e−j2π f nT

)
H0( f )

= X(ejω)|ω= f 2π
Fs

H0( f ).

Como
X(ejω)|ω= f 2π

Fs
=

1
T ∑

k
Xa( f − kFs),

se encuentra que

X0( f ) =

[
1
T ∑

k
Xa( f − kFs)

]
H0( f ). (5.131)

Si Xa( f ) está limitada en banda a frecuencias menores que Fs/2, las réplicas de Xa( f ) no
se solapan en la ecuación (5.131). Si se define un filtro de reconstrucción compensado

H̃r( f ) =
Hr( f )
H0( f )

,
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Fig. 5.76. Respuesta en frecuencia de un mantenedor de orden cero, comparada con la del filtro
reconstructor ideal (a); filtro reconstructor compensado para usar con un conversor
D/A con mantenedor de orden cero (“latch”) (b).

la salida del fitro será xa(t) cuando la entrada es x0(t). Como la respuesta impulsiva del
mantenedor de orden cero es un pulso de altura unitaria y ancho T,

h0(t) = u(t)− u(t− T),

su transformada de Laplace es

H0(s) =
1
s
− e−Ts

s
,

y por lo tanto su transformada de Fourier está dada por

H0( f ) =
1− e−j2πT f

j2π f
=

e−jπT f

j2π f
(ejπT f − e−jπT f ) = e−jπT f sen(πT f )

π f

= e−jπT f T sinc(T f ). (5.132)

Por lo tanto, la función transferencia del filtro reconstructor compensado es

H̃r( f ) =


ejπT f

sinc(T f )
, | f | < Fs/2,

0, | f | > Fs/2.
(5.133)

En la Fig. 5.76(a) se muestra el módulo de la respuesta en frecuencia de H0( f ) dado
por (5.132), comparado con la respuesta del filtro reconstructor ideal Hr( f ) [ecuación
(5.126)]. Ambos filtros tienen una ganacia T en f = 0, pero el mantenedor de orden cero,
aunque también es de naturaleza pasabajo, no presenta un corte abrupto en fc = Fs/2.
La Fig. 5.76(b) representa el módulo de la respuesta en frecuencia del filtro reconstructor
compensado H̃r( f ) que debe colocarse a la salida de un conversor D/A. La respuesta de
fase sería idealmente un adelanto de fase de medio período de muestreo (T/2), para com-
pensar el retardo causado por el mantenedor de orden cero (5.132). Como este avance de
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fase no puede implementarse de manera práctica en un sistema real, normalmente sólo
se compensa el módulo de la respuesta en frecuencia del mantenedor de orden cero. En
muchas aplicaciones también esta compensación suele omitirse, porque la ganancia del
mantenedor de orden cero es 2/π (aproximadamente −4 dB) en f = Fs/2.

La Fig. 5.77 muestra un conversor D/A seguido de un filtro reconstructor compensado.
De la discusión precedente, la señal de salida reconstruida será

x̂r(t) = ∑
n

x̂[n] sinc[(t− nT)/T]

= ∑
n

x[n] sinc[(t− nT)/T] +∑
n

e[n] sinc[(t− nT)/T]

que puede escribirse como
x̂r(t) = xa(t) + ea(t),

donde ea(t) es una señal de ruido blanco limitada en banda al rango ±Fs/2.

Con todos estos elementos es posible completar el análisis del sistema discreto para
procesamiento de señales continuas representado en la Fig. 5.54(b) , repetida en la Fig. 5.78.
Si se supone que tanto el prefiltro Ha( f ) como el filtro reconstructor compensado H̃r( f )
tienen respuesta en frecuencia nula fuera del rango −Fs/2 < f < Fs/2, y que el sistema
discreto es lineal e invariante en el tiempo, la salida del sistema completo será

ŷr(t) = ya(t) + ea(t), (5.134)

con
Ya( f ) = H̃r( f )H0( f )H(ejω)|ω= f 2π

Fs
Ha( f )Xc( f ), (5.135)

donde Ha( f ), H0( f ) y H̃r( f ) son las respuestas en frecuencia del filtro antialiasing, del
mantenedor de orden cero del conversor D/A y del filtro reconstructor compensado, re-
spectivamente. El término H(ejω)|ω= f 2π

Fs
es la respuesta en frecuencia del sistema discreto

expresada en las unidades de frecuencia del sistema continuo.

Suponiendo que el ruido de cuantización introducido por el conversor A/D es ruido
blanco con varianza σ2

e = ∆2/12, se puede demostrar que el espectro de potencia del
ruido de salida es

Pen( f ) =
∣∣∣H̃r( f )H0( f )H(ejω)|ω= f 2π

Fs

∣∣∣2 σ2
e . (5.136)

En otras palabras, el ruido de cuantización agregado por el conversor A/D queda afecta-
do por las distintas etapas de filtrado en tiempo continuo y discreto. La ecuación (5.135)
muestra que, bajo la hipótesis de que la distorsión por solapamiento es despreciable, la
respuesta en frecuencia global desde xc(t) hasta yr(t) es

He( f ) = H̃r( f )H0( f )H(ejω)|ω= f 2π
Fs

Ha( f ). (5.137)

Fig. 5.77. Configuración física para la conversión digital-analógica.
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Fig. 5.78. Esquema de un sistema de procesamiento digital de señales analógicas..

Si el filtro antialiasing es ideal, como el indicado en la ecuación (5.111), y si la compen-
sación del filtro reconstructor también es ideal [ecuación (5.133)], entonces la respuesta
en frecuencia efectiva del sistema global tiene la forma dada por la ecuación (5.112):

He( f ) =

{
H(ejω)

∣∣
ω= f 2π

Fs
, para | f | < Fs/2,

0, para | f | > Fs/2.

En caso contrario, la ecuación (5.137) es un mejor modelo. Esta expresión muestra que
la compensación por imperfecciones en cualquiera de los cuatro términos puede ser in-
cluido en alguno de los restantes. Por ejemplo, la compensación de la respuesta en fre-
cuencia del prefiltro o del efecto del mantenedor de orden cero del conversor D/A, o
ambas, pueden incluirse en la implementación del sistema discreto lineal e invariante en
el tiempo.

Además del efecto de filtrado indicado por (5.137), la ecuación (5.134) muestra que la sal-
ida del sistema de procesamiento discreto de datos continuos representado en la Fig. 5.78
también queda contaminada por el ruido de cuantización filtrado, según se indica en
(5.136). Más adelante se estudiará que también se puede generar ruido en la imple-
mentación del sistema discreto, causado por la cuantización de los coeficientes y la pre-
cisión finita que resulta de efectuar las operaciones matemáticas con aritmética de punto
fijo. En general, este ruido interno quedará filtrado por el mismo sistema discreto, por el
mantenedor de orden cero asociado al conversor D/A, y por el filtro reconstructor.

5.12. El cubo de Fourier-Poisson

Las aplicaciones clásicas del análisis de Fourier se basan en el uso de la integral (TF)

x(t) =
∫ ∞

−∞
X( f )ej2π f td f , −∞ < t < ∞, (5.138)

X( f ) =
∫ ∞

−∞
x(t)e−j2π f tdt, −∞ < f < ∞, (5.139)

o la serie de Fourier para señales de tiempo continuo (SF)

x̃(t) =
∞

∑
k=−∞

X[k]ej 2π
T kt, 0 ≤ t < T, (5.140)

X[k] =
1
T

∫ T

0
x̃(t)e−j 2π

T ktdt, −∞ < k < ∞, (5.141)
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(donde, para uniformizar la notación, se ha indicado ck = X[k]) o bien la transformada
de Fourier para señales de tiempo discreto (TFTD)

x[n] =
1

2π

∫ 2π

0
X(ejω)e−jωndω, −∞ < n < ∞, (5.142)

X(ejω) =
N−1

∑
n=0

x[n]e−jωn, 0 ≤ ω < 2π. (5.143)

Las computadoras digitales pueden ser programadas para evaluar las sumas finitas (SDF,
TDF)

x̃[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

X̃[k]ej 2π
N kn, 0 ≤ n ≤ N − 1, (5.144)

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn, 0 ≤ k ≤ N − 1, (5.145)

con gran eficiencia. En las expresiones (5.144)-(5.145) las señales se notan como periódi-
cas para facilitar la comparación con el resto de las transformadas, aunque el cálculo se
indica únicamente para las N muestras significativas. En esta sección se derivan algu-
nas identidades que conectan estas formas aparentemente no relacionadas del análisis de
Fourier.

Las ecuaciones de síntesis y análisis (5.138)-(5.139), (5.140)-(5.141), (5.142)-(5.143) y (5.144)-
(5.145) establecen mapas bidireccionales x(t) ↔ X( f ), x̃(t) ↔ X[k], x[n] ↔ X(ejω),
x̃[n] ↔ X̃[k] que vinculan funciones razonablemente regulares en R, RT, Z, ZN con
sus transformadas. En esta sección RT (ZN) indica que el argumento de la función en
cuestión puede restringirse al rango [0, T) ([0, N − 1]) porque la función es periódica de
período T (N). El propósito de esta sección, inspirada en Kammler (2000), es establecer
ciertas conexiones entre estos cuatro tipos de análisis de Fourier de señales de una vari-
able. Se establecen ocho vínculos o mapas unidireccionales x(t) → x̃(t), x(t) → x[n],
x̃(t)→ x̃[n], x[n]→ x̃[n], X( f )→ X[k], X( f )→ X(ejω), X[k]→ X̃[k], X(ejω)→ X̃[k] que
sirven para vincular las esquinas adyacentes del cubo incompleto que se muestra en la
Fig. 5.79. De esta forma se unifican las diferentes representaciones de la transformada de
Fourier, y se derivan algunas herramientas computacionales muy valiosas.

5.12.1. Discretización por muestreo

Dada una función x( · ) definida sobre R y una “unidad de muestra” Ts, se genera una
función discreta x[ · ] sobre Z definiendo

x[n] = x(nTs), n = 0, ± 1, ± 2, . . .

Se dice que x[ · ] se construye muestreando x( · ) cada Ts. La misma idea puede aplicarse
para construir una función discreta N-periódica x̃[ · ] definida sobre ZN a partir de una
función periódica continua T-periódica x̃( · ) sobre RT. En este caso, Ts no se elige arbi-
trariamente, sino que se debe tomar Ts = T/N, de modo que N pasos de Ts igualen el
período T de la señal. Con esta idea se define

x̃[n] = x̃
(

T
N

n
)

.
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Fig. 5.79. Funciones de los cuatro pares transformados de Fourier (5.138)-(5.139), (5.140)-
(5.141), (5.142)-(5.142) y (5.144)-(5.145) dispuestos como vértices de un cubo.

Estas discretizaciones (mapeos x(t) → x[n], x̃(t) → x̃[n]) se muestran en la Fig. 5.80.
Las funciones discretas x[ · ], x̃[ · ] son buenas representaciones de las funciones contin-
uas x( · ), x̃( · ) siempre que las funciones x( · ), x̃( · ) no varíen apreciablemente sobre
cualquier intervalo de longitud Ts.

5.12.2. Periodización por replicación

Sea x( · ) una función continua definida sobre R tal que x(t) tiende rápidamente a 0 cuan-
do t→ ±∞. Si la función se traslada un número entero arbitrario de veces T unidades de
tiempo,

. . . , x(t+ 2T), x(t+ T), x(t), x(t− T), x(t− 2T), . . .

se puede obtener una función x̃( · ) T-periódica sumando las réplicas,

x̃(t) =
∞

∑
m=−∞

x(t−mT), −∞ < t < ∞,

donde T > 0. Se dice que la función x̃(t), definida sobre RT se obtiene por replicación cada
T de la función x(t). Otra manera de describir una función periódica x̃(t) es mediante la
convolución de la señal aperiódica x(t) con un tren de impulsos pT(t) = ∑m δ(t−mT):

x̃(t) = x(t) ∗ pT(t) = x(t) ∗
∞

∑
m=−∞

δ(t−mT) = x̃(t) =
∞

∑
m=−∞

x(t−mT), −∞ < t < ∞.
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Fig. 5.80. Construcción de x[n] sobre Z y de x̃[n] sobre ZN por T/N-muestreo de x(t) sobre
R y de x̃(t) sobre RT, respectivamente.

De manera similar, cuando x[ · ] es una función discreta definida sobre Z, y tal que x[n]
tiende rápidamente a 0 cuando n → ±∞, se puede construir una función x̃[ · ] discreta y
N-periódica sobre ZN definiendo

x̃[n] =
∞

∑
m=−∞

x[n−mN], n = 0, ± 1, ± 2, . . . (5.146)

En este caso también puede construirse x̃[ · ] como la convolución entre x[n] y un tren de
impulsos N periódico pN [n] = ∑m δ[n−mN]:

x̃[n] = x[n] ∗ pN [n] = x[n] ∗
∞

∑
m=−∞

δ[n−mN] =
∞

∑
m=−∞

x[n−mN], n = 0, ± 1, ± 2, . . .

Estas “periodizaciones” (mapeos x(t)→ x̃(t), x[n]→ x̃[n]) se ilustran en la Fig. 5.81. Las
funciones periódicas x̃( · ), x̃[ · ] son buenas representaciones de las funciones aperiódicas
x( · ), x[ · ] cuando estas funciones están concentradas en intervalos de longitud T o N,
respectivamente.

5.12.3. Las relaciones de Poisson

Sea x[ · ] una función discreta definida sobre Z. Si x[ · ] es absolutamente sumable,
∞

∑
m=−∞

|x[n]| < ∞

de modo que la suma (5.146) que define a x̃[ · ] sea convergente, se puede utilizar la
ecuación de análisis (5.145) para obtener la transformada discreta de Fourier X̃[k] de x̃[ · ]
obtenida a partir de x[ · ] por N-replicación

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn =

N−1

∑
n=0

∞

∑
m=−∞

x[n−mN]e−j 2π
N kn.
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Fig. 5.81. Construcción de x̃(t) sobre RT por T-replicación de x(t) sobre R y de x̃[n] sobre
ZN por N-replicación de x[n] sobre Z.

Como ej 2π
N kn es N-periódica en n, y como cada entero ` tiene una representación única

` = n−mN, con

{
n = 0, 1, . . . , N − 1,
m = 0, ± 1, ± 2, . . .

se puede escribir

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

∞

∑
m=−∞

x[n−mN]e−j 2π
N k(n−mN) =

∞

∑
`=−∞

x[`]e−j 2π
N k`.

Si se observa la ecuación de análisis (5.143), se nota que

X̃[k] = X(ejω)
∣∣∣
ω= 2π

N k
, k = 0, ± 1, ± 2, . . .

En otras palabras, si x̃[ · ] se obtiene a partir de x[ · ] por N-replicación, entonces X̃[k]
se obtiene de X(ejω) muestreándola con 1/N. En este caso, es conveniente pensar que
X(ejω) está definida sobre R2π. De manera similar cuando x( · ) es una función razon-
ablemente regular sobre R, se pueden hallar los coeficientes de la función T-periódica

x̃(t) =
∞

∑
m=−∞

x(t− nT)
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escribiendo

X[k] =
1
T

∫ T

0
x̃(t)e−j 2π

T ktdt =
1
T

∫ T

0

∞

∑
m=−∞

x(t− nT)e−j 2π
T ktdt

=
1
T

∞

∑
m=−∞

∫ T

0
x(t− nT)e−j 2π

T k(t−nT)dt =
1
T

∫ ∞

ξ=−∞
x(ξ)e−j 2π

T kξdξ

=
1
T

X( f )| f= k
T

.

Por supuesto, deben imponerse algunas condiciones de regularidad sobres x( · ) para
asegurar que las funciones x̃( · ), X[k] queden bien definidas, y también que sea posible
intercambiar el orden de la integración y la sumatoria en el tercer paso. En este caso, si
x̃( · ) se genera por T-replicación de x( · ), entonces X[ · ] se obtiene escalando X( · ) por
1/T y muestreando X( · ) cada 1/T.

De esta forma, las ecuaciones de análisis (5.139) y (5.141), (5.143) y (5.145) han permitido
obtener los pares transformados de Fourier

x̃(t) =
∞

∑
m=−∞

x(t−mT), X[k] =
1
T

X( f )| f= k
T

, (5.147)

x̃[n] =
∞

∑
m=−∞

x[n−mN], X̃[k] = X(ejω)
∣∣∣
ω= 2π

N k
, (5.148)

donde x( · ), x[ · ] son funciones razonablemente regulares sobre R, Z, con transformadas
de Fourier X( f ), X(ejω) sobre R, R2π.

Se pueden utilizar argumentos similares, a partir de las ecuaciones de síntesis (5.138) y
(5.142), (5.140) y (5.144) para obtener los pares transformados de Fourier

x[n] = x
(

T
N

n
)

, X(ejω) =
N
T

∞

∑
r=−∞

X
(

f − r
N
T

)∣∣∣∣
f=ω N

2πT

, (5.149)

x̃[n] = x̃
(

T
N

n
)

, X̃[k] = N
∞

∑
r=−∞

X[k− rN], (5.150)

donde x( · ), x̃( · ) son funciones razonablemente regulares sobre R, RT con transfor-
madas de Fourier X( · ), X[ · ] definidas sobre R, Z, respectivamente. En la ecuación
(5.149) se ha tomado Ts = T/N para resaltar las similitudes con (5.150). Las relaciones
(5.147)-(5.150) se denominan relaciones de Poisson, y revelan la relación dual entre el muestreo
y la replicación en los dominios tiempo y frecuencia, respectivamente.

Por ejemplo, partiendo del T/N muestreo de x(t), se tiene que

x[n] = x
(

T
N

n
)

,

y por lo tanto,

X(ejω) =
∞

∑
n=−∞

x[n]e−jωn =
∞

∑
n=−∞

x
(

T
N

n
)

e−jωn.

Tomando en cuenta la ecuación de síntesis (5.138),

X(ejω)=
∞

∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
X( f )ej2π f td f

∣∣∣∣
t= T

N n
e−jωn=

∫ ∞

−∞
X( f )

∞

∑
n=−∞

ej2π f T
N ne−jωnd f . (5.151)
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Sabiendo que ∑n eωn = 2π ∑r δ(ω− 2πr),

∞

∑
n=−∞

ej2π f T
N ne−jωn =

∞

∑
n=−∞

ej(2π f T
N−ω)n = 2π

∞

∑
r=−∞

δ

(
2π f

T
N
−ω+ 2πr

)
=

N
T

∞

∑
r=−∞

δ

(
f +

2πr−ω

2π

N
T

)
,

y reemplazando en (5.151) se obtiene

X(ejω)=
N
T

∫ ∞

−∞
X( f )

∞

∑
r=−∞

δ

(
f+

2πr−ω

2π

N
T

)
d f =

N
T

∞

∑
r=−∞

X
(

ω

2π

N
T
−r

N
T

)
,

que justifica el par transformado (5.149), asumiendo, como en los casos anteriores, que
las funciones involucradas son lo suficientemente regulares como para permitir el inter-
cambio de orden de integración y suma.

Finalmente, el par transformado (5.150) se obtiene de manera similar, notando que

x̃[n] = x̃
(

T
N

n
)

,

y de acuerdo a la ecuación de análisis (5.145),

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn =

N−1

∑
n=0

x̃
(

T
N

n
)

e−j 2π
N kn.

Aplicando la ecuación de síntesis (5.140),

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

∞

∑
q=−∞

X[q]ej 2π
T qt

∣∣∣∣∣
t= T

N n

e−j 2π
N kn =

∞

∑
q=−∞

X[q]
N−1

∑
n=0

ej 2π
T q T

N ne−j 2π
N kn

=
∞

∑
q=−∞

X[q]
N−1

∑
n=0

ej 2π
N (q−k)n,

y sabiendo que
N−1

∑
n=0

ej 2π
N (q−k)n = N ∑

r
δ[q− k+ rN],

se tiene que

X̃[k] = N
∞

∑
r=−∞

X[k− rN],

como especifica (5.150).

La relación dual entre la replicación en un dominio y el muestreo en el otro también
puede interpretarse con la convolución en un dominio o multiplicación en el otro, re-
spectivamente, de la señal (o su transformada) con un tren de impulsos. Las relaciones
entre los trenes de impulsos y sus transformadas son

pT(t) = ∑
m

δ(t−mT) ⇐⇒ PT( f ) =
1
T ∑

k
δ

(
f − k

T

)

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



5.12. El cubo de Fourier-Poisson 117

para el caso continuo, y

pN [n] = ∑
m

δ[n−mM] ⇐⇒ PT(ejω) =
1
N ∑

k
δ

(
ω− 2πk

N

)
para el caso discreto. La aplicación de estas relaciones, junto con el teorema de convolu-
ción en tiempo o en frecuencia, permiten obtener los pares transformados (5.147)-(5.150)
de manera casi trivial.

5.12.4. El cubo de Poisson

Las relaciones de Poisson, junto con las ecuaciones de análisis y síntesis, se pueden com-
binar para producir el cubo de Fourier-Poisson, que se muestra en la Fig. 5.82. Las funciones
x( · ), x̃( · ), x[ · ], x̃[ · ], definidas sobre R, RT, Z, ZN respectivamente, y que cumplen con
algunas condiciones de regularidad, se ubican sobre las esquinas del lateral izquierdo del
cubo, y las trasformadas de Fourier correspondientes X( · ), X[ · ], X(ej · ), X̃[ · ], definidas
sobre R, Z, R2π, ZN , yacen sobre los vértices del lateral derecho. En este diagrama coex-
isten tres tipos de periodicidad:

funciones T-periódicas, como x̃( · ), definida sobre RT;

funciones N-periódicas, como x̃[ · ], X̃[ · ], definidas ambas sobre ZN ;

funciones 2π-periódicas, como X(ej · ), definida sobre R2π.

Las ecuaciones de síntesis-análisis (5.138)-(5.145) permiten la conversión función↔ trans-
formada. El proceso de Ts-muestreo y T-replicación son mapas unívocos (de un solo sen-
tido) que permiten conectar esquinas adyacentes en el lateral izquierdo del cubo (cara de
las funciones), y las fórmulas de Poisson (5.147)-(5.150) inducen mapeos unívocos corre-
spondientes en el lateral derecho del cubo (cara de las transformadas).

Es posible desplazarse de una esquina a otra del cubo siguiendo diferentes caminos. Por
ejemplo, se puede ir desde la esquina de x( · ) a la de x̃[ · ] por el camino x( · )→ x̃( · )→
x̃[ · ] o bien por el camino x( · ) → x[ · ] → x̃[ · ]. Las relaciones de Poisson permiten
verificar que cualquiera de estos dos caminos conducen a la misma función x̃[ · ] :

x̃[n]
(5.150)
= x̃

(
T
N

n
)

(5.148)
=

∞

∑
m=−∞

x
(

T
N

n−mT
)

,

x̃[n]
(5.148)
=

∞

∑
m=−∞

x[n−mN]
(5.149)
=

∞

∑
m=−∞

x
(

T
N
[n−mN]

)
.

Se pueden utilizar argumentos similares para verificar que dos caminos cualesquiera que
unan sendas esquinas del cubo, de manera consistente con las flechas, corresponden al
mismo mapa compuesto. Se dice que el cubo de Fourier-Poisson es un diagrama conmuta-
tivo.
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Fig. 5.82. El cubo de Fourier-Poisson es un diagrama conmutativo formado por las 8 ecuaciones
de síntesis-análisis (5.138)-(5.145) y las 8 relaciones de Poisson (5.147)-(5.150).

5.13. El cubo discreto de Fourier-Poisson

Para las señales periódicas discretas x̃[n] con transformada discreta de Fourier X̃[k], rela-
cionadas entre sí por las ecuaciones de síntesis y análisis

x̃[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

X̃[k]ej 2π
N kn, 0 ≤ n ≤ N − 1, (5.152)

X̃[k] =
N−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn, 0 ≤ k ≤ N − 1, (5.153)

respectivamente, los procesos de replicación y de compresión permiten construir un dia-
grama conmutativo similar al cubo de Fourier-Poisson presentado en la sección anterior,
donde todas las funciones intervinientes son discretas y periódicas.

5.13.1. N-Replicación o M-Suma

Si x̃[n], X̃[k] son funciones definidas sobre ZNM, el proceso de N-replicación

ỹ[n] =
M−1

∑
r=0

x̃[n− rN]
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Fig. 5.83. Proceso de N-replicación o M-suma.

permite definir una función ỹ[n] sobre ZN , que está formada por M sumas desplazadas
x̃[n]. Por ello este proceso también suele denominarse de M-suma.

La TDF Ỹ[k] también queda definida sobre ZN , y está dada por

Ỹ[k] = X̃[kM].

La demostración es sencilla. Partiendo de la definición,

Ỹ[k] =
N−1

∑
n=0

ỹ[n]e−j 2π
N kn =

N−1

∑
n=0

(
M−1

∑
r=0

x̃[n− rN]

)
e−j 2π

N kn,

y teniendo en cuenta la N-periodicidad de e−j 2π
N kn, y asumiendo implícitamente la N-

periodicidad de x̃[n], se tiene que

Ỹ[k] =
N−1

∑
n=0

(
M−1

∑
r=0

x̃[n− rN]

)
e−j 2π

N k(n−rN) =
N−1

∑
n=0

M−1

∑
r=0

x̃[n− rN]e−j 2π
N k(n−rN)

=
NM−1

∑
m=0

x̃[m]e−j 2π
N km,

que también puede escribirse como

Ỹ[k] =
NM−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn M

M =
NM−1

∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
NM (Mk)n = X̃[kM].

EJEMPLO 5.30. Replicación de una sucesión temporal
Sea x̃[n] una sucesión definida sobre Z6 (es decir que NM = 6), x̃[n] = {3, 2, 1, 0, 1, 2}. Su TDF
X̃[k], también definida sobre Z6, es

X̃[k] = {9, 4, 0, 1, 0, 4}. (5.154)
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La M-replicación de x̃[n], con M = 2 (N = 3) es

ỹ[n] =
M−1

∑
r=0

x̃[n− rN] = x̃[n] + x̃[n− 3] = {3, 2, 1}+ {0, 1, 2} = {3, 3, 3}.

Es sencillo verificar que la TDF de ỹ[n] es

Ỹ[k] = {9, 0, 0}. (5.155)

Comparando (5.154) con (5.154) se observa que Ỹ[k] = X̃[kM], como se ilustra en la Fig. 5.83. �

5.13.2. Compresión

Si x̃[n], X̃[k] son funciones definidas sobre ZNM, el proceso de M-compresión ỹ[n] =
x̃[nM] permite definir una función ỹ[n] sobre ZN , cuya TDF Ỹ[k] también queda definida
sobre ZN , y está dada por

Ỹ[k] =
1
M

M−1

∑
`=0

X̃[k− `N]

como se comprueba a partir de la ecuación de síntesis (5.152)

ỹ[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

Ỹ[k]ej 2π
N kn =

1
N

N−1

∑
k=0

1
M

M−1

∑
`=0

X̃[k− `N]ej 2π
N kn.

Teniendo en cuenta la N-periodicidad e−j 2π
N kn

ỹ[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

1
M

M−1

∑
`=0

X̃[k− `N]ej 2π
N (k−`N)n =

1
NM

NM−1

∑
r=0

X̃[r]ej 2π
N rn

=
1

NM

NM−1

∑
r=0

X̃[r]ej 2π
NM r(nM) = x̃[nM].

5.13.3. Cubo discreto de Poisson

La N-replicación o M-suma y la M-compresión permiten establecer los pares transforma-
dos de Fourier

ỹ[n] =
M−1

∑
r=0

x̃[n− rM] ↔ Ỹ[k] = X̃[kM], (5.156)

ỹ[n] = x̃[nM] ↔ Ỹ[k] =
1
M

M−1

∑
`=0

X̃[k− `M], (5.157)

donde x̃[n], X̃[k] están definidas sobre ZNM, e ỹ[n], Ỹ[k] sobre ZN . Estos pares, junto con
las ecuaciones de síntesis (5.152) y de análisis (5.153) para los distintos dominios permiten
recrear el cubo discreto de Fourier-Poisson que se muestra en la Fig. 5.84.
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Fig. 5.84. Cubo discreto de Fourier-Poisson.

5.14. Experiencias de laboratorio

Se comentan en esta sección tres experiencias de laboratorio. En ambas se muestrean
señales continuas con un muestreador muy simple formado por un par de llaves analógi-
cas CMOS tipo CD4066, y algunos operacionales que actúan como amplificadores/aisladores,
como se representa en la Fig. 5.85. El muestreador no es de buena calidad, pero sirve para
mostrar los efectos más destacados del muestreo de señales.

En primer lugar se muestrea una onda sinusoidal cuya frecuencia se varía desde poco
menos de un décimo de la frecuencia de muestreo Fs hasta casi la mitad de Fs, de modo
que no se produce aliasing. En la segunda experiencia se trata con una señal que no es
de ancho de banda limitada: una onda cuadrada. Este caso es interesante porque algunas
componentes del espectro de la señal continua se replican dentro de la banda de Nyquist,
entre−Fs/2 y Fs/2. Finalmente se estudia el espectro de una señal cuadrada de frecuencia
fija y ciclo de trabajo variando entre el 20 % y el 50 %.

En todos los casos se muestran las formas de onda temporales continuas y discretas, a
la entrada y salida del muestreador, respectivamente, en la columan de la izquierda, y
los espectros de la señal discreta medidos con el analizador Lab-Volt 9405 reseñado en
el Capítulo 2, en la columna de la derecha de las figuras. La frecuencia de muestreo es
Fs = 5 kHz, y el eje de frecuencias abarca desde −Fs hasta Fs. El pico centrado en f = 0
indica el origen del eje de frecuencias, y no representa ninguna componente armónica de
la señal. La banda de Nyquist, comprendida entre −Fs/2 y Fs/2 = fN , se indica con línea
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de trazos.

5.14.1. Muestreo de una onda senoidal

La Fig. 5.86 muestra los resultados de muestrear una señal sinosoidal cuya frecuencia se
varía entre 300 Hz y 2300 Hz, y por lo tanto no hay posibilidades de aliasing, es decir que
aparezcan réplicas de las componentes frecuenciales de la señal dentro de la banda de
Nyquist. En los espectros se destacan las componentes ubicadas en ± f0, y las réplicas en
±(Fs − f0). Se observa también que a medida que aumenta la frecuencia de la señal estas
componentes se aproximan, y eventualmente se superponen cuando la frecuencia f0 de
la señal se aproxima a la frecuencia de Nyquist, i.e., cuando f0 → Fs/2.

5.14.2. Muestreo de una onda cuadrada

En la Fig. 5.87 se grafican los resultados de muestrear ondas cuadradas de distintas fre-
cuencias. Este caso es interesante pues al no ser una señal de ancho de banda limitada,
aparecen réplicas de las componentes frecuenciales dentro de la banda de Nyquist. En
estas condiciones no se puede asegurar una reconstrucción perfecta de la señal contin-
ua a partir de sus muestras. En algunas de las figuras, por ejemplo la que corresponde
a una frecuencia f0 = 1500 Hz, estas componentes espurias son fácilmente detectables,
como los dos picos de pequeña amplitud ubicados cerca de ±750 Hz. Además aparecen
componentes en frecuencias que no son múltiplos de la componente fundamental. La am-
plitud y distribución de estas componentes dependen de la relación entre la frecuencia
fundamental de la señal y la frecuencia de muestreo.

En la Fig. 5.88 se estudia una onda cuadrada cuya frecuencia fundamental es f0 = 500
Hz, y con ciclos de trabajo que varían entre un 25 % y un 50 %. El espectro de la señal con-
tinua de estas características mostraría la variación de amplitud de algunas componentes
frecuenciales, como se estudió en el Capítulo 2. Sin embargo, para una señal discreta no
sólo varía la amplitud sino la frecuencia de las componentes espectrales, como se aprecia
en la columna derecha de la Fig. 5.88.

Fig. 5.85. Esquema circuital de un muestreador sencillo, y las principales formas de onda.
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Fig. 5.86. Muestreo de ondas sinusoidales de distintas frecuencias.
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Fig. 5.87. Muestreo de ondas cuadradas de distintas frecuencias.
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Fig. 5.88. Muestreo de ondas cuadradas con distintos ciclos de trabajo.
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5.15. Los osciloscopios digitales como sistemas discretos de proce-
samiento de señales continuas

El primer osciloscopio digital fue ideado en 1971 por Hiro Moriyasu, un ingeniero japonés
que en ese entonces trabajaba en Tektronix, y patentado recién en 1980 (Fig.5.89). Desde
entonces el diseño pretende emular el de los osciloscopios analógicos. En un oscilosco-
pio digital no solo se simplifica la implementación de algunas funcionalidades como el
barrido único o el barrido demorado, sino que se pueden agregar otras características no
disponibles en los equipos analógicos (al menos, en los de costo similar), como la visu-
alización de la señal previa al disparo, mediciones de distintos parámetros de la señal,
almacenamiento de formas de onda y datos para análisis posterior, reducción de ruido,
promediación, magnificación, operaciones matemáticas sobre la señal, etc.

5.15.1. Principio de funcionamiento

En la Fig. 5.90 se representa el diagrama en bloques simplificado de un osciloscopio dig-
ital. El amplificador, junto con los atenuadores, escalan las señales de entrada de mo-
do de ajustarlas al rango de tensiones admisibles del convertidor analógico/digital. El
muestreador toma muestras de la señal de entrada a la frecuencia determinada por la
base de tiempos. El conversor A/D transforma el nivel de tensión de cada muestra en
un número binario, que se almacenan en la memoria. Esta es barrida por otro reloj a una
velocidad adecuada para la representación en la pantalla.

En estos osciloscopios es habitual especificar el ancho de banda analógico, que depende de
los atenuadores de entrada, amplificador vertical, muestreador, etc. y también la máxima
frecuencia de muestreo. Como se explica más adelante, lo que importa realmente es la
frecuencia efectiva de muestreo, que depende tanto de la frecuencia de muestreo como
de la capacidad de memoria del osciloscopio. Aunque muchas veces se deja de lado,
también es importante el ancho de banda del canal de disparo, que debe ser similar al
ancho de banda del canal vertical.

5.15.2. Algunos problemas

Los avances en la tecnología han permitido el desarrollo de mejores instrumentos, pero
todavía hay algunas variables de diseño cuya elección resulta de un compromiso entre
costo y prestación. Algunas de estas desventajas son:

bajas frecuencias de muestreo;

pequeña capacidad de memoria;

tiempos más lentos de actualización de la información representada en la pantalla.

errores de cuantización.

A continuación se tratan brevemente cada una de ellas.
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Fig. 5.89. Patente de un “sistema osciloscopio para adquirir, procesar y mostrar información”,
presentada en 1978 y otorgada en 1980.
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Fig. 5.90. Diagrama en bloques simplificado de un osciloscopio digital.

Bajas frecuencias de muestreo

Los primeros osciloscopios digitales estaban pensados para registrar señales repetitivas,
y por lo tanto su frecuencia de muestreo estaba muy por debajo del ancho de banda
del canal vertical. Para representar adecuadamente señales comprendidas dentro del an-
cho de banda del osciloscopio se utilizaba el denominado “muestreo equivalente”, por el
cual cada muestra de desplazaba en tiempo una cantidad precisa. De este modo la señal
periódica queda muestreada en distintos puntos a lo largo de varios ciclos, y es posible
obtener una representación fiel de la señal en la pantalla. Sin embargo, una baja frecuen-
cia de muestreo aumenta las posibilidades de que ocurra distorsión por solapamiento
(aliasing) de las componentes de alta frecuencia de una señal; además esta aproximación
es inviable para señales no periódicas, lo que limita el modo de disparo único a señales
de muy baja frecuencia. A medida que se dispuso de conversores más veloces y económi-
cos la frecuencia de muestreo se incrementó a tres o cuatro veces el ancho de banda del
amplificador vertical del osciloscopio (más detalles en la Sección 5.15.2), y en la actuali-
dad, salvo para osciloscopios diseñados para analizar señales de muy alta frecuencia (del
orden del gigahertz), el “muestreo equivalente” casi no se utiliza.

Pequeña capacidad de memoria

Una reducida capacidad de memoria limita la cantidad de muestras que se pueden al-
macenar en el modo de disparo único, y reduce el tiempo de muestreo efectivo (y por lo
tanto el ancho de banda) sobre todo en las escalas de tiempo de más bajas (altos s/div).
La poca memoria restringe el intervalo de tiempo que puede registrarse cuando se dis-
para la adquisición, y al haber pocas muestras la separación entre ellas debe ser mayor
para cubrir un determinado lapso de tiempo. Esta restricción se debe en parte al costo
de la memoria de alta velocidad, y en parte a las limitaciones de diseño del sistema de
adquisición.

Capacidad de memoria y frecuencia de muestreo La base de tiempos de los oscilo-
scopios digitales no sólo ajusta la escala del eje horizontal en unidades de tiempo por
división, sino que también selecciona la frecuencia de muestreo con que se adquiere la
señal analógica. En el caso de los osciloscopios Agilent DSO3102A disponibles en los
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laboratorios, la máxima frecuencia de muestreo es de 1000 millones de muestras por se-
gundo (1 Gs/s). De acuerdo al ajuste de la base de tiempo, se selecciona la frecuencia de
muestreo de modo de mostrar Ns/d = 100 s/div (muestras por división), que es suficien-
temente denso como para mostrar formas de onda con buena resolución. Hay un total
de Nd = 12 divisiones en el eje temporal, de modo que cada pantalla está formada por
Ns = Ns/dNd = 1200 muestras. De modo que la frecuencia de muestreo resulta

Fs =
Nm

NdTBT
=

Ns/d

TBT
muestras,

donde TBT es el ajuste de la base de tiempo en unidades de tiempo por división. Por
ejemplo, si la base de tiempos se ajusta a TBT = 20 ms/div, la frecuencia de muestreo es
Fs = Nm/(NdTBT) = Nm/d/TBT = 100/20× 10−3 = 5 ks/s (kilo-muestras por segundo).

La distorsión por solapamiento se pone de manifiesto en señales formadas por compo-
nentes armónicas de frecuencias muy distintas entre sí, como se muestran en estos ejem-
plos.

EJEMPLO 5.31. Oscilogramas de señales de 20 Hz y 100 Hz
En la Fig. 5.91 se muestra una señal compuesta por una onda cuadrada de 20 Hz y 9 V de pico
sumada a una sinusoidal de 100 Hz y 1 V de pico. En la Fig. 5.91(a) se representa la señal que
se observa en la pantalla del osciloscopio cuando se ajusta la base de tiempos a 20 ms/div, lo que
resulta en una frecuencia de muestreo de 5 ks/s. En la Fig. 5.91(b) se muestra un detalle del tramo
central de la señal, obtenida con una base de tiempos 10 veces más rápida (2 ms/div). Se observa
que un ciclo de la señal senoidal ocupa 5 divisiones, y por lo tanto su frecuencia es de 100 Hz. �

EJEMPLO 5.32. Oscilogramas de señales de 20 Hz y 5100 Hz
La Fig. 5.92 muestra los resultados de aplicar una señal similar a la del ejemplo anterior, compuesta
por una onda cuadrada de 20 Hz y 9 V de pico sumada a una sinusoidal de 1 V de pico, pero
con una frecuencia de 5100 Hz. En la Fig. 5.92(a) se muestra la pantalla del osciloscopio cuando
la base de tiempos se ajusta a 20 ms/div. ¡La forma de onda es idéntica a la de la Fig. 5.91(a)!
En la figura se aprecia que hay 5 ciclos de la onda sinusoidal por cada ciclo de la onda cuadrada,
de donde se deduce que la señal senoidal tiene una frecuencia 5 veces mayor que la de la onda
cuadrada, es decir, 100 Hz. Sin embargo, si se cambia la base de tiempos a 2 ms/div, se observa
la pantalla de la Fig. 5.92(b), que revela que la frecuencia de la señal senoidal es mucho mayor.
Con buena voluntad se pueden contar 10 ciclos de la onda senoidal por cada división, lo que indica
una frecuencia de aproximadamente 5 kHz. Una pantalla con una base de tiempos menor, de 200
µs/div que corresponde a una frecuencia de muestreo de 500 ks/s, se muestra en la Fig. 5.93. En
esta gráfica se puede calcular que la frecuencia de la señal senoidal es aproximadamente 5 kHz (para
determinar la frecuencia correcta de 5100 Hz deberían contarse 12.24 ciclos de la onda senoidal en
la pantalla). �

Aunque los ejemplos pueden parecer caprichosos, este fenómeno ocurre cuando se estu-
dian señales complejas que combinan eventos con diferentes escalas de tiempo. Tal es el
caso de señales de audio que modulan en amplitud una portadora de alta frecuencia, o
cuando se desea observar el tiempo de respuesta de fuentes conmutadas ante variaciones
en la carga o en la línea de alimentación. Como estas variaciones son de frecuencia muy
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Fig. 5.91. Una onda cuadrada de 20 Hz y 9 V de pico sumada a una sinusoidal de 100 Hz y 1
V de pico. (a): Escala de tiempos: 20 ms/div. En cada ciclo de la onda cuadrada hay
5 períodos de la onda senoidal. (b): La misma señal con una escala de tiempo de 2
ms/div. Un ciclo de la señal senoidal ocupa 5 divisiones.

Fig. 5.92. Una onda cuadrada de 20 Hz y 9 V de pico sumada a una sinusoidal de 5100 Hz y
1 V de pico. (a): Escala de tiempos: 20 ms/div. En cada ciclo de la onda cuadrada
hay 5 períodos de la onda senoidal. (b): La misma señal con una escala de tiempo
de 2 ms/div. En una división hay 10.2 períodos de la señal senoidal.

Fig. 5.93. Detalle de la señal de la Fig. 5.92 con una base de tiempos de 200 µs/div.
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Fig. 5.94. Respuesta en frecuencia del canal vertical del osciloscopio: respuesta tipo ideal (a),
Gaussiana (b) y Butterworth (c) .

inferior a la frecuencia de conmutación de la fuente, en el estudio del transitorio pueden
aparecer réplicas de la ondulación (“ripple”) que dificultan la medición.

La clave para evitar posibles confusiones es observar la frecuencia efectiva de muestreo,
indicada en este caso en el extremo inferior derecho de las pantallas. En el caso de la
Fig. 5.91(a) y de la Fig. 5.92(a) , la frecuencia de muestreo es Fs = 5 ks/s, lo que justifica
que la señal senoidal de 5100 Hz de frecuencia tenga réplicas en 100 Hz, produciendo
sobre la pantalla del osciloscopio el mismo efecto que una onda senoidal de 100 Hz de
frecuencia. En caso de duda, lo más prudente es verificar la forma de onda con distintos
ajustes de la base de tiempo, o utilizar un osciloscopio analógico.

En síntesis, como demuestran los ejemplos anteriores, la baja capacidad de memoria re-
duce el ancho de banda efectivo del osciloscopio. Aunque en la actualidad la capacidad
de almacenamiento es mayor, este defecto sigue estando presente en los instrumentos
sencillos y de bajo costo.

El ancho de banda del amplificador vertical

En general, el ancho de banda del amplificador vertical del osciloscopio no coincide con
la frecuencia de Nyquist (la mitad de la frecuencia de muestreo), que indica la frecuen-
cia máxima de las componentes frecuenciales de una señal para evitar el fenómeno de
aliasing. Como se comentó más arriba, la frecuencia de muestreo depende del ajuste de
la base de tiempos del osciloscopio, mientras que el ancho de banda del canal vertical
está fijo por construcción (aunque en algunos instrumentos puede limitarse para dis-
minuir la captación de ruido). Idealmente, el control de la base de tiempos podría ajustar
el ancho de banda de un filtro antialiasing ideal, por ejemplo del tipo que se muestra
en la Fig. 5.94(a) , ubicado antes del amplificador vertical. Sin embargo, tal característica
es imposible de construir en la práctica, y la mayoría de los osciloscopios con ancho de
banda menores a 1 GHz tienen lo que se conoce como una respuesta en frecuencia gaus-
siana, representada en la Fig. 5.94(b) , que decae más lentamente que una respuesta tipo
Butterworth 5.94(c). El ancho de banda de un osciloscopio (60 MHz, 100 MHz, 1 GHz,
etc.) es habitualmente el ancho de banda de ,3 dB del canal vertical, aunque algunos fab-
ricantes (por ejemplo, LeCroy) lo especifican como la frecuencia de Nyquist (la mitad de
la máxima frecuencia de muestreo).

Es importante conocer de qué manera se especifica el ancho de banda, porque permite
evitar mediciones erróneas. La Fig. 5.95 muestra el ejemplo de un osciloscopio de “500
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MHz” que muestrea exactamente a 1 GHz, mientras adquiere tres o cuatro canales. Aunque
la frecuencia fundamental de la señal es menor a 500 MHz, tiene componentes frecuen-
ciales que se extienden por encima de esta frecuencia. Cuando se observa en el oscilo-
scopio los flancos de la señal parecen variar en el tiempo, con diferentes sobrepicos y
velocidades de trepada. Esto es una evidencia del aliasing: una relación entre máxima
frecuencia de muestreo y ancho de banda igual a 2, como se muestra en la Fig. 5.96(a) no
es suficiente para hacer mediciones confiables de señales digitales.

Para minimizar el muestreo de componentes frecuenciales por encima de la frecuencia
de Nyquist, otros fabricantes (Agilent, Tektronix) especifican el ancho de banda de sus
osciloscopios como el punto de 3 dB de la respuesta en frecuencia gaussiana del canal
vertical, que es 1/4 o 1/5 de la frecuencia de muestreo máxima, como se muestra en la
Fig. 5.96(b). Aunque la frecuencia de muestreo podría aumentarse aún más, una relación
entre la frecuencia de muestreo y el ancho de banda de 4 a 1 es suficiente para medir
señales digitales con precisión.

La Fig. 5.97 muestra cómo se visualiza en la pantalla de un osciloscopio de 500 MHz de
ancho de banda una señal cuadrada con tiempos de trepada en el orden del nanosegundo.
Un ancho de banda de 500 MHz es el mínimo recomendado para capturar una señal
de estas características. Este osciloscopio es capaz de muestrear la señal de entrada a 4
Gs/s cuando se opera en modo de 2 canales, o a 2Gs/s cuando se opera en modo de 4
canales. La Fig. 5.97(a) muestra la operación a 2 Gs/s, que es el doble de la frecuencia
de Nyquist, y 4 veces el ancho de banda del canal vertical. Esta figura indica que una
relación frecuencia muestreo-ancho de banda de 4 a 1 produce una representación estable
y precisa de la señal de entrada. La diferencia en precisión y estabilidad es significativa
con el osciloscopio mostrado en la Fig. 5.95).

Si la frecuencia de muestreo se lleva al doble (4 Gs/s), de modo que la relación entre la
frecuencia de muestreo y el ancho de banda del canal vertical es de 8 a 1, se aprecian
algunas mejoras, aunque mínimas, como se observa en la Fig. 5.97(b) . Se aprecia que el
sobrepico es ligeramente menor, pero el tiempo de trepada que se mide es el mismo en
ambos casos.

Aliasing

Fig. 5.95. Osciloscopio de “500 MHz”de ancho de banda muestreando a 1 Gs/s: el aliasing es
evidente. (El ancho de banda de 500 MHz es la mitad de la frecuencia de muestreo,
y no necesarimente el ancho de banda “analógico”del canal vertical.)
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Fig. 5.96. Relación entre la frecuencia de muestreo y el ancho de banda de un osciloscopio
digital: 2 a 1 (a) y 4 a 1 (b) .

En los osciloscopios con anchos de banda del orden de 2 GHz o superiores la respuesta
en frecuencia del canal vertical tiene un corte más abrupto, y se parece más a la respuesta
en frecuencia de un filtro ideal que a la respuesta gaussiana. De esta forma, aumenta la
atenuación de las componentes frecuenciales que exceden la frecuencia de Nyquist, lo
que permite bajar la relación entre la frecuencia de muestreo y el ancho de banda, que es
del orden de 2.5 a 1 o 3 a 1.

Bajos tiempos de actualización de pantalla

El tiempo de actualización de los osciloscopios digitales caracteriza su habilidad para
efectuar mediciones repetitivas con mínimo tiempo muerto entre muestras. Una gran
cantidad de memoria de almacenamiento es útil, pero impone nuevos desafíos, en par-
ticular al sistema de pantalla.

En los primeros osciloscopios digitales el tiempo de actualización era bajo, lo que deja-
ba lapsos de tiempo sin mediciones entre medio de cada bloque de muestras. Este bajo
ciclo de trabajo, junto con la baja persistencia de las pantallas reducía la utilidad del
osciloscopio para detectar anomalías intermitentes o esporádicas. Los usuarios debían
confiar en las habilidades de disparo para poder registrar esos transitorios elusivos, co-
mo los “glitches” (señales anómalas de muy corta duración). El empleo de procesadores

Fig. 5.97. Onda cuadrada con tiempo de trepada de 1 ns medida con un osciloscopio de 500
MHz de ancho de banda muestreando a 2 Gs/s (a) y a 4 Gs/s (b) . La medición es
correcta en ambos casos, con mínima mejora cuando se muestrea a 4 Gs/s.
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Fig. 5.98. La visualización de varias señales con escalas reducidas disminuye el número de bits
con que se digitaliza la señal.

y unidades de visualización más veloces han permitido aumentar la tasa de refresco (un
valor típico en la actualidad es de 50000 formas de onda por segundo). El ciclo de trabajo
sigue siendo pequeño si la base de tiempos se ajusta para barridos muy veloces, pero es
lo suficientemente alto para la mayoría de las aplicaciones.

Errores de cuantización

Los canales verticales de la mayoría de los osciloscopios digitales tienen un amplificador
o atenuador antes del conversor analógico a digital, que usualmente es de 8 bits. Estos
256 niveles de cuantización están distribuidos de manera uniforme sobre la parte visible
de la escala vertical de la pantalla. Por lo tanto, el paso de cuantización no es fijo, sino
que depende del ajuste (V/div) del amplificador del canal vertical.

La amplitud de la señal debe ajustarse de modo que cubra el rango completo del con-
versor A/D. Habitualmente, esto significa que los controles de atenuación deben selec-
cionarse de modo que la señal ocupe la totalidad del rango vertical de la pantalla. Si la
amplitud de la señal es menor, el error de cuantización crece. Por ejemplo, si la señal
ocupa sólo media pantalla, la adquisición sólo se realiza con 7 bits de precisión. Esto in-
troduce errores en las mediciones automá ticas que suelen estar disponibles en estos in-
strumentos. Este error se incrementa cuando se muestran en la pantalla dos o tres señales
simultáneamente, como se muestra en la Fig. 5.98. en este caso, la resolución vertical es
de sólo 6 bits, pero es posible visualizar todas las trazas y sus relaciones temporales.
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5.15.3. Comentarios finales

Las funciones ofrecidas por los osciloscopios digitales modernos permiten obtener ráp-
idamente la información relevante contenida en las señales medidas. Sin embargo, para
obtener resultados correctos es necesario que el operador conozca los principios básicos
de funcionamiento del instrumento, y principalmente las diferencias con su par analógi-
co. En particular, los efectos de la frecuencia de muestreo (el muestreo efectivo) y el
tamaño de la memoria de datos, junto con los niveles de cuantización de las señales,
deben tenerse en cuenta en el momento de analizar los resultados.

5.16. Reseña histórica

Según algunos autores, los orígenes de la teoría del muestreo pueden rastrearse hasta
el trabajo de Cauchy, Borel, Lagrange, Laplace y Fourier, si no más atrás. Como muchos
otros teoremas fundamentales, fue desarrollado gradualmente por varios científicos, y no
es sencillo determinar la fecha exacta de su aparición. Shannon, en su célebre trabajo de
1949, comenta acerca de esta imprecisión que:

“this is a fact of common knowledge in the communication art [...] but in spite
of its importance [it] seems not to have appeared explicitly in the literature of
communication theory.”

Para Kluvánek (1965), “el origen de este teorema difícilmente puede rastrearse”, pero
Higgins (1985) mostró que esta afirmación era un poco pesimista. En un artículo de 1999,
H. D. Lüke observa que matemáticos, teóricos e ingenieros de comunicaciones apreciaron
los efectos del muestreo independientemente unos de otros, y los vínculos entre los dis-
tintos desarrollos no se hicieron evidentes sino más adelante en el tiempo. Los principales
hitos en la historia del teorema del muestreo se resumen en la Tabla 5.6.

Higgins (1985) resalta que el teorema del muestreo debe en realidad considerarse en dos
partes:

la primera donde se demuestra que es posible recuperar exactamente una señal de
ancho de banda limitada a partir de sus muestras;

la segunda, que describe cómo reconstruir la función utilizando estas muestras (prob-
lema de interpolación).

Ambos aspectos del teorema del muestreo fueron enunciados en una manera ligeramente
distinta por J. M. Whittaker (1925), y antes que él por el matemático japonés K. Ogu-
ra (1920); probablemente ninguno de los dos había advertido que la primera parte del
teorema había sido establecida en 1897 por Borel, quien para 1920 utilizó la fórmula de
interpolación (que más adelante se conocería como serie cardinal) pero no parece haberse
percatado del vínculo entre ambas partes del teorema. De hecho, todo parece indicar que
Ogura fue el primero en enunciar el teorema del muestreo e indicar una demostración en
1920; sin embargo, al parecer erróneamente, atribuyó este resultado a un trabajo publi-
cado en 1915 por E. T Whittaker (el padre de J. M), que trataba sobre la interpolación de
funciones, y donde se investigaban las propiedades de la función cardinal y se mostraba
que era de banda limitada.
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Tabla 5.6: Hitos en el desarrollo de la serie cardinal.

1841 Cauchy “descubre” la primera versión conocida del teorema del muestreo.
1897 Borel reconoce la posibilidad de recuperar una señal de banda limitada a partir

de sus muestras.
1915 E. T. Whittaker publica un artículo muy citado sobre la serie cardinal.
1920 K. Ogura enuncia por primera vez el teorema del muestreo, y cita como fuente

el artículo de Whittaker de 1915.
1928 H. Nyquist establece una cota sobre la velocidad de transmisión de una señal

telegráfica.
1928 K .Küpfmüller establece cotas sobre la velocidad de variación de señales para

mantener la estabilidad de un proceso de control a lazo cerrado.
1929 A. M. Whitakker acuña el término serie cardinal.
1933 A. Kotelnikov (Rusia) publica su teorema del muestreo.
1939 H. Raabe (alemania) enuncia una versión del teorema en su tesis doctoral.
1941 W. R. Bennet publica un trabajo sobre telefonía múltiplex donde cita el artículo

de Raabe.
1948 C. E. Shannon publica un artículo que “inventa” la teoría de información,

donde incluye el teorema del muestreo, y cita como fuente el trabajo de Bennett.
1949 I. Someya y J. D. Weston producen independientemente versiones del teorema

en Japón e Inglaterra, respectivamente.
1959 H. P. Kramer generaliza el teorema del muestreo para funciones limitadas en

banda de forma en forma menos convencional.
1962 D. P. Peterson y D. Middleton extienden el teorema de muestreo a mayor

cantidad de dimensiones
1968 A. Papoulis publica una generalización del teorema del muestreo, y muestra

que un número de generalizaciones previas son casos particulares.

La primera formulación clara y distintiva del teorema del muestreo se debe a Shannon
en dos trabajos publicados en 1948 y 1949; sin embargo Nyquist (1928) discutió temas
similares, vinculados a la velocidad de trasmisión de señales telegráficas, unos veinte
años antes. Debido a que la cota encontrada por Nyquist coincide numéricamente con la
mínima frecuencia de muestreo para una señal de ancho de banda limitada, con el paso
del tiempo las contribuciones de Nyquist y Shannon frecuentemente se han confundido.
Sin embargo, Nyquist nunca consideró explícitamente el muestreo de una señal en el
dominio temporal.

Hay pocas dudas que el artículo de Kotelnikov publicado en Rusia en 1933 (unos quince
años antes que Shannon) fue el primero en tratar el problema de muestrear una señal
continua de ancho de banda limitado en un contexto ingenieril, aún cuando las bases
teóricas del muestreo ya habían sido consideradas por un puñado de matemáticos. Por
motivos políticos, este trabajo no fue conocido fuera de la Unión Soviética, mientras que
el artículo de Shannon se difundió rápidamente por todo el mundo. De manera más
verbal y menos explícita, el teorema también había sido descrito en la literatura germana
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Fig. 5.99. Detalle de la patente de W. M. Miller (1903) de un circuito “multiplex”cuya finalidad
es “permitir que un cierto número de comunicaciones telefónicas tengan lugar sobre
una línea o circuito sin interferirse unas a otras”: una de las primeras aplicaciones
prácticas del muestreo, aún antes que se hubiese desarrollado la teoría.

en la tesis de doctorado de Raabe (1939). Otros autores han destacado que I. Someya
(1949) en Japón y J. D. Weston en Inglaterra introdujeron el teorema casi simultáneamente
con Shannon. Posteriormente se han publicado varias extensiones y generalizaciones del
teorema del muestreo, actividad que se continúa hasta el presente.

5.16.1. Las experiencias

Los intentos de transmitir más de una señal simultáneamente sobre una línea única
comenzaron apenas después que la telegrafía obtuvo sus primeros éxitos comerciales
alrededor de 1840. Las primeras experiencias se basaron en la multiplexación por di-
visión de tiempo (TDM), y las primeras propuestas, utilizando conmutadores rotativos
sincronizados se deben a F. C. Blackwell (1848), A. V. Newton (1851), y M. B. Farmer
(1853). B. Meyer (1870), J. M. E. Baudot (1874), perfeccionaron esto métodos, y también
P. Lacour y P. B. Delany (1878). Es significativo no sólo que estas técnicas ubicaran las
señales de diferentes transmisores en orden cronológico (como en el sistema de Bau-
dot) sino también que ciertos sistemas estuviesen equipados con conmutadores suficien-
temente rápidos de modo de transmitir dos muestras de cada señal elemental (el sis-
tema de Delany), haciendo innecesaria la sincronización adicional entre el transmisor y
el muestreador. Uno de estos conmutadores, el “distribuidor” del sistema de telegrafía de
F. J. Patten (de alrededor de 1891) fue utilizado para la primera demostración de TDM de
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señales telefónicas por William M. Miner, quien patentó su invención en 1903 después de
muchos años de experimentación. La Fig. 5.99 muestra el esquema circuital, incluyendo el
“distribuidor de Patten” (los números 3 y 3′ en la figura). Miner determinó la “frecuencia
de muestreo” (la velocidad de giro del rotor) de manera experimental:

“Se entenderá entonces que el aparato diseñado por Mr. Miner, aunque en
forma general es el mismo que se utiliza para telegrafía multiplex, debe op-
erarse a mayor velocidad de manera que la frecuencia de activación de los
contactos sobre las diferentes ramas o sub-circuitos sea próxima en mayor o
menor medida a la frecuencia de las vibraciones que caracterizan la voz. Una
tasa de conmutación de 1000 o 2000 por segundo no servirá a estos fines, pero
a medida que la frecuencia de conmutación se incrementa por encima de los
3000, los mejores resultados se hacen evidentes, y son mucho mejores cuan-
do se alcanza una tasa de 3500 o 3600 por segundo; los resultados óptimos se
obtienen para frecuencias de conmutación de cerca de 4300 por segundo.”

Miner asumió que la frecuencia de muestreo debía coincidir aproximadamente con la
mayores componentes frecuenciales de la voz. En realidad, el aparato telefónico que él
usaba tenía una frecuencia de corte de poco más de 2 kHz, lo que alcanza para cumplir
los requerimientos del teorema del muestreo.

Como todavía no había una explicación teórica del proceso de muestreo, las afirmaciones
acerca de la frecuencia de conmutación apropiada para sistemas de TDM en telefonía
fueron particularmente vagas hasta alrededor de 1930. Por ejemplo. L. von Kramolin en
1923 escribe en su patente sobre TDM:

“...por lo tanto es posible trabajar con una frecuencia de conmutación que
está más allá de los límites de audibilidad, en donde se evita el ruido de con-
mutación de los diferentes teléfonos y haciendo posible una comunicación
exenta de ruidos”.

Para 1930 se habían desarrollado varios sistemas TDM para telefonía; sin embargo (Cat-
termole, 1969)

“la situación hacia 1936 era que el muestro y la telefonía TDM eran conocidos
empíricamente, aunque la teoría era rudimentaria”.

Algunos autores, como M. Marro en 1938, justificaban velocidades de muestreo demasi-
ado bajas para transmisión de voz, utilizando para el muestreo un tren de pulsos con un
ciclo de trabajo grande (y no un tren de impulsos) para un sistema TDM dúplex. Lo que
ocurre es que por efectos psicoacústicos, al aumentar el ciclo de trabajo de la señal de
muestreo es posible reducir la velocidad de muestreo y conseguir el mismo nivel de in-
teligibilidad. Esta dependencia fue examinada cuantitativamente por G. A. Miller y J. C.
Licklider en 1959. Sus resultados, ilustrados en la Fig. 5.100, muestran que para señales de
muestreo con ciclos de trabajo pequeños (menores al 6 %) la inteligibilidad del mensaje
vocal se reduce monótonamente a medida que aumenta el ciclo de trabajo (curva sobre la
derecha de la Fig. 5.100). Para pulsos de muestreo con mayor ciclo de trabajo la inteligi-
bilidad se incrementa nuevamente para frecuencias de muestreo comprendidas entre 10
Hz y 100 Hz. En estos rangos la duración temporal del ciclo de trabajo es comparable a la
duración de los fonemas, y el cerebro es capaz de distinguir la palabra articulada aunque
desde un punto de vista técnico estuviese “mal muestreada”.
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Fig. 5.100. Articulación de la palabra en función de la frecuencia de muestreo, con el ciclo de
trabajo como parámetro (el muestreo ideal corresponde a un ciclo de trabajo nulo).

5.16.2. La teoría

Los ingenieros en comunicaciones comenzaron a trabajar en el problema de muestreo
mucho tiempo después. H. Nyquist probó en 1928 que el número de señales telegrá-
ficas que puede transmitirse por una línea es proporcional al producto del tiempo de
transmisión por el ancho de banda. El interés estaba centrado en calcular la máxima ve-
locidad de transmisión de símbolos en un canal de ancho de banda limitado, y estaba
pensado especialmente para señales telegráficas. En 1928 R. V. L. Hartley generalizó este
resultado para transmisión multinivel, y en ese mismo año Nyquist derivó su famoso
teorema sobre la transmisión sin distorsión de señales telegráficas (digitales o de dos
niveles). Pero la transmisión sin distorsión de Nyquist y la interpolación libre de errores
de muestras de una señal analógica son problemas diferentes, aún cuando haya algunas
similitudes matemáticas. También en 1928 K. Küpfmüller obtuvo cotas sobre la veloci-
dad de variación de señales que aseguraban la estabilidad de un sistema de control de
lazo cerrado para controles automáticos de ganancia; pero tampoco trataba con señales
muestreadas. En consecuencia, estos trabajos no pueden considerarse como antecesores
del teorema del muestreo.

El primer científico en formular el teorema del muestreo de manera precisa y de aplicarlo
a problemas de comunicaciones fue probablemente el ruso V. A. Kotelnikov. En su traba-
jo “On the transmission capacity of the ‘ether’ and wire in electrical communications”,
publicado en 1933, probó el teorema del muestreo para señales tipo pasabajo y pasaban-
da. En el mismo artículo aplicó el teorema para mostrar que el ancho de banda de una
señal no puede reducirse por modulación.

El trabajo de los soviéticos entre 1939 y 1940 permaneció desconocido en Occidente, y só-
lo después de la Segunda Guerra Mundial y en el contexto de la guerra fría se efectuaron
traducciones de investigaciones rusas de dominio público en ciencias e ingeniería. Antes
e inmediatamente después de la revolución rusa, los científicos publicaban sus trabajos
en revistas rusas, pero especialmente en publicaciones francesas y alemanas, y muy rara-
mente en medios ingleses. A fines de 1930 el estado soviético desaconsejó esta práctica,
y se favorecieron las publicaciones de carácter local. Este hecho, junto con la tendencia
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a efectuar reclamos espurios sobre la prioridad rusa en ciencia y tecnología durante la
época de Stalin, hicieron que las recopilaciones en idioma inglés del siglo XX no siempre
reconocieran la importancia de las contribuciones soviéticas.

La formulación de Kotelnikov del teorema del muestreo es la siguiente:

“Teorema I: Cualquier función F(t) que abarque frecuencias desde 0 hasta f1
períodos por segundo se puede representar por la serie

F(t) =
∞

∑
k=−∞

Dk
sen ω1(t− k

2 f1
)

(t− k
2 f1
)

(5.158)

donde k es un entero, ω1 = 2π f1, y las Dk son constantes que dependen de
F(t).

Análogamente, cualquier función F(t) representada por la serie de la ecuación
(5.158) sólo contiene componentes frecuencias de 0 hasta f1 períodos por se-
gundo.”

“Teorema II: Cualquier función F(t) que esté formada por componentes fre-
cuenciales contenidas en el rango de 0 a f1 se puede trasmitir de manera con-
tinua con cualquier grado de precisión deseado usando números espaciados
1/(2 f1) segundos entre sí. De la medición del valor de F(t) en t = n/(2 f1),
donde n es un entero, se encuentra que

F
(

n
2 f1

)
= Dnω1

porque todos los términos de la serie (5.158) para este valor de t tienden a
cero, con la excepción del término con k = n que vale Dnω1, lo que puede
establecerse fácilmente al calcular el valor del punto indefinido [aplicando
l’Hopital] (...) Si se trasmiten estos Dk separados cada 1/(2 f1) segundos, es
posible reconstruir F(t) de acuerdo con la expresión (5.158) con cualquier gra-
do de precisión deseado.”

Como este trabajo no fue publicado en revistas científicas de fácil acceso, todos los traba-
jos teóricos sobre muestreo de señales fueron surgiendo de manera independiente. Por
ejemplo, Raabe dedujo el teorema del muestreo en su tesis doctoral de 1939. Esta publi-
cación es especialmente relevante para las aplicaciones prácticas, ya que tiene en cuenta
el efecto de utilizar pulsos de muestreo con ciclo de trabajo finito (y no impulsos). Raabe
sintetiza sus hallazgos:

“Para las condiciones de transmisión demostradas, la frecuencia de muestreo
se determina por el rango de frecuencias que abarca la señal de interés. Si
este se mantiene por debajo de la mitad de la frecuencia de muestreo, todas
las componentes frecuenciales del ruido permanecen afuera de este límite y
puede evitarse que alcancen el receptor usando un filtro pasabajos. La trans-
misión de la señal estará entonces completamente libre de distorsión, si la fre-
cuencia de muestreo es el doble de la máxima frecuencia de la señal. El límite
superior de las frecuencias presentes en una señal es una condición vital para
la transmisión sin distorsión de señales en sistemas multiplex con división de
tiempo”.
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Este trabajo contiene una versión especial del teorema del muestreo para señales pasa-
banda. El artículo de Raabe está citado por W. R. Bennett en un trabajo sobre telefonía
multiplex de 1941, y esta publicación a su vez, es citada por Shannon en 1949 como una
de las fuentes del teorema del muestreo.

El teorema se deriva también en el texto japonés Hakei Denso (“Transmisión de señales”)
de I. Someya. En Inglaterra, J. D. Weston (1949) publicó resultados similares en la misma
época. Todos estos desarrollos parecen haberse obtenido de manera independiente, y con
total desconocimiento de las otras versiones.

5.16.3. Los matemáticos

Para los matemáticos el teorema del muestreo es un teorema particular en el campo de la
teoría de aproximación, que se ocupa de temas tales como qué funciones pueden repre-
sentarse por una suma lineal de funciones base (como funciones algebraicas o polinomios
trigonométricos) y con qué error de aproximación. Una de los enfoques es determinar es-
tas sumas lineales de modo que en puntos definidos tomen los mismos valores que la
función que se desea aproximar. El teorema del muestreo permite resolver este proble-
ma de aproximación, con error arbitrariamente pequeño, especialmente para funciones
acotadas en el dominio frecuencia.

Una primera aproximación fue descrita en 1765 por J. L. Lagrange, quien encuentra una
manera de hacer que una suma de funciones sinusoidales armónicas coincidas con la
función que debe aproximarse en n puntos equidistantes. Generalizando este enfoque,
se puede establecer que el conocimiento de 2n + 1 valores de la función a aproximar,
equidistantes en un período, son suficientes para representar una función periódica de-
scripta por una serie trigonométrica, con n términos sinusoidales, n términos cosinu-
soidales, y una constante. Esa descomposición de Fourier puede pensarse como un teo-
rema del muestreo para funciones periódicas de banda limitada.

H. S. Black, en su libro Modulation Theory de 1953, explica que Cauchy reconoció la mecáni-
ca del muestreo de señales de ancho de banda limitada ya en 1841, y ofrece la siguiente
traducción del texto original en francés:

“Si una señal es una función que depende del tiempo, y el tiempo se divide
en intervalos iguales tal que cada subdivisión comprende un intervalo de T
segundos de longitud, donde T es menor que la mitad del período de la mayor
componente frecuencial significativa la señal, y si una muestra instantánea se
toma en cada intervalo de cualquier manera, entonces el conocimiento de la
magnitud instantánea de cada muestra junto con el conocimiento del instante
dentro de cada subintervalo en el cual la muestra fue tomada contiene toda la
información de la señal original”

Sin embargo, Higgins (1985) nota que esta cita no figura en el artículo de Cauchy men-
cionado por Black, y en cambio, acredita a Borel el reconocimiento inicial sobre la se-
rie cardinal en un trabajo de 1897, citando el siguiente pasaje traducido del original en
francés:

“Considere
f (z) =

∫ π

−π
Ψ(x)ejzxdx
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y suponga que la función Ψ(z) satisface las condiciones de Dirichlet. Si se
conocen los valores de la función f (z) en los puntos z = 0,±1,±2, . . . , en-
tonces la función Ψ(x) queda completamente determinada y por lo tanto la
función entera f (z) se conoce sin ambigüedad.”

Esta conexión de la serie de Fourier con el teorema de muestreo fue la base de la expli-
cación utilizada por Shannon en su artículo clásico de 1949.

La primera propuesta para la interpolación de funciones a partir de un conjunto de val-
ores equidistantes utilizando la función sen x/x fue publicada en 1908 por C. J. de la
Vallée Poussin en el Bulletin Academie Royale de Belgique, aunque en este trabajo no se
explora el caso especial de la interpolación de funciones de ancho de banda limitado.

Posiblemente el primer trabajo donde se aborda el problema de interpolación para fun-
ciones de ancho de banda limitado es el artículo de E. T. Whittaker de 1915, “Sobre las
funciones que son representables por las expansiones de la teoría de interpolación”. Trata
sobre el problema de conseguir la interpolación más suave posible, sin singularidades y
sin “oscilaciones rápidas” para un conjunto dado de valores tabuladas de una función
f (x). En este trabajo, se define que dos funciones son cotabulares si ambas comparten las
mismas muestras uniformemente espaciadas. Whittaker demostró que bajo ciertas condi-
ciones es posible interpolar una señal a partir de valores separados no más de w unidades
siempre que la transformada de Fourier de esa función no contenga ningún término con
período menor que 2w. Esta interpolación hace uso de una función, denominada función
cardinal por Whittaker, y tiene la forma

C(x) =
∞

∑
r=−∞

f (a+ rw) sen[π
w (x− a− rw)]

π
w (x− a− rw)

, (5.159)

donde a es un desplazamiento arbitrario, con las siguientes características:

“La definimos originariamente como la única función del conjunto cotabu-
lar que no tiene singularidades en la parte finita del plano y no tiene consti-
tuyentes cuyo período sea menor que el doble del intervalo tabular w.”

En el párrafo anterior, el “intervalo tabular” es el período de muestreo. Whittaker demostró
también que la función cardinal es la única función interpoladora que posee estas carac-
terísticas. Implícitamente postula que cada función cuya transformada de Fourier está
limitada a un rango de frecuencias menor que 1/(2w) (esto es, de banda limitada) puede
describirse por valores separados cada w unidades, y que puede ser interpolada de man-
era única utilizando la función cardinal. La expresión (5.159) fue denominada serie cardi-
nal por J. M. Whittaker (el hijo de E. T.) en su artículo de 1925.

W. L. Ferrar destacó en 1925 que el muestreo e interpolación de la función cardinal resulta
nuevamente en la misma función, independientemente de cómo se desplacen en tiempo
los instantes de muestreo, y denominó a esta importante propiedad de invariación como
“consistencia”.

Los dos artículos revolucionarios de Shannon, publicados en 1948 y 1949, fundaron la
teoría de la información. En el trabajo de 1948, el teorema del muestreo se enuncia como
el Teorema 13:

“Sea f (t) [una función que] no contiene frecuencias por encima de W. En-
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tonces

f (t) =
∞

∑
n=−∞

Xn
sen π(2Wt− n)

π(2Wt− n)
,

donde
Xn = f ( n

2W )”

El teorema se conoció como “teorema de Shannon” inmediatamente después de la pub-
licación de estos trabajos, al menos en Occidente.

Una de las formas más útiles de este teorema se debe a Linvill (1949), quien la desar-
rolló en su tesis doctoral en el MIT. Derivó expresiones para la transformada bilátera de
Laplace, y para la transformada de Fourier de la salida de un muestreador en función de
la transformada de Laplace y de Fourier de la señal de entrada al dispositivo. Mostró que
el proceso de muestreo puede pensarse como una modulación de amplitud de un tren
de impulsos. Además, explicó la interpolación como un filtrado en el dominio frecuen-
cial con un filtro pasabajos ideal. Un notable artículo suyo publicado en 1951 discutía la
aplicación de la teoría del muestreo a sistemas de control realimentados; este trabajo fue
extendido por Regazzini y Zadeh en 1952.

Casi la totalidad de los libros de procesamiento de señales siguen en enfoque de Linvill
al tratar el muestreo de señales. Aunque muchos desarrollos son previos a su trabajo, sus
ideas arraigaron fuertemente en los campos de procesamiento digital de señales y control
digital, y hoy en día parece el enfoque natural para estos temas.

5.16.4. Conclusión

El teorema del muestreo para funciones tipo pasabajos es vital en la ingeniería de comu-
nicaciones, vinculando las señales continuas con las discretas. Los distintos nombres que
el teorema ha recibido –Shannon, Nyquist, Kotelnikov, Whittaker, Someya, etc.– indica la
independencia de los diferentes enfoques. Esta historia también pone de manifiesto un
proceso muchas veces aparente en los problemas teóricos en física o tecnología: en primer
lugar los experimentadores establecen un conjunto de reglas empíricas, luego los teóri-
cos desarrollan la solución general, y finalmente alguien descubre que los matemáticos
habían resuelto el problema matemático subyacente con anterioridad, pero en “magnífica
soledad”.

5.17. Referencias

W. R. Bennet, Time Division Multiplex systems, Bell Sys. Tech. J., 20, 1941, pp. 199-221.

W. R. Bennet, Spectra of quantized signals, Bell Sys. Tech. J., 27, 1948, pp. 446-472.

H. S. Black, Modulation theory, Van Nostrand, New York, 1953.

E. Borel, Sur l’interpolation, Comptes Rendus des Sciences de l’Academie des Sciences, 124,
1897, pp. 676, 673.

P. L. Butzer, A survey of the Whittaker-Shannon sampling theorem and some of its exten-
sions, J. Math. Res. Exposition, 3, 1983, pp. 185-212.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



144 5. Muestreo de señales

P. L. Butzer, R. L. Sterns, SamplingTheory fornot necessarily band-limited functions: a
historical overviev, SIAM Review, 34,1, 1992, pp. 40-53.

K. W. Cattermole, Principles of Pulse code Modulation, London, Iliffe Books, 1969.

I. S. Grashteyn, I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series and Products, Academic Press, New
York, NY, 1980.

J. R. Higgins, Five short stories about the cardinal series, Bulletin of the American Mathe-
matical Society, 12, 1, pp. 45-89.

A. J. Jerri, The Shannon Sampling Theorem-Its various extensions and applications: A
tutorial review, Proceedings of the IEEE, 65, 11, September 1977, pp. 1565–1594.

D. A. Kammler, A First Course in Fourier Analysis, Prentice-Hall, Upper Saddle River, NJ,
2000.

Y. I. Khurgin, V. P. Yacovlev, Progress in the Soviet Union on the Theory and Applications
of Bandlimited Functions, Proceedings of the IEEE, 65, 7, 1977, pp. 1005-1029.

I. Kluvánek, Sampling theorem in abstract harmonic analysis, Mat.-Fyz Časopis Sloven
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5.18. Ejercicios

Ejercicio 1. Para la señal analógica xa(t) = 3 sen(100πt),

1. Dibuje la señal xa(t) para 0 ≤ t ≤ 30 ms.

2. Determine la frecuencia de la señal discreta x [n] que resulta de muestrear xa(t) con
una frecuencia de muestreo Fs =300 muestras/segundo, y muestre que es periódi-
ca. ¿Cuál es el período en muestras? ¿Cuál es el período de la señal discreta en
milisegundos?

3. Calcule los valores de las muestras de un período de x[n]. Dibuje x[n] en un mismo
diagrama junto con xa(t).

4. ¿Puede encontrar una frecuencia de muestreo Fs tal que alguna de las muestras de
la señal x[n] alcance el valor pico de xa (t)? ¿Cuál es la mínima Fs apropiada para
este fin?

Ejercicio 2. Una señal analógica contiene frecuencias de hasta 10 kHz.

1. ¿Qué rango de frecuencias de muestreo permitirán una reconstrucción exacta de
esta señal a partir de las muestras?

2. Si la señal se muestrea a Fs = 8 kHz, ¿cuál es la frecuencia ω1 (discreta) asociada a
las componentes de frecuencia (analógica) f1 = 5 kHz?

3. Repita el inciso anterior para las componentes de frecuencia f2 = 9 kHz.

Ejercicio 3. La señal analógica xa (t) = sen (2π f0t) , −∞ < t < ∞ se muestrea cada
T = 1/Fs segundos, donde Fs es la frecuencia de muestreo. La señal muestreada es x[n] =
xa (nT) = sen (2π f0Tn) = sen [2π ( f0/Fs) n] ,−∞ < n < ∞.

1. Grafique la señal x[n], 0 ≤ n ≤ 30 para Fs = 5 kHz y f0 = 0,5, 2, 3, y 4,5 kHz.

2. Dibuje (a mano alzada) el espectro en frecuencia de la señal analógica y el de la
señal muestreada en cada uno de los casos.

3. Repita los incisos 1 y 2 para la señal analógica xa (t) = cos (2π f0t) .

4. Explique las similitudes y las diferencias entre las diferentes gráficas de las señales
muestreadas de los incisos 1 y 3, ayudándose con los espectros de las señales corre-
spondientes.

Ejercicio 4. Una señal analógica xa(t) = sen(480πt) + 3 sen(720πt) se muestrea a razón
de 600 veces por segundo (Fs = 600 Hz).

1. ¿La frecuencia de muestreo cumple con el Teorema de Nyquist? Si la respuesta es
negativa, determine la frecuencia de muestreo apropiada para la señal.

2. ¿A qué frecuencias aparecen las réplicas del espectro de la señal “mal muestreada”?

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



148 5. Muestreo de señales

3. ¿Cuáles son las frecuencias ωi de la señal discreta x[n] que resulta del muestreo?

4. Si la señal x[n] se convierte en una señal continua utilizando un conversor D/A
ideal, escriba explícitamente la expresión de la señal reconstruida ya(t).

Ejercicio 5. La señal de tiempo continuo x(t) = 10 sen(2πt) + 10 sen(8πt) + 5 sen(12πt)
se muestrea a una frecuencia fs = 5 Hz. Encuentre una señal xa(t) tal que sus muestras
coincidan con las de x(t) –es decir, x(n/ fs) = xa(n/ fs)– pero cuyo contenido espectral
sea nulo para | f | > fs/2.

Ejercicio 6.
���I La señal x (t) = e−0,02t2

sinc(t) se muestrea cada T segundos. Se encuentra
que la transformada de Fourier X

(
ejω) de la señal muestreada x[n] = x (t)|t=nT verifica

X
(
ejω) = 1. ¿Cuál es el mínimo valor de T para el cual es posible tal resultado?. Si esto

es imposible para cualquier T, explique porqué.

Ejercicio 7.
���I Se conoce que una señal x (t) es de la forma x (t) = cos (2π f0t+ φ0) , con

φ0 = π/4. Pedro muestrea la señal con Fs1 = 150 Hz, y encuentra que f0 = 50 Hz. Pablo
muestrea la misma señal, pero con Fs2 = 240 Hz, y encuentra que f0 = 20 Hz.

1. ¿Es posible determinar el verdadero valor de la frecuencia f0 en base a esta infor-
mación? Si no es posible, ¿cuáles son todos los posibles valores de f0?

2. Si se sabe que f0 < 1000 Hz, ¿es posible determinar el verdadero valor de f0?

Ejercicio 8. Un sistema lineal e invariante en el tiempo tiene la función transferencia
H
(
ejω) = e−j(α/2)ω, |ω| < π. Determine, justificando su respuesta, si el sistema es causal

o no cuando (a) α es par, y (b) α es impar.

Ejercicio 9. En el sistema de procesamiento digital que se muestra en la figura, el período
de muestreo del conversor C/D es de T̃ = 5 ms y el del conversor D/C es T = 1 ms,
respectivamente. La entrada es x(t) = 3 cos(100πt) + 2 sen(250πt) (t en segundos).

1. Dibuje la forma del espectro de x[n].

2. Dibuje la forma del espectro de y(t).

3. Determine la salida yc(t) si la frecuencia de corte del filtro es fc = 1/(2T̃).

4. Repita el inciso anterior si la frecuencia de corte es fc = 1/(2T).
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Ejercicio 10. Una cámara de cine sensa la imagen de una marca sobre una rueda que gira
a Ω revoluciones por segundo. La cámara toma una imagen cada T segundos. Determine
el máximo período Tmáx para el cual las imágenes representan el movimiento de la rueda.
Discutir que sucede si (i) T = Tmáx, (ii) T > Tmáx, o (iii) T < Tmáx.

Ejercicio 11. La figura muestra el espectro en frecuencia de una señal analógica. Se desea
discretizar esta señal.

1. Determine la frecuencia de muestreo.

2. ¿Se requiere filtro antialiasing? ¿Por qué?

3. Dibuje el módulo del espectro en frecuencia de la señal muestreada.

4. Dibuje la respuesta en frecuencia G(Ω) (módulo y fase) de un mantenedor de orden
cero que trabaja a la frecuencia de muestreo determinada en el inciso 1.

5. Si el mantenedor del inciso anterior se utiliza como filtro de reconstrucción, grafique
el módulo del espectro de la señal resultante. En base a estos resultados, ¿consid-
era que el mantenedor de orden cero es un buen filtro reconstructor? Proponga una
solución si la respuesta es negativa.

6. (interesante) El espectro de la figura puede pensarse como el resultado de modular
una señal y (t) con una señal m (t) = cos (2π 20 t), ¿Cuál es el espectro de y (t)?
¿Puede determinar una frecuencia de muestreo que permita recuperar y (t) a partir
de x(t)?

Ejercicio 12.
���I Una señal continua xc (t) se muestrea con un tren de pulsos p (t) de ancho τ,

período T, y amplitud 1/τ de modo que el área bajo el pulso es unitaria. Específicamente,
xm (t) = xc (t)× p (t) , y

x[n] =
1
T

∫ nT+τ

nT
xc (t) p (t) dt ∼= 1

T

[
xc (nT) + xc (nT + τ)

τ

]
.

1. Dibuje el espectro de xc (t) , xm (t) , x[n].

2. ¿Es posible recuperar exactamente xc (t) a partir de x[n]? Si la respuesta es afirmati-
va, indique de qué manera. En caso contrario, justifique por qué no.
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Ejercicio 13. Para un valor apropiado de T, el sistema de la figura

1. ¿es lineal?

2. ¿es invariante en el tiempo?

Para cada inciso, esboce una demostración si la respuesta es afirmativa o de un contrae-
jemplo en caso contrario.

Ejercicio 14. El sistema continuo de la figura es un “elevador al cuadrado”, s(t) = x2
c (t) y

Xc (jΩ) = 0 para |Ω| ≥ 2π 1000. ¿Cuál es el mayor valor de T para el cual yc(t) = x2
c (t)?

Ejercicio 15. El sistema discreto de la figura es un “elevador al cuadrado”, y[n] = x2[n]
y Xc (jΩ) = 0 para |Ω| ≥ 2π 1000. ¿Cuál es el mayor valor de T tal que yc(t) = x2

c (t)?

Ejercicio 16. Para un sistema cuyo diagrama en bloques es similar al de la figura del
Ejercicio 13, el sistema continuo obedece la ecuación diferencial lineal a coeficientes con-
stantes

d2

dt2 yc (t) + 4
d
dt

yc (t) + 3yc (t) = xc (t) .

Determine la respuesta en frecuencia H
(
ejω) del sistema discreto cuando T = 0,1 s.

Ejercicio 17. La señal x(t) = e−atej2π f0tu(t), a > 0, que no es de banda limitada, se
muestrea a una frecuencia fs = 1/T. Compruebe que:

1. La magnitud del espectro se la señal continua es:

|X( f )|2 = 1
a2 + [2π ( f − f0)]2

.

2. La magnitud del espectro de la señal muestreada es:∣∣∣X(ejω)
∣∣∣2 = 1

1− 2e−aT cos[ω− 2π f0T)] + e−2aT .
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3. La magnitud del espectro de N muestras de la señal muestreada es∣∣∣XN(ejω)
∣∣∣2 = 1− 2e−aTN cos(ω− 2π f0T)N + e−2aTN

1− 2e−aT cos(ω− 2π f0T) + e−2aT .

Ejercicio 18.
���M Usando MATLAB, grafique los espectros del Ejercicio 17. Para facilitar la

comparación, grafique la amplitud en dB de los tres espectros de potencia, normalizando
el máximo de cada espectro a 0 dB. Dibuje las tres respuestas en un único gráfico uti-
lizando un eje de frecuencias normalizado: f / f s para |X( f )|2 , y ω/(2π) para

∣∣X(ejω)
∣∣2 ,∣∣XN(ejω)

∣∣2 . Utilice los siguientes valores de los parámetros: a = 100, fs = 1000. Calcule
los espectros para dos valores de f0, f A

0 = 50 Hz, f B
0 = 400 Hz, y tres valores de N:

N1 = 10, N2 = 20, N3 = 50.
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Espectros de la señal con frecuencia portadora f0 = 50 Hz.
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Espectros de la señal con frecuencia portadora f0 = 400 Hz.

Comentario: En este ejemplo, como la señal se conoce analíticamente, es posible calcular
tanto el espectro continuo X ( f ) como el espectro discreto X(ejω). Sin embargo, para una
señal arbitraria, el único espectro de que puede conocer es XN(ejω), que se calcula con la
TDF de las N muestras adquiridas, con el agregado eventual de ceros para obtener un
gráfico “continuo”.

Ejercicio 19. La figura (a) muestra un sistema de procesamiento continuo de señales
discretas. El sistema continuo con respuesta impulsiva hc(t) es un filtro pasabajos ideal
cuya respuesta en frecuencia es

Hc( f ) =
{

1, | f | < 10 kHz,
0, en caso contrario.
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Exprese y[n] en función de x[n] si:

1. T1 = T2 = 10−4, y x[n] es arbitraria.

2. T1 = 0,25× 10−4, T2 = 10−4, y x[n] = [sinc(n/2)]2. X(ejω) se muestra en la Fig. (b).

Ejercicio 20. El osciloscopio Agilent DS03102 tiene un ancho de banda analógico de 60
MHz, y una velocidad de muestreo máxima de 1 Gs/s. La memoria de adquisión es de
4000 puntos, pero en pantalla sólo se muestran 1200, a razón de 100 puntos por división.

1. ¿Cuál es el máximo tiempo de adquisición cuando se utiliza la máxima frecuencia
de muestreo?

2. ¿Cuál es el menor ajuste posible de la base de tiempos?

3. Para una señal senoidal de 60 MHz (frecuencia igual al ancho de banda del oscilo-
scopio) ¿cuántos períodos se observan en la pantalla cuando la base de tiempos
se ajusta en el valor del inciso anterior (es decir, cuando se muestrea a la máxima
frecuencia posible)?

4. El osciloscopio se conecta a un generador que entrega una onda senoidal de 1.003
kHz. ¿cuál es la frecuencia de muestreo mínima para evitar el aliasing? ¿Cual es el
ajuste de la base de tiempos, en unidades de tiempo por división, que corresponde
a esta frecuencia?

5. Teniendo en cuenta que las escalas (tanto de la base de tiempos como de los atenu-
adores de entrada) siguen la proporción 1:2:5, ¿cuál es el verdadero valor de la base
de tiempos que debe elegise en el inciso anterior? ¿Cuántos períodos de la señal se
observan en la pantalla con la base de tiempos en esta posición?

6. ¿Cuál debe ser el ajuste de la base de tiempos para observar en la pantalla poco más
de un ciclo de la señal?

7. Si la base de tiempos se ajusta a 100 ms/div, ¿cuál es la frecuencia de muestreo?
¿Hay aliasing? Grafique la forma de onda que se observa en la pantalla, y estime la
frecuencia de la misma a partir de esta medición.

8. Para este ajuste de la base de tiempos, grafique el espectro de la señal analógica,
el espectro de la señal muestreada, y el espectro de la señal reconstruida, que se
observa en la pantalla del osciloscopio. Compare sus resultados con los obtenidos
en el inciso anterior.
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Ejercicio 21. Las figuras (a), (b) (c)muestran tres señales definidas en el intervalo [0, 2T]
como

x(t) =
{

A cos 2π f0t, 0 ≤ t ≤ T = 2/ f0,
0, en caso contrario,

y(t) =
{

A cos 2π(2 f0)t, 0 ≤ t ≤ T = 2/ f0,
0, en caso contrario,

z(t) = x(t) + y(t− T).

1. Calcular y graficar los espectros X( f ), Y( f ), Z( f ).

2. Determinar y graficar los espectros X(ejω), Y(ejω), y Z(ejω) de las señales de lon-
gitud finita x[n], y[n] y z[n] que resultan de muestrear x(t), y(t) y z(t) con una
frecuencia fs (la misma para las tres señales) durante 2T = 4/ f0 segundos. ¿Cuál es
el mínimo valor posible de fs? ¿Cuál es la longitud M (en muestras) de las señales
discretas?

3. Se desea distinguir la ocurrencia o no de las señales (a) , (b) o (c) usando la TDF. De-
terminar el orden N de la TDF que permite detectar “fácilmente” sin ambigüedades
cualquiera de los casos.

4. El número N de muestras requeridas para la TDF, ¿coincide con el número M del
inciso (2)? ¿Es conveniente muestrear a una frecuencia mayor o menor que la cal-
culada en ese inciso? ¿Por qué?

5. Graficar los espectros X[k], Y[k], Z[k] que resultan de calcular las TDF del inciso
anterior.

6. ¿Cuáles muestras ki de X[k] (o Y[k], Z[k]) deben observarse para distinguir los casos
(a) , (b) o (c)?

Ejercicio 22. El ancho de banda de interés de una señal se extiende desde 0 hasta fM Hz,
y desde allí el módulo de su espectro decae a razón de α dB/década. Se dispone de un
prefiltro analógico que tiene una banda de paso plana desde 0 hasta fM Hz, y a partir de
esa frecuencia la atenuación crece a razón de β dB/década. Se necesita que en el rango
entre 0 y fM las réplicas frecuenciales debidas al muestreo queden atenuadas más de A
dB. Demuestre que la mínima frecuencia de muestreo que debe utilizarse para cumplir
este requisito es

fs = fM

(
1+ 10

A
α+β

)
.
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Ejercicio 23. El módulo del espectro de la señal de entrada a un sistema es

|X( f )| = 1√
1+ (10−4 f )8

.

La mayor frecuencia de interés es de 20 kHz, y la señal se muestrea a fs Hz. Se necesita
que las réplicas ocasionadas por el muestreo queden atenuadas en más de 60 dB relativos
a la amplitud de la señal, esto es, deben ser al menos 60 dB menores que la amplitud de las
componentes de la señal en el rango de frecuencias de interés entre 0 y 20 kHz.

1. Determine la menor frecuencia de muestreo fs que se debe adoptar si no se coloca
un prefiltro analógico.

2. Se dispone de un prefiltro analógico tipo Butterworth de tercer orden, cuya respues-
ta en frecuencia tiene magnitud

|H( f )| = 1√
1+ ( f / f0)6

.

Es necesario que la atenuación del prefiltro en el rango de frecuencias de interés sea
menor a 1 dB. ¿Cuál es el valor de la frecuencia de normalización f0 en este caso?
¿Cuál es la mínima frecuencia de muestreo fs que debe utilizarse? Compare este
cálculo exacto con el método aproximado detallado en el Ejercicio 22.

Ejercicio 24. Para el sistema de procesamiento del Ejercicio 23, se fija la frecuencia de
muestreo a un valor prefijado que es menor al mínimo determinado en ese ejercicio,
pero mayor que 2 fM. Para lograr la atenuación deseada de las réplicas causadas por el
muestreo, se utiliza un filtro Butterworth de mayor orden, con una banda de transición
más abrupta. El módulo de la respuesta en frecuencia de un filtro Butterworth de orden
N es

|H( f )| = 1√
1+ ( f / f0)2N

.

Dada fs, determine el mínimo orden N del filtro de modo que la atenuación en la banda
de paso sea menor que AP = 1 dB, y tal que la atenuación de las réplicas sea superior a
A = 60 dB.

Ejercicio 25.
���C La figura ilustra el esquema básico de un oscilador digital sinusoidal im-

plementado según la técnica de “look-up table”. Las muestras de un ciclo de la señal
x[n] = cos(2πn/N), n = 0, 1, . . . , N se almacenan consecutivamente en el espacio de
memoria. La señal de salida se genera direccionando secuencialmente las distintas posi-
ciones de memoria, volviendo al principio cuando el argumento supera el valor 2π. Es-
to puede lograrse utilizando direccionamiento “módulo N” (una opción habitual en los
procesadores dedicados), es decir, implementando un buffer circular. Las muestras de x[n]
se envían al conversor D/A cada T segundos.
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1. Muestre que la frecuencia f0 de la señal de salida puede ajustarse cambiando T.

2. Si T se deja fijo, determine cuántas señales analógicas distintas pueden generarse
con la misma tabla.

Ejercicio 26. En el sistema de la figura, x[n] = xc(nT) e y[n] = x[2n].

1. Si xc(t) tiene una transformada de Fourier tal que Xc(jΩ) = 0, |Ω| > 2π 100, ¿cuál
es el valor de T que asegura que X

(
ejω) = 0, π/2 < |ω| < π?

2. Calcule T′ de modo que yc(t) = xc(t).

Ejercicio 27.
���C El método BPSK (binary phase shift keying) es una de las manera más sim-

ples de transmitir información digital. Para una sucesión de bits b[n], que ocurren cada T
segundos, se genera una señal x (t) de tipo NRZ (non return to zero) haciendo

x (t) =
{

1, si b[n] = 0,
−1, si b[n] = 1,

para nT ≤ t < (n+ 1)T.

donde T es el intervalo de bit de la señal. Una forma de onda típica de este tipo de señales
se muestra en la figura.

Una señal NRZ x (t) con intervalo de bit T = 5× 10−4 segundos modula una portadora
compleja ej2π f0t, generando la señal compleja

y(t) = x (t) ej2π f0t.

Se sabe que la frecuencia de la portadora está en el rango | f0| < 1000 Hz, y se desea
estimar f0 a partir de un intervalo de medición finito de la señal BPSK modulada.

1. Explique porqué será dificultoso estimar f0 a partir del módulo de la TDF de y(t)
(utilizando ventanas o no). En caso de duda, experimente con MATLAB.

2. Para estimar f0 se propone el procedimiento que se detalla a continuación. Explique
porqué este método da resultados correctos, y determine el intervalo de muestreo
necesario para determinar f0 sin ambigüedades.

a) Muestrear la señal y elevar el resultado al cuadrado. Es decir, calcular z[n] =
y2(nT).
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b) Estimar f0 a partir de la magnitud de la TDF de z[n].

Ejercicio 28. En la Sección 5.11.1 se estudia el uso de un prefiltro para evitar el aliasing. En
la práctica, el filtro antialiasing no es ideal, pero las características no ideales (atenuación
en la banda de paso, zona de transición, etc.) se pueden compensar al menos parcialmente
con un sistema de tiempo discreto ubicado a la salida del conversor C/D. En la figura se
muestran dos sistemas de procesamiento de datos, uno de ellos con un filtro antialiasing
ideal (Sistema 1), y otro con un filtro antialiasing “real” (Sistema 2); las respuestas en
frecuencia del filtro ideal Hi

a(ejω) y del filtro “real” Hr
a(ejω) también se muestran en la

figura, donde fc = Fs/2, y fp = 3Fs/8. Diseñar el sistema discreto H(ejω) del Sistema 2
para que las sucesiones x[n] e y[n] sean iguales.
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5.19. Tablas útiles

Muestreo

dominio frecuencial ( f ) dominio temporal dominio frecuencial (Ω)

Xc( f ) xc(t) Xc(Ω)

PT( f ) =
1
T ∑

k
δ( f−kFs) pT(t) =∑

n
δ(t− nT) PT(Ω) =

2π

T ∑
n

δ(Ω−kΩs)

Xs( f ) = Xc( f )× PT( f ) xs(t) = xc(t) ∗ pT(t) Xs(Ω) = 1
2π Xc(Ω)× PT(Ω)

= 1
T ∑kXc( f−kFs) =∑

n
xc(nT)δ(t−nT) = 1

T ∑k Xc(Ω−kΩs)

X(ejω) = Xs( f )| f=ω Fs
2π=

ω
2πT

Xs(Ω)|Ω=ω Ωs
2π=

ω
T

= 1
T ∑

k
Xc(ω

Fs
2π−kFs) x[n] = xc(t)|t=nT = 1

T ∑
k

Xc(ω
Ωs
2π−kΩs)

= 1
T ∑

k
Xc

[
Fs
2π (ω−2πk)

]
= 1

T ∑
k

Xc
[1

T (ω−2πk)
]

Reconstrucción

dominio frecuencial ( f ) dominio temporal dominio frecuencial (Ω)

Y(ejω) y[n] Y(ejω)

Ys( f ) =Y(ejω)|ω= f 2π
Fs = f 2πT ys(t) =∑

n
y[n]δ(t−nT) Ys(Ω) =Y(ejω)|ω=Ω 2π

Ωs=ΩT

Hr( f ) =

{
T, | f | < Fs

2

0, | f | > Fs
2

hr(t) =
sen

(
πt
T

)
πt
T

= sinc
( t

T

)
Hr(Ω) =

{
T, |Ω|< Ωs

2 =
π
T

0, |Ω|> Ωs
2 =

π
T

Yr( f ) = Hr( f )Ys( f ) yr(t) =∑n y[n]hr(t−nT) Yr(Ω) = Hr(Ω)Ys(Ω)

= TY(ejω)
∣∣
ω= f 2π

Fs = f 2πT =∑n y[n] sinc
( t−nT

T

)
= TY(ejω)|ω=Ω 2π

Ωs=ΩT

si | f | < Fs
2 si Ω|< Ωs

2 =
π
T
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Procesamiento discreto de señales continuas

dominio frecuencial ( f ) dominio temporal dominio frecuencial (Ω)

Xc( f ) xc(t) Xc(Ω)

X(ejω) = 1
T ∑

k
Xc

[
Fs
2π (ω−2πk)

]
x[n] = xc(t)|t=nT X(ejω) = 1

T ∑
k

Xc
[1

T (ω−2πk)
]

Y(ejω) = H(ejω)X(ejω) y[n] = h[n] ∗ x[n] Y(ejω) = H(ejω)X(ejω)

Ys( f ) =Y(ejω)|ω= f 2π
Fs = f 2πT ys(t) =∑

n
y[n]δ(t−nT) Ys(Ω) =Y(ejω)|ω=Ω 2π

Ωs=ΩT

Yr( f ) = Hr( f )Ys( f ) yr(t) =∑ny[n]hr(t−nT) Yr(Ω) = Hr(Ω)Ys(Ω)

= TH(ejω)X(ejω)|ω= f 2π
Fs

= f 2πT

=∑ny[n] sinc
(t−nT

T

)
= TH(ejω)X(ejω)|ω=Ω 2π

Ωs
=ΩT

Hc( f ) =



H(ejω)|ω= f 2π
Fs

= f 2πT

si | f |< Fs
2

0,

si | f |> Fs
2

Hc(Ω) =



H(ejω)|ω=Ω 2π
Ωs

=ΩT

si |Ω|< Ωs
2

0,

si |Ω|> Ωs
2

Procesamiento continuo de señales discretas

dominio frecuencial ( f ) dominio temporal dominio frecuencial (Ω)

Xc( f ) = TX(ejω)|ω= f 2π
Fs

xc(t) =∑nx[n]hr(t−nT) Xc(Ω) = TX(ejω)|ω=ΩT

Yc( f ) = Hc( f )Xc( f ) yc(t) = hr(t) ∗ xc(t) Yc(Ω) = Hc(Ω)Xc(Ω)

Y(ejω) = 1
T Yc( f )| f=ω Fs

2π
y[n] = yc(t)|t=nT Y(ejω) = 1

T Yc(Ω)|Ω=ω Ωs
2π=

ω
T

H(ejω) =Hc( f )| f=ω Fs
2π

, |ω|<π H(ejω) = Hc(Ω)|Ω= ω
T

, |ω|<π
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Decimación

x f [n] = x[n] ∗ hPB[n]
= ∑

`

x[`]hPB[n− `] ⇔ X f
(
ejω) = HPB

(
ejω)X

(
ejω)

xd[n] = x f [nM] ⇔ Xd
(
ejω) = 1

M

M−1
∑

r=0
X f

(
ej( ω−2πr

M )
)

Interpolación

xe[n] =

{
x[n/L], si n = 0,±L,±2L, . . .
0, en caso contrario.

⇔ Xe
(
ejω) = X

(
ejωL)

xi[n] = xe[n] ∗ hI [n] = ∑
`

xi[`]h[n− `]

= ∑
`

x[`]h[n− `L]
⇔

Xi
(
ejω) = HI

(
ejω)Xe

(
ejω)

= L X
(
ejωL) , |ω| < π/L

Cambio de la frecuencia de muestreo por un factor no entero

Intercambio de filtrado y sub/sobre muestreo
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6
Transformada Z

La bibliografía para el estudio de este tema es:

el Capítulos 3, “Z Transform” y

el Capítulo 5, “Transform Analysis of Time-Invariant Systems”

del libro de Oppenheim, A., Schafer, R., Discrete-Time Signal Processing, 2da. Edición,
Prentice-Hall, Inc., 1998.

6.1. Idea de la demostración del Teorema de Cauchy

Se desea probar que ∮
C

z−kdz =
{

2π j, si k = 1,
0, si k = 1,

(6.1)

donde C es un contorno cerrado que rodea al origen y orientado en sentido antihorario
(Fig. 6.1). Es conveniente introducir el cambio de variables z = r (θ) ejθ parametrizando
el contorno C en función del ángulo θ. Es evidente que

dz =

[
d r (θ)

dθ
ejθ + r (θ)

d ejθ

dθ

]
dθ

= r′ (θ) ejθ dθ + j r (θ) ejθ dθ.

Para k = 1, el integrando es

z−kdz = z−1 dz

=
1

r (θ) ejθ

[
r′ (θ) ejθ + j r (θ) ejθ

]
dθ

=
r′ (θ)
r (θ)

dθ + j dθ.

1
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Re

Im

( ) j
r e

��

�

( )r �

Fig. 6.1. Contorno de integración para la Ec. 6.1.

Por lo tanto, ∮
C

z−1dz =
∫ 2π

0

r′ (θ)
r (θ)

dθ +
∫ 2π

0
j dθ

=
∫ 2π

0

d
dθ
[ln r (θ)] dθ +

∫ 2π

0
j dθ

= ln r (θ)|2π
0 + jθ|2π

0

= 2π j (6.2)

pues r (0) = r (2π) , y además r (θ) 6= 0 para todo θ ∈ [0, 2π) pues el contorno de
integración rodea al origen.

Para el caso en que k = m ≥ 2, se tiene que

z−mdz =
1

rm (θ) ejmθ

[
r′ (θ) ejθ + j r (θ) ejθ

]
dθ

=
1

m− 1
d
dθ

[
1

rm−1 (θ) ej(m−1)θ

]
dθ

y entonces, ∮
C

z−mdz =
∫ 2π

0

1
m− 1

d
dθ

[
1

rm−1 (θ) ej(m−1)θ

]
dθ

=
1

m− 1
1

rm (θ) ejmθ

∣∣∣∣2π

0
= 0. (6.3)

Finalmente, si k = −p ≤ 0 (es decir, p ≥ 0), resulta

z−mdz = zpdz = rp (θ) ejpθ
[
r′ (θ) ejθ + j r (θ) ejθ

]
dθ

=
1

p+ 1
d
dθ

[
r(p+1) (θ) ej(p+1)θ

]
dθ,
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y entonces ∮
C

z−kdz =
∮

C
zpdz

=
∮

C

1
p+ 1

d
dθ

[
r(p+1) (θ) ej(p+1)θ

]
dθ

=
1

p+ 1

[
r(p+1) (θ) ej(p+1)θ

]∣∣∣2π

0

= 0. (6.4)

De (6.2)-(6.4) queda probado (6.1).

6.2. Ejemplos de aplicación de la transformada Z

6.2.1. Propiedad de convolución

EJEMPLO 6.1. Cálculo de la convolución entre dos sucesiones
Se debe calcular la convolución entre la sucesión x[n] = anu[n], donde se supone que |a| < 1, y la
sucesión h[n] = u[−n− 1]. En este ejemplo se exploran dos alternativas:

Cálculo de la convolución por definición: Si y[n] = x[n] ∗ h[n], como x[n] es causal y h[n]
es no causal se encuentra que

y[n] = ∑
k

x[k]h[n− k]y[n] =

{
∑∞

k=0 x[k]h[n− k], si n < 0,

∑∞
k=n+1 x[k]h[n− k], si n ≥ 0.

Entonces, para n < 0 se tiene que

y[n] =
∞

∑
k=0

x[k]h[n− k] =
∞

∑
k=0

ak =
1

1− a
.

Por otra parte, si n ≥ 0,

y[n] =
∞

∑
k=n+1

x[k]h[n− k] =
∞

∑
k=n+1

ak =
∞

∑
k=0

ak −
n

∑
k=0

ak =
1

1− a
− 1− an+1

1− a
=

an+1

1− a
.

Por lo tanto,

y[n] = x[n] ∗ h[n] =


1

1−a , si n < 0,

an+1

1−a , si n ≥ 0.
(6.5)

Cálculo de la convolución aplicando la transformada Z
En general,es mucho más sencillo antitransformar el producto de las transformadas Z de las
sucesiones que efectuar el cálculo de la convolución por definición. en este caso,

x[n] = anu[n] Z⇐⇒ X(z) =
1

1− az−1 , |z| > |a|,

h[n] = u[−n− 1] Z⇐⇒ H(z) =
(−1)

1− z−1 , |z| < 1.
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Como |a| < 1, las regiones de convergencia de X(z) y de Y(z) se solapan en |a| < |z| < 1, y
entonces se puede definir

Y(z) = X(z)H(z) =
1

1− az−1 ×
(−1)

1− z−1 , para |a| < |z| < 1.

Expresando Y(z) en fracciones parciales,

Y(z) =
A0

1− az−1 +
A1

1− z−1 ,

donde

A0 = Y(z)(1− az−1)
∣∣∣
z=a

=
(−1)

1− z−1

∣∣∣∣
z=a

=
−1

1− a−1 =
a

1− a
,

A1 = Y(z)(1− z−1)
∣∣∣
z=1

=
(−1)

1− az−1

∣∣∣∣
z=1

=
−1

1− a
.

Por lo tanto,

Y(z) =
(

a
1− a

)
1

1− az−1 +

( −1
1− a

)
1

1− z−1 , para |a| < |z| < 1.

Para el polo en z = a, la región de convergencia es el exterior de un círculo, y por lo tanto
la antitransformada corresponde a una sucesión derecha. Para el polo en z = 1 la región de
convergencia es el interior de un círculo, y en consecuencia se asocia a una sucesión izquierda.
En definitiva,

y[n] =
(

a
1− a

)
anu[n] +

1
1− a

u[−n− 1],

que, evidentemente, coincide con la convolución calculada por definición en (6.5). �

6.3. Cálculos de transformadas inversas

Una de las principales aplicaciones de la transformada Z es en el análisis de sistemas
lineales discretos. Frecuentemente este análisis involucra el encontrar transformadas Z
de las sucesiones, y luego de alguna manipulación de las expresiones algebraicas, calcular
la transformada Z inversa. Existen varias maneras, formales e informales, de calcular
la transformada inversa dada una expresión algebraica y su región de convergencia. El
procedimiento formal se basa en la integral de Cauchy (Churchill y Brown, 1990). Sin
embargo, para los tipos de sucesiones y transformadas Z que se encuentran en el análisis
de sistemas discretos lineales e invariantes al desplazamiento, bastan (y en general, son
preferibles) métodos menos formales. En las siguientes secciones se presentan algunos
de ellos: el método de inspección, el de fracciones parciales, y el de la expansión en series
de potencia

6.3.1. Método de inspección

El método de inspección consiste en familiarizarse con ciertos pares transformados, y
tratar de reorganizar la expresión de la transformada Z para ponerlos en evidencia. Por
ejemplo, en la Sección XX se evaluaron las transformadas Z de sucesiones de la forma
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Tabla 6.1: Algunos pares de transformadas Z (consultar la Sección 6.8 para una
tabla más completa).

sucesión transformada región de convergencia

1. δ[n] 1 todo el plano z

2. δ[n−m] z−m todo z salvo 0 (si m > 0)
o ∞ (si m < 0)

3. u[n]
1

1− z−1 |z| > 1

4. −u[−n− 1]
1

1− z−1 |z| < 1

5. anu[n]
1

1− az−1 |z| > |a|

6. −anu[−n− 1]
1

1− az−1 |z| < |a|

13. cos(ω0n) u[n]
1− cos ω0 z−1

1− 2 cos ω0 z−1 + z−2 |z| > 1

14. sen(ω0n) u[n]
sen ω0 z−1

1− 2 cos ω0 z−1 + z−2 |z| > 1

15. rn cos(ω0n) u[n]
1− r cos ω0 z−1

1− 2r cos ω0 z−1 + r2z−2 |z| > r

16. rn sen(ω0n) u[n]
r sen ω0 z−1

1− 2r cos ω0 z−1 + r2z−2 |z| > r

17.

{
an, 0 ≤ n ≤ N − 1
0, caso contrario

1− aNz−N

1− az−1 |z| > 0

x[n] = anu[n], donde a puede ser real o complejo. Las sucesiones de este tipo aparecen
frecuentemente, y por ellos es particularmente útil recordar el par transformado

anu[n] Z⇐⇒ 1
1− az−1 , |z| > |a|. (6.6)

Si se necesita encontrar la antitransformada de

X(z) =
1

1− 1
2 z−1

, |z| > 1
2

, (6.7)

y se recuerda el par transformado indicado en (6.6), se puede reconocer “por inspección”
que la sucesión asociada es x[n] = (1/2)nu[n]. Si la región de convergencia asociada a
X(z) en la ecuación (6.7) hubiese sido |z| < 1/2, el par transformado número 6 de la
Tabla 6.1 indica que x[n] = −(1/2)nu[−n− 1].

Las tablas de transformadas Z , como la Tabla 6.1, son de gran ayuda cuando se aplica
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6 6. Transformada Z

el método de inspección. Si la tabla es extensa, es posible expresar la transformada Z a
invertir como una suma de términos cuya inversa figure en la tabla.

6.3.2. Expansión en fracciones parciales

Como se mencionó más arriba, las transformadas inversas se pueden calcular por inspec-
ción si se reconocen expresiones características, o si se cuenta con una tabla donde figure
la transformada Z que se quiere antitransformar. Algunas veces X(z) puede no figurar
explícitamente en la tabla, pero puede obtenerse una forma alternativa como una suma
de términos simples, cada uno de los cuales está tabulado. Este es el caso de cualquier
función racional, ya que se puede obtener una expansión en fracciones parciales e identi-
ficar fácilmente las sucesiones asociadas a los términos individuales.

Para obtener una expansión en fracciones parciales, se supone que X(z) está expresada
como un cociente de polinomios en z−1

X(z) = ∑M
k=0 bkz−k

∑N
k=0 akz−k

. (6.8)

Este tipo de transformadas aparecen frecuentemente en el estudio de sistemas discretos
lineales e invariantes en el tiempo. Una expresión equivalente es

X(z) =
zN ∑M

k=0 bkzM−k

zM ∑N
k=0 akzN−k

. (6.9)

La ecuación (6.9) muestra explícitamente que para tales funciones habrá M ceros y N
polos en el plano z, que no están ubicados en el origen. Además, habrá M− N polos en
z = 0 si M > N o N −M ceros en z = 0 si N > M. En otras palabras, las transformadas
Z de expresiones de la forma (6.8) siempre tienen la misma cantidad de polos y ceros en
el plano Z , y no hay polos o ceros en z = ∞.

Para obtener la expansión en fracciones parciales de la expresión de X(z) en la ecuación
(6.8) es más conveniente notar que X(z) también puede expresarse como

X(z) =
b0

a0

∏M
k=1(1− ckz−1)

∏N
k=1(1− pkz−1)

, (6.10)

donde los ck, pk son los ceros y polos no nulos, respectivamente, de X(z). Si M < N, y los
polos son de primer orden, entonces X(z) puede escribirse como

X(z) =
N

∑
k=1

Ak

1− pkz−1 . (6.11)

Evidentemente, el denominador común de las fracciones en (6.11) es el mismo denomi-
nador de la ecuación (6.10). Multiplicando ambos miembros de (6.11) por (1− pkz−1) y
evaluando en z = pk se encuentra que los coeficientes Ak pueden calcularse como

Ak = X(z)(1− pkz−1)
∣∣∣
z=pk

. (6.12)
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6.3. Cálculos de transformadas inversas 7

Fig. 6.2. Diagrama de polos y ceros y región de convergencia para la transformada Z del Ejemplo
6.2.

EJEMPLO 6.2. Transformada Z de segundo orden
Sea x[n] una sucesión con transformada Z

X(z) =
1

(1− 1
4 z−1)(1− 1

2 z−1)
, |z| > 1

2
.

El diagrama de polos y ceros de X(z) se representa en la Fig. 6.2: la transformada tiene un par de
ceros en el origen, y polos en z1 = 1/4 y en z2 = 1/2, como se pone en evidencia al escribir X(z)
en la forma de la ecuación (6.9)

X(z) =
z2

(z− 1
4 )(z−

1
2 )

, |z| > 1
2

De la forma de la región de convergencia y de la Propiedad NN de la Sección XX se deduce que
x[n] es una sucesión derecha. Como los polos son de primer orden, X(z) se puede expresar en la
forma de la ecuación (6.11)

X(z) =
A1

1− 1
4 z−1

+
A2

1− 1
2 z−1

.

De la ecuación (6.12),

A1 = X(z)(1− 1
4 z−1)

∣∣∣
z=1/4

=
1

(1− 1
2 z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/4

=
1

1− 1
2 4
= −1,

A2 = X(z)(1− 1
2 z−1)

∣∣∣
z=1/2

=
1

(1− 1
4 z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/2

=
1

1− 1
4 2
= 2.

Por lo tanto,

X(z) =
−1

1− 1
4 z−1

+
2

1− 1
2 z−1

.

Como la sucesión es derecha, la región de convergencia de cada término se extiende por fuera del
polo de mayor módulo. De la Tabla 6.1 y de la linealidad de la transformada Z se tiene que

x[n] = −
(

1
4

)n
u[n] + 2

(
1
2

)n
u[n]. �

El numerador que resultaría de sumar los términos de la ecuación (6.11) resultaría a lo
sumo de grado N− 1 en la variable z−1. Si M ≥ N, entonces debe agregarse un polinomio
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8 6. Transformada Z

de orden M− N (en z−1) al miembro de la derecha de la ecuación (6.11). Entonces, para
M ≥ N, la expansión en fracciones parciales de X(z) toma la forma

X(z) =
M−N

∑
r=1

Brz−r +
N

∑
k=1

Ak

1− pkz−1 . (6.13)

Si X(z) es una función racional de la forma (6.8) con M ≥ N, los términos Br de la
expresión (6.13) se calculan efectuando la división entre el numerador y el denominador
de X(z), concluyendo el proceso de la división cuando el grado del resto (en z−1) es
menor que el grado del denominador. Los Ak se siguen calculando con la ecuación (6.12).

Si X(z) tiene polos múltiples y M ≥ N, la ecuación (6.13) debe modificarse; en particular
si X(z) tiene un polo de orden s en z = pi y todos los demás polos son de primer orden,
la forma corregida de la ecuación (6.13) es

X(z) =
M−N

∑
r=1

Brz−r +
N

∑
k=1
k 6=i

Ak

1− pkz−1 +
s

∑
m=1

Cm

(1− piz−1)m . (6.14)

Los coeficientes Ak y Br se calculan como se indicó anteriormente, y los coeficientes Cm
se calculan a partir de la siguiente expresión:

Cm =
1

(s−m)!(−pi)s−m

{
ds−m

dws−m

[
(1− piw)sX(w−1)

]}∣∣∣∣
w=p−1

i

. (6.15)

La ecuación (6.14) es la forma más general de la expresión de expansión en fracciones
parciales de una transformada Z racional expresada como función de z−1 para M ≥ N y
para un polo pi de orden s. Si ocurren varios polos múltiples, aparecerán términos como
la tercera sumatoria de (6.14) por cada uno de ellos. Si no hay polos múltiples, (6.14) se
reduce a (6.13). Si el orden del numerador es menor que el del denominador (M < N) el
término polinomial desaparece de las ecuaciones (6.13) y (6.14).

Resta determinar cuál es la sucesión correspondiente a una transformada Z racional da-
da. A tal fin se supone que X(z) tiene sólo polos de primer orden, de manera que la
ecuación (6.13) es la forma general de la expansión en fracciones parciales. Para calcular
x[n] se aprovecha la linealidad de la transformada Z , de manera que se puede calcular la
transformada inversa de cada término individual y luego sumarlos algebraicamente.

Los términos Brz−r corresponden a impulsos escalados y desplazados, esto es, términos
de la forma Brδ[n − r]. Cada una de las fracciones parciales corresponden a sucesiones
exponenciales. Para decidir si un término de la forma

Ak

1− pkz−1

corresponde a una sucesión pn
k u[n] o −pn

k u[−n− 1], se deben observar las propiedades
de la región de convergencia que fueron discutidas en la Sección XX. Se observa entonces
que si X(z) tiene sólo polos simples, y la región de convergencia es de la forma rd < |z| <
ri, entonces un polo pk corresponde a una sucesión exponencial derecha pn

k u[n] si |pk| <
rd, y corresponde a una sucesión exponencial izquierda −pn

k u[−n − 1] si |pk| > ri. La
región de convergencia sirve para clasificar los polos; los polos múltiples también pueden
dividirse según contribuyan a sucesiones izquierdas o derechas de la misma manera. El
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6.3. Cálculos de transformadas inversas 9

Fig. 6.3. Diagrama de polos y ceros y región de convergencia para la transformada Z del Ejemplo
??.

empleo de la región de convergencia en el cálculo de las transformadas Z inversas a
partir de la expansión en fracciones parciales se ilustra con los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 6.3. Transformada inversa usando fracciones parciales
En este ejemplo, la transformada Z tiene la forma indicada en la ecuación (6.13):

X(z) =
1+ 2z−1 + z−2

1− 3
2 z−1 + 1

2 z−2
=

(1+ z−1)2

(1− 1
2 z−1)(1− z−1)

, |z| > 1. (6.16)

El diagrama de polos y ceros se representa en la Fig. ??. De la región de convergencia y de la
Propiedad 5, de la Sección XX, es evidente que x[n] es una sucesión derecha.. Como el numerador
y el denominador de la función transferencia son del mismo orden en z−1 (con M = N = 2), y
todos los polos son de primer orden, se puede expresar X(z) como

X(z) = B0 +
A1

(1− 1
2 z−1)

+
A2

(1− z−1)
.

La constante B0 se encuentra efectuando la división:

z−2 + 2z−1 + 1 1
2 z−2 − 3

2 z−1 + 1

z−2 − 3z−1 + 2 2

5z−1 − 1

El cálculo no se continua porque el resto es un grado menor (en la variable z−1) que el divisor. De
modo que X(z) se puede expresar como

X(z) = 2+
−1+ 5z−1

(1− 1
2 z−1)(1− z−1)

(6.17)

Los coeficientes A1 y A2 pueden encontrarse aplicando la ecuación (6.12) a las expresiones (6.16)
o (6.17) indistintamente. Utilizando (6.16) se obtiene

A1 = X(z)(1− 1
2 z−1)

∣∣∣
z=1/2

=

[
2+

−1+ 5z−1

(1− 1
2 z−1)(1− z−1)

]
(1− 1

2 z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/2

=−9,

A2 = X(z)(1− z−1)
∣∣∣
z=1
=

[
2+

−1+ 5z−1

(1− 1
2 z−1)(1− z−1)

]
(1− z−1)

∣∣∣∣∣
z=1

= 8.
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10 6. Transformada Z

Por lo tanto,

X(z) = 2+
−9

1− 1
2 z−1

+
8

1− z−1 .

De la Tabla 6.1 se encuentra que, como la región de convergencia es |z| > 1,

2 Z⇐⇒ 2δ[n]

1
1− 1

2 z−1
Z⇐⇒

(
1
2

)n
u[n],

1
1− z−1

Z⇐⇒ u[n].

Por la linealidad de la transformada Z ,

x[n] = 2δ[n]− 9
(

1
2

)n
u[n] + 8u[n] �

EJEMPLO 6.4. Cálculo de antitransformadas
Se debe calcular x[n] sabiendo que

X(z) =
(1− 1

2 z−1)2

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

=
1− z−1 + 1

4 z−2

1− 5
4 z−1 + 1

4 z−2
, 1

4 < |z| < 1.

Como el numerador y el denominador de la función de sistema tienen el mismo orden en z− 1 se
debe calcular el cociente:

1
4 z−2 − z−1 + 1 1

4 z−2 − 5
4 z−1 + 1

1
4 z−2 − 5

4 z−1 + 1 1
1
4 z−1 + 0

de modo que

X(z) = 1+
1
4 z−1

1− 5
4 z−1 + 1

4 z−2︸ ︷︷ ︸
X̃(z)

= 1+
A1

(1− 1
4 z−1)

+
A2

(1− z−1)
. (6.18)

Los coeficientes A1 y A2 se calculan por residuos:

A1 = X̃(z)(1− 1
4 z−1)

∣∣∣
z=1/4

=
1
4 z−1

(1− z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/4

=
1

1− ( 1
4 )
−1
= −1

3
,

A2 = X̃(z)(1− z−1)
∣∣∣
z=1

=
1
4 z−1

(1− 1
4 z−1)

∣∣∣∣∣
z=1

=
1
4

1− 1
4
=

1
3

.

Los residuos A1, A2 de X̃(z) son los mismos que los de X(z), como se muestra a continuación

A1 = X(z)(1− 1
4 z−1)

∣∣∣
z=1/4

=
(1− 1

2 z−1)2

(1− z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/4

=
(1− 2)2

1− ( 1
4 )
−1
= −1

3
,

A2 = X(z)(1− z−1)
∣∣∣
z=1

=
(1− 1

2 z−1)2

(1− 1
4 z−1)

∣∣∣∣∣
z=1

=
(1− 1

2 )
2

1− 1
4
=

1
3

.
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Por lo tanto,

X(z) = 1− 1
3

1
(1− 1

4 z−1)
+

1
3

1
(1− z−1)

, 1
4 < |z| < 1, (6.19)

y de tablas se encuentra que

x[n] = δ[n]− 1
3 (

1
4 )

nu[n]− 1
3 u[−n− 1]. (6.20)

Observación: Cuando el numerador y el denominador de la función de sistema tienen el mismo
orden, es imprescindible efectuar el cociente entre el numerador y el denominador de X(z). En caso
contrario , no se obtiene el término “1”en la ecuación (6.18), y al descomponer X(z) en fracciones
parciales se tiene

−1
3

1
(1− 1

4 z−1)
+

1
3

1
(1− z−1)

=
− 1

3 +
1
3 z−1 + 1

3 −
1

12 z−1

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

=
1
4 z−1

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

= X̃(z).

(6.21)
Es evidente que X̃(z) 6= X(z), y por lo tanto, la expresión en fracciones parciales del miembro
izquierdo de ecuación (6.21) es incorrecta. �

Los mismos resultados puede obtenerse si la expresión racional X(z) se expresa como un
cociente de polinomios en z en lugar de z−1. En este caso, el lugar de factores de la forma
(1− az−1) se hubieran considerado factores del tipo (z − a), lo que hubiera conducido
a un conjunto de ecuaciones similares a las (6.13)-(6.15) que serían convenientes para
utilizar con una tabla de transformadas Z expresadas en función de z y no de z−1. Ya que
la Tabla 6.1 está expresada en función de z−1, este enfoque es más útil. De todas maneras,
estas alternativas se exploran en los Ejemplos 6.5 y 6.6.

EJEMPLO 6.5. Antitransformando expresiones en “z”
La sucesión x[n] también puede obtenerse a partir de X(z) trabajando con polinomios en z y no en
z−1. En este caso,

X(z) =
(1− 1

2 z−1)2

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

=
z2 − z+ 1

4

z2 − 5
4 z+ 1

4
=

(z− 1
2 )

2

(z− 1
4 )(z− 1)

, 1
4 < |z| < 1.

Nuevamente, como el numerador y el denominador de X(z) tienen el mismo orden, es necesario
calcular el cociente:

z2 − z+ 1
4 z2 − 5

4 z+ 1
4

z2 − 5
4 z+ 1

4 1
1
4 z+ 0

Por lo tanto,

X(z) = 1+
1
4 z

(z− 1
4 )(z− 1)︸ ︷︷ ︸
X̃(z)

= 1+
A1

(z− 1
4 )
+

A2

(z− 1)
,

donde los residuos A1, A2 se pueden calcular a partir de X̃(z), como

A1 = X̃(z)(z− 1
4 )
∣∣∣
z=1/4

=
1
4 z

z− 1

∣∣∣∣∣
z=1/4

=
1

16
1
4 − 1

= − 1
12

,

A2 = X̃(z)(z− 1)
∣∣
z=1 =

1
4 z

z− 1
4

∣∣∣∣∣
z=1

=
1
4

1− 1
4
=

1
3

,
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12 6. Transformada Z

o bien usando X(z), como se muestra a continuación

A1 = X(z)(z− 1
4 )
∣∣∣
z=1/4

=
(z− 1

2 )
2

(z− 1)

∣∣∣∣∣
z=1/4

=
(1− 1

2 )
2

1− 1
4
= − 1

12
,

A2 = X(z)(z− 1)|z=1 =
(z− 1

2 )
2

(z− 1
4 )

∣∣∣∣∣
z=1

=
(1− 1

2 )
2

1− 1
4
=

1
3

.

De modo que

X(z) = 1− 1
12

1
(z− 1

4 )
+

1
3

1
(z− 1)

, 1
4 < |z| < 1. (6.22)

El problema ahora está en antitransformar X(z), ya que los pares transformados que se conocen son

x[n] = anu[n] Z⇐⇒ X(z) =
1

1− az−1 =
z

z− a
, |z| > |a|,

h[n] = −anu[−n− 1] Z⇐⇒ H(z) =
1

1− az−1 =
z

z− a
, |z| < |a|.

y al compara con (6.22) se observa que al menos falta una “z” en el numerador. Esto se puede
solucionar multiplicando numerador y denominador por z−1 para obtener

X(z) = 1− 1
12

z−1

(1− 1
4 z−1)

+
1
3

z−1

(1− z−1)
, 1

4 < |z| < 1. (6.23)

Esta expresión se puede antitransformar fácilmente haciendo uso de la propiedad de desplazamiento:
x[n− n0]⇔ z−n0 X(z). Nuevamente, para el polo en z = 1/4 la región de convergencia es el exterior
de un círculo, y la respuesta temporal está asociada a una sucesión derecha:

z−1

(1− 1
4 z−1)

, 1
4 < |z|

Z⇐⇒ ( 1
4 )

n−1u[n− 1].

Para el polo en z = 1, la región de convergencia es el interior de un círculo, y la respuesta temporal
está asociada a una sucesión izquierda

1
(1− z−1)

, |z| < 1 Z⇐⇒ −u[−n− 1].

Pero hay que prestar especial atención al desplazamiento, pues z−1/(1− z−1) equivale a deslazar
la sucesión temporal una muestra hacia la derecha (es decir, reemplazar n por n− 1):

z−1

(1− z−1)
, |z| < 1 Z⇐⇒ −u[−(n− 1)− 1] = −u[−n].

Por lo tanto, la antitransformada de (6.23) resulta

x[n] = δ[n]− 1
12 (

1
4 )

n−1u[n− 1]− 1
3 u[−n]. (6.24)

La comparación de las ecuaciones (6.20) y (6.24) muestra que la expresión matemática de x[n]
es distinta; sin embargo los valores numéricos de ambas sucesiones son iguales. Operando con los
términos de (6.24), se tiene que

1
12 (

1
4 )

n−1u[n− 1] = 1
3

1
4 (

1
4 )

n−1u[n− 1] = 1
3 (

1
4 )

nu[n− 1] = 1
3 (

1
4 )

nu[n]− 1
3 δ[n],

1
3 u[−n] = 1

3 δ[n] + 1
3 u[−n− 1].
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Reemplazando estas expresiones en (6.24) se encuentra que

x[n] = δ[n]− 1
12 (

1
4 )

n−1u[n− 1]− 1
3 u[−n]

= δ[n]−
(

1
3 (

1
4 )

nu[n]− 1
3 δ[n]

)
−
(

1
3 δ[n] + 1

3 u[−n− 1]
)

= δ[n]− 1
3 (

1
4 )

nu[n]− 1
3 u[−n− 1],

que coincide con la ecuación (6.20). �

EJEMPLO 6.6. Otra manera de antitransformar expresiones en “z”
Para evitar confusiones en el corrimiento hacia la derecha de las sucesiones izquierdas, cuando X(z)
se expresa como un cociente de polinomios en z y no en z−1, es conveniente expresar en fracciones
parciales la función X(z)/z. Aunque de esta forma es necesario calcular un residuo más porque se
adiciona un polo en el origen, en general se evita hacer el cociente y se simplifica el cálculo posterior,
como se muestra a continuación. Utilizando la misma transformada Z de los ejemplos previos,

X(z) =
(1− 1

2 z−1)2

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

=
(z− 1

2 )
2

(z− 1
4 )(z− 1)

, 1
4 < |z| < 1,

se tiene que
X(z)

z
=

(z− 1
2 )

2

z(z− 1
4 )(z− 1)

=
A1

z
+

A2

z− 1
4
+

A3

z− 1
.

Los residuos son

A1 =
X(z)

z
z
∣∣∣∣
z=0

=
(z− 1

2 )
2

(z− 1
4 )(z− 1)

∣∣∣∣∣
z=0

=
(− 1

2 )
2

(− 1
4 )(−1)

= 1,

A2 =
X(z)

z
(z− 1

4 )

∣∣∣∣
z=1/4

=
(z− 1

2 )
2

z(z− 1)

∣∣∣∣∣
z=1/4

=
(1− 1

2 )
2

1
4 (1−

1
4 )
= −1

3
,

A3 =
X(z)

z
(z− 1)

∣∣∣∣
z=1

=
(z− 1

2 )
2

z(z− 1
4 )

∣∣∣∣∣
z=1

=
(1− 1

2 )
2

1(1− 1
4 )
= .

1
3

.

Por lo tanto,
X(z)

z
=

1
z
−

1
3

z− 1
4
+

1
3

z− 1
, 1

4 < |z| < 1.

Multiplicando ambos miembros por z, resulta

X(z) = 1− 1
3

z
z− 1

4
+

1
3

z
z− 1

, 1
4 < |z| < 1,

que también puede escribirse como

X(z) = 1− 1
3

1
1− 1

4 z−1
+

1
3

1
1− z−1 , 1

4 < |z| < 1.

Esta transformada Z coincide con la expresión (6.19) del Ejemplo 6.4, y la antitransformada es
directa teniendo en cuenta la forma de la región de convergencia para cada uno de los polos. Se
tiene entonces que

x[n] = δ[n]− 1
3 (

1
4 )

nu[n]− 1
3 u[−n− 1], (6.25)

que coincide con las sucesiones calculadas en los Ejemplos 6.4 y 6.5. �
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14 6. Transformada Z

EJEMPLO 6.7. Una cuarta forma de calcular la transformada Z inversa
Si la transformada Z tiene una expresión sencilla, la aplicación de propiedades puede simplificar el
cálculo de las sucesiones, aunque frecuentemente resultan expresiones no tan compactas de x[n]
como las obtenidas en los Ejemplos 6.4 a 6.6. Partiendo de la misma transformada Z que en los
ejemplos anteriores, pero expresada como cociente de polinomios en z−1,

X(z) =
(1− 1

2 z−1)2

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

, 1
4 < |z| < 1,

se puede escribir

X(z) = (1− 1
2

z−1)2X1(z) = (1− z−1 + 1
4 z−2)X1(z), (6.26)

donde

X1(z) =
1

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

, 1
4 < |z| < 1.

Esta transformada auxiliar se puede expresar en fracciones parciales (se omiten los cálculos por
brevedad) como

X1(z) = −
1
3

1
1− 1

4 z−1
+

4
3

1
1− z−1 , 1

4 < |z| < 1,

cuya antitransformada es
x1[n] = − 1

3 (
1
4 )

nu[n]− 4
3 u[−n− 1].

Con esta sucesión, y teniendo en cuenta de la ecuación (6.26) que

x[n] = x1[n]− x1[n− 1] + 1
4 x1[n− 2],

se encuentra que

x[n] =
{
− 1

3 (
1
4 )

nu[n]− 4
3 u[−n− 1]

}
−
{
− 1

3 (
1
4 )

n−1u[n− 1]− 4
3 u[−(n− 1)− 1]

}
− 1

4

{
− 1

3 (
1
4 )

n−2u[n− 2]− 4
3 u[−(n− 2)− 1]

}
.

= − 1
3 (

1
4 )

nu[n]− 4
3 u[−n− 1] + 1

3 (
1
4 )

n−1u[n− 1] + 4
3 u[−n]

− 1
12 (

1
4 )

n−2u[n− 2]− 1
3 u[−n+ 1] (6.27)

Esta expresión es más complicada que las expresiones (6.20), (6.24) y (6.25) obtenidas en los
Ejemplos 6.4 a 6.6, respectivamente, pero puede simplificarse notando que el tercer término se
puede escribir como

1
3 (

1
4 )

n−1u[n− 1] = 1
3 δ[n− 1] + 1

12 (
1
4 )

n−2u[n− 2],

y por lo tanto la suma del primer, tercer y quinto término queda

− 1
3 (

1
4 )

nu[n] + 1
3 (

1
4 )

n−1u[n− 1]− 1
12 (

1
4 )

n−2u[n− 2] = − 1
3 (

1
4 )

nu[n] + 1
3 δ[n− 1] (6.28)

El segundo, el cuarto y el último término pueden escribirse como

− 4
3 u[−n− 1] + 4

3 u[−n]− 1
3 u[−n+ 1] = 4

3 (−u[−n− 1] + u[−n])− 1
3 u[−n+ 1]

= 4
3 δ[n]− 1

3 u[−n+ 1]

= 4
3 δ[n]− 1

3 δ[n]− 1
3 δ[n− 1]− 1

3 u[−n− 1]

= δ[n]− 1
3 δ[n− 1]− 1

3 u[−n− 1]. (6.29)
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Por lo tanto, teniendo en cuente (6.28) y (6.29), la expresión (6.27) resulta

x[n] =
(
− 1

3 (
1
4 )

nu[n] + 1
3 δ[n− 1]

)
+
(

δ[n]− 1
3 δ[n− 1]− 1

3 u[−n− 1]
)

= δ[n]− 1
3 (

1
4 )

nu[n]− 1
3 u[−n− 1],

que coincide con las expresiones (6.20), (6.24) y (6.25) de los Ejemplos previos. �

En la Sección ?? se discutirán e ilustrarán una serie de propiedades de la transformada
Z que, en combinación con el método de las fracciones parciales permiten determinar la
sucesión asociada a una función racional algebraica en z y su región de convergencia aún
cuando X(z) no esté dada exactamente en la forma indicada en la ecuación (6.10).

Antitransformada de expresiones con polos complejos congujados

De acuerdo a la expresión (6.13), la transformada Z de una sucesión que al menos tenga
un par de polos complejos conjugados, por ejemplo en z = p = ρejθ y en z = p∗ = ρe−jθ ,
puede expresarse como

X(z) =
M−N

∑
r=1

Brz−r +
N

∑
k=2

Ak

1− pkz−1 +
A0

1− pz−1 +
A1

1− p∗z−1

donde los dos últimos términos representan las fracciones parciales correspondientes a
los polos complejos conjugados. En lo que sigue se muestra que A1 = A∗0 . Para simplificar
la notación es conveniente expresar X(z) como

X(z) =
P(z)
Q(z)

=
P(z)
Q̃(z)

1
(1− pz−1)(1− p∗z−1)

.

donde P(z), Q(z) y Q̃(z) son polinomios con coeficientes reales. Por lo tanto, según el
cálculo de residuos,

A0 = X(z)(1− pz−1)
∣∣∣
z=p

=
P(p)
Q̃(p)

1
(1− p∗p−1)

,

A1 = X(z)(1− pz−1)
∣∣∣
z=p∗

=
P(p∗)
Q̃(p∗)

1
[1− p(p∗)−1]

=

[
P(p)
Q̃(p)

]∗ 1
[1− (p∗p−1)∗]

= A∗0 .

ya que P(p∗) = [P(p)]∗, Q̃(p∗) = [Q̃(p)]∗ porque tienen coeficientes reales.

La transformada del par de polos complejos conjugados se puede escribir entonces como

A
1− pz−1 +

A∗

1− p∗z−1 =
A− Ap∗z−1 + A∗ − A∗pz−1

1− (p+ p∗)z−1 + pp∗z−2 =
2 Re{A} − 2 Re{Ap∗}z−1

1− 2 Re{p}z−1 + |p|2z−2 .

(6.30)
Por otra parte, si A = αejφ, y p = ρejθ , la antitransformada para una región de conver-
gencia |z| > |p| puede escribirse como

Apnu[n] + A∗(p∗)nu[n] = αejφ(ρejθ)nu[n] + αe−jφ(ρe−jθ)nu[n]

= αρn[ej(nθ+φ) + e−j(nθ+φ)]u[n]
= 2ρn cos(θn+ φ)u[n]. (6.31)
= 2|A||p|n cos(arg{p}n+ arg{A})u[n].
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16 6. Transformada Z

Por lo tanto, de acuerdo a las expresiones (6.30) y (6.31) se puede establecer el par trans-
formado

2αρn cos(θn+ φ)u[n]⇐⇒ 2α
cos φ− ρ cos(φ− θ) z−1

1− 2ρ cos θ z−1 + ρ2z−2 , |z| > ρ. (6.32)

La aplicación de este par transformado se muestra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 6.8. Antitransformada de polos complejos conjugados
Se desea calcular la antitransformada de

X(z) =
1

1− 1
2 z−1 + 1

4 z−2
=

z2

z2 − 1
2 z+ 1

4
. (6.33)

Esta función tiene un par de ceros en el origen, y un par de polos complejos conjugados en

z1,2 =
1
2

e±jπ/6 =
1
4
± j
√

3
4

,

de manera que ρ = 1/2, θ = π/6. Por lo tanto, X(z) puede escribirse como

X(z) =
A

1− 1
2 ejπ/6z−1

+
A∗

1− 1
2 e−jπ/6z−1

,

donde A, A∗ se calculan aplicando residuos:

A= X(z)(1− 1
2 ejπ/6z−1)

∣∣∣
z= 1

2 ejπ/6
=

1
1− 1

2 e−jπ/6z−1

∣∣∣∣∣
z= 1

2 ejπ/6

=
1

1−e−jπ/3 =
1
2
− j
√

3
2
=1e−jπ/3

de modo que α = 1, φ = −π/3. Aplicando (6.31) se encuentra que

x[n] = 2αρn cos(θn+ φ) u[n] = 2( 1
2 )

n cos(π
6 n− π

3 ) u[n]. (6.34)

La expresión (6.33) también se puede antitransformar sin calcular residuos, comparándola con (6.32).
En este caso, como en el numerador de (6.33) no aparece z−1, y ρ 6= 0, debe ser cos(φ− θ) = 0,
de donde

φ = θ +
π

2
+ πk, k ∈ Z,

esto es, φ = 2
3 π + πk. El numerador de (6.32) es 2α cos φ, y el de (6.33) es la unidad, de modo

que 2α cos φ = 1 de donde

α =
1

2 cos φ
.

Como α ≥ 0 (porque es el módulo del residuo A) se debe elegir un valor de φ = 2
3 π + πk

compatible, esto es, tal que cos φ ≥ 0, lo que ocurre para k impar. Para k = 1, φ = 5π/6, y
entonces cos φ = 1/2, de donde α = 1. Finalmente, de la expresión (6.32) se encuentra que

x[n] = 2αρn cos(θn+ φ) u[n] = 2( 1
2 )

n cos(π
6 n+ 5π

3 ) u[n]. (6.35)

Aunque las expresiones (6.34) y (6.35) son matemáticamente diferentes, representan la misma
sucesión temporal porque el ángulo (−π/3) es congruente con 5π/3. �
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EJEMPLO 6.9. Antitransformada de una expresión con polos complejos conjugados
Se desea calcular la antitransformada de

X(z) =
1+ 1

4 z−1 + z−2 + 1
4 z−3

1− ( 1
3 +

3
√

2
2 )z−1 + ( 9

4 +
√

2
2 )z

−1 − 1
3 z−3

=
(1+ z−2)(1+ 1

4 z−1)

(1− 3
√

2
2 z−1 + 9

4 z−2)(1− 1
3 z−1)

Esta expresión tiene ceros en c1,2 = ±j y c3 = −1/4, y polos en z1,2 =
3
2 e±jπ/4 y en z3 = 1/3, de

modo que también puede escribirse como

X(z) =
(1+ 1

4 z−1)(1− jz−1)(1+ jz−1)

(1− 1
3 z−1)(1− 3

2 ejπ/4z−1)(1− 3
2 e−jπ/4z−1)

.

Como el numerador y el denominador tienen igual orden, para calcular la antitransformada es nece-
sario efectuar el cociente entre ambos. Se encuentra que

X(z) = −1
3
+

4
3 + (

5
36 −

√
2

2 )z
−1 + ( 7

4 +
√

2
6 )z

−2

(1− 3
2 ejπ/4z−1)(1− 3

2 e−jπ/4z−1)(1− 1
3 z−1)

que puede escribirse como

X(z) = −1
3
+

A0

(1− 3
2 ejπ/4z−1)

+
A1

(1− 3
2 e−jπ/4z−1)

+
A2

(1− 1
3 z−1)

.

Los coeficientes A0, A1 = A∗0 y A2 se calculan por residuos:

A0 = X(z)(1− 3
2 ejπ/4z−1)

∣∣∣
z= 3

2 ejπ/4
= −3

2132

[
(212+203

√
2)− j(514+105

√
2)
]
=

√
873

1066+
66
√

2
164 ejβ

A1 = A∗0 ,

A2 = X(z)(1− 1
3 z−1)

∣∣∣
z= 1

3

= 70
85−18

√
2

donde β = − tan−1[(514+ 105
√

2)/(212+ 203
√

2)]. Expresiones aproximadas para los residuos
son

A0 ≈ −0,702278− j0,932213 ≈ 1,16714e−j2,21643,

A1 ≈ −0,702278+ j0,932213 ≈ 1,16714e+j2,21643,
A2 ≈ 1,1756,

con α = 1,16714 y φ = −2,21643. Por lo tanto,

X(z) = −1
3
+

1,16714e−j2,21643

(1− 3
2 ejπ/4z−1)

+
1,16714ej2,21643

(1− 3
2 e−jπ/4z−1)

+
1,1756

(1− 1
3 z−1)

.

Las posibles regiones de convergencia y las antitransformadas correspondientes son

Para |z| < 1,

x[n] = − 1
3 δ[n]− 2× 1,16714× ( 3

2 )
n cos(π

4 n− 2,21643)u[−n− 1]− 1,1756( 1
3 )

nu[−n− 1]

Para 1 < |z| < 3/2,

x[n] = − 1
3 δ[n]− 2× 1,16714× ( 3

2 )
n cos(π

4 n− 2,21643)u[−n− 1] + 1,1756( 1
3 )

nu[n]

Para 3
2 < |z|,

x[n] = − 1
3 δ[n] + 2× 1,16714× ( 3

2 )
n cos(π

4 n− 2,21643)u[n] + 1,1756( 1
3 )

nu[n] �
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18 6. Transformada Z

6.3.3. Expansión en series de potencias

La expresión que define la transformada Z es una serie de Laurent donde cada uno de
los elementos de la sucesión de valores x[n] son los coeficientes de z−n. De modo que si
la transformada Z se da como una serie de potencia en la forma

X(z) =
∞

∑
n=−∞

x[n]z−n

= · · ·+ x[−2]z2 + x[−1]z+ x[0] + x[1]z−2 ++x[2]z−2 + · · · , (6.36)

se puede determinar cualquier valor de la sucesión encontrando el coeficiente de la po-
tencia apropiada de z−1. Esta aproximación es la misma que se aplicó al calcular la trans-
formada inversa de la parte polinomial en la expresión en fracciones parciales cuando
M ≥ N. También es útil para sucesiones de longitud finita donde X(z) puede no tener
una forma cerrada más sencilla que un polinomio en z−1.

EJEMPLO 6.10. Sucesiones de longitud finita
Si X(z) está dada por

X(z) = z2(1− 1
2 z−1)(1− z−1)(1+ z−1) (6.37)

=
z3 − 1

2 z2 − z+ 1
2

z

se observa que tiene un único polo en z = 0, de modo que no resulta práctica la expansión en
fracciones parciales de la Sección 6.3.2. Sin embargo, multiplicando los factores de la ecuación
(6.37) se puede expresar X(z) como

X(z) = z2 − 1
2 z− 1+ 1

2 z−1.

Por inspección, teniendo en cuenta (6.36), se desprende que

x[n] =


1, si n = −2,
− 1

2 , si n = −1,
−1, si n = 0,
1
2 , si n = 1,
0, en caso contrario,

o bien
x[n] = δ[n+ 2]− 1

2 δ[n+ 1]− δ[n] + 1
2 δ[n− 1]. �

Cuando se busca la transformada Z de una sucesión se trata de sumar la serie de poten-
cias de la ecuación (6.36) para obtener una expresión matemática más sencilla, en general
una función racional. Si se desea usar la técnica de la serie de potencias para encontrar
la sucesión asociada a una dada X(z) expresada en forma cerrada, primero es necesario
expandir X(z) nuevamente en una serie de potencias. Existen tablas de series de poten-
cias para muchas funciones, tales como logaritmo, seno, seno hiperbólico, etc. En algunos
casos tales series de potencia pueden tener una interpretación útil como transformadas
Z , como se muestra en el siguiente ejemplo. En el caso de transformadas Z racionales la
expresión en serie de potencias se pude obtener calculando la “división larga”, como en
los Ejemplos 6.12 y 6.13
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EJEMPLO 6.11. Transformada inversa por expansión en series de potencias
Aunque en general no serán de aplicación en este curso, es posible calcular las antitransformadas de
funciones no racionales en z. Por ejemplo, si

X(z) = log(1+ az−1), |z| > |a|,

se puede conocer la sucesión x[n] correspondiente expresando X(z) en serie de potencias. Teniendo
en cuenta que

log(1+ x) =
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
xn,

resulta

X(z) = log(1+ az−1) =
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
anz−n,

y por lo tanto, teniendo en cuenta la expresión (6.36),

x[n] = (−1)n+1 an

n
u[n− 1]. �

.

EJEMPLO 6.12. Transformada inversa por división larga
Se desea calcular la antitransformada de X(z) = 1/(1 − az−1), |z| > |a|. Como la región de
convergencia es el exterior de un círculo, la sucesión x[n] es derecha, de modo que la transformada
Z de X(z) está formada por una serie de potencias negativas de z. Tal serie se puede obtener
calculando el cociente entre los polinomios 1 y 1− az−1 ordenando el dividendo y el divisor de la
siguiente manera:

1 1− az−1

1 −az−1 1+ az−1 + a2z−2 + a3z−3 + · · ·
0 +az−1

+az−1 −a2z−2

+a2z−2

+a2z−2 −a3z−3

+a3z−3

...

Es evidente que

X(z) =
1

1− az−1 = 1+ az−1 + a2z−2 + a3z−3 + · · · .

si |z| > |a|. En este ejemplo sencillo es fácil deducir la forma general de la solución. Observando las
potencias que intervienen en el resultado, y comparando con la expresión general de la transformada
Z se nota que

X(z) = ∑
n

x[n]z−n

= · · ·+ x[−2]︸ ︷︷ ︸
↓
0

z2 + x[−1]︸ ︷︷ ︸
↓
0

z+ x[0]︸︷︷︸
↓
1

z0 + x[1]︸︷︷︸
↓
a

z−1 + x[2]︸︷︷︸
↓
a2

z−2 + x[3]︸︷︷︸
↓
a3

z−3 + · · ·

de donde se deduce la forma general x[n] = anu[n]. �
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20 6. Transformada Z

Con este método también pueden calcularse las transformadas inversas de regiones de
convergencia que sean el interior de un disco, que corresponde a sucesiones izquierdas.
Para ello es necesario ordenar los polinomios en potencias crecientes de (z−1), como se
muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.13. Transformada inversa por división larga de una sucesión izquierda

Tomando la misma transformada Z del ejemplo anterior, X(z) = 1/(1− az−1), pero con región
de convergencia |z| < |a|, la antitransformada inversa puede calcularse efectuando el cociente de la
manera siguiente:

1 −az−1 + 1

1 −a−1z −a−1z− a−2z2 − a−3z3 + · · ·
0 +a−1z

+a−1z −a−2z2

+a−2z2

+a−2z2 −a−3z3

+a−3z3

...

Es evidente que

X(z) =
1

1− az−1 = −a−1z− a−2z2 − a−3z3 + · · ·

si |z| < |a|. Nuevamente, comparando con la expresión general de la transformada Z se observa
que

X(z) = ∑
n

x[n]z−n

= · · ·+ x[−3]︸ ︷︷ ︸
↓
−a−3

z3 + x[−2]︸ ︷︷ ︸
↓
−a−3

z2 + x[−1]︸ ︷︷ ︸
↓
−a−1

z+ x[0]︸︷︷︸
↓
0

z0 + x[1]︸︷︷︸
↓
0

z−1 + x[2]︸︷︷︸
↓
0

z−2 + · · ·

de donde se deduce la forma general x[n] = −anu[−n− 1]. �

Este procedimiento no es útil para transformadas muy complicadas, pero puede dar una
pista para encontrar la forma general de la solución, como se muestra en los siguientes
ejemplos.

EJEMPLO 6.14. Transformada inversa de una sucesión derecha
Se desea calcular la sucesión derecha asociada a la transformada Z

X(z) =
1+ 1

2 z−1 − 1
3 z−2

1− 5
6 z−1 + 1

6 z−2
.
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Como se desea encontrar una sucesión derecha, el cociente debe arreglarse como

1 + 1
2 z−1 − 1

3 z−2 1− 5
6 z−1 + 1

6 z−2

1 − 5
6 z−1 + 1

6 z−2 1+ 4
3 z−1 + 11

18 z−2 + 31
108 z−3 + · · ·

0 + 4
3 z−1 − 1

2 z−2

+ 4
3 z−1 − 10

9 z−2 + 2
9 z−3

0 + 11
18 z−2 − 2

9 z−3

+ 11
18 z−2 − 55

108 z−3 + 11
108 z−4

0 31
108 z−3 − 11

108 z−4

...

La sucesión x[n] puede escribirse como

x[n] = δ[n] +
4
3

δ[n− 1] +
11
18

δ[n− 2] +
31

108
δ[n− 3] + · · · (6.38)

pero es difícil encontrar un patrón que permita generalizar la sucesión. Utilizando otros métodos,
por ejemplo el de fracciones parciales, es más sencillo encontrar la forma general. En este caso, como
el numerados y denominador de X(z) tienen el mismo orden, es necesario efectuar el cociente, pero
ordenando los coeficientes de manera distinta:

− 1
3 z−2 + 1

2 z−1 +1 1
6 z−2 − 5

6 z−1 + 1

− 1
3 z−2 + 5

3 z−1 −2 −2

0 − 7
6 z−1 +3

De modo que X(z) puede escribirse como

X(z) =
1+ 1

2 z−1 − 1
3 z−2

1− 5
6 z−1 + 1

6 z−2
= −2+

− 7
6 z−1 + 3

1− 5
6 z−1 + 1

6 z−2
= −2+

A1

(1− 1
3 z−1)

+
A2

(1− 1
2 z−1)

donde

A1 = X(z)(1− 1
3 z−1)

∣∣∣
z=1/3

=
− 7

6 z−1 + 3

1− 1
2 z−1

∣∣∣∣∣
z=1/3

=
− 7

6 3+ 3

1− 1
2 3

= 1,

A2 = X(z)(1− 1
2 z−1)

∣∣∣
z=1/2

=
− 7

6 z−1 + 3

1− 1
3 z−1

∣∣∣∣∣
z=1/2

=
− 7

6 2+ 3

1− 1
3 2

= 2.

Por lo tanto,

X(z) = −2+
1

1− 1
3 z−1

+
2

1− 1
2 z−1

,

y entonces,

x[n] = −2δ[n] +
(

1
3

)n
u[n] + 2

(
1
2

)n
u[n].

Se puede verificar que esta expresión coincide con (6.38) dando valores numéricos para n = 0, 1, ...

n 0 1 2 3 · · ·
x[n] 1 4

3
11
18

31
108 · · ·

En consecuencia, el método de la división larga es conveniente cuando sólo se necesitan conocer
unos pocos términos de x[n]. �

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



22 6. Transformada Z

Sin embargo, algunas veces el método de la división larga permite poner en evidencia
cierta estructura de la sucesión a encontrar que sería difícil de encontrar de otra forma,
como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.15. Método de división larga en sucesiones particulares
Se desea conocer la transformada inversa de X(z) = 1/(1− 1

2 z−3), para |z| > 2−1/3. En este
caso, la expansión en fracciones parciales necesita conocer los residuos de X(z) en las tres raíces de
z3 = 1/2, que son zk = 2−1/3ej 2π

3 k, con k = 0, 1, 2. Esto es,

X(z) =
1

1− 1
2 z−3

=
1

(1− 2−1/3z−1)
× 1

(1− 2−1/3ej 2π
3 z−1)

× 1

(1− 2−1/3ej 4π
3 z−1)

.

Si bien se puede resolver por residuos, es mucho más sencillo ensayar el método de la división larga:

1 1− 1
2 z−3

1 − 1
2 z−3 1+ 1

2 z−3 + 1
4 z−6 + 1

8 z−9 + · · ·
0 + 1

2 z−3

+ 1
2 z−3 − 1

4 z−6

+ 1
4 z−6

+ 1
4 z−6 − 1

8 z−9

+ 1
8 z−9

...

Es evidente que

X(z) =
1

1− 1
2 z−3

= 1+
1
2

z−3 +
1
4

z−6 +
1
8

z−9 + · · ·

y por lo tanto, la transformada inversa es

x[n] = δ[n] +
1
2

δ[n− 3] +
1
4

δ[n− 6] +
1
8

δ[n− 9] + · · ·

que puede generalizarse fácilmente a

x[n] =

{ (
1
2

)n/3
, si n es múltiplo de 3,

0, en caso contrario.

En este caso, es mucho más sencillo calcular la transformada inversa utilizando el método de la
división larga en lugar de efectuar la expansión en fracciones parciales, al contrario que lo que
sucede con el Ejemplo anterior. �

El la Tabla 6.2 se listan algunas funciones comunes y su expansión en series de potencias.

6.3.4. Transformada inversa usando integración de contorno

En las Secciones 6.3.1 a 6.3.3 se discutieron varias formas de obtener la sucesión asociada
a una transformada Z dada.. En esta sección se desarrolla un método formal , que será
de interés teórico para obtener dos propiedades adicionales de la transformada Z : el
teorema de convolución compleja y la relación de Parseval.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



6.3. Cálculos de transformadas inversas 23

Tabla 6.2: Algunas funciones y sus series de potencias.

función serie de potencia RdC

1.
1

1− z ∑∞
n=0 zn |z| < 1

2.
1

(1− z)2 ∑∞
n=0 nzn−1 |z| < 1

3.
1

(1− z)3
1
2 ∑∞

n=0 n(n− 1)zn−2 |z| < 1

4.
z

(1− z)2 ∑∞
n=0 nzn |z| < 1

5.
z(1+ z)
(1− z)3 ∑∞

n=0 n2zn |z| < 1

6. log(1+ z) ∑∞
n=1

(−1)n+1

n zn |z| < 1

7. − log(1− z) ∑∞
n=1

1
n zn |z| < 1

8. log
(

1+ z
1− z

)
∑∞

n=1
1+(−1)n+1

n zn |z| < 1

9. z+(1−z) log(1−z) ∑∞
n=1

1
n(n+1)z

n |z| < 1

10. ez ∑∞
n=0

1
n! z

n plano z

11. cos z ∑∞
n=0

(−1)n

(2n)! zn plano z

12. sen z ∑∞
n=0

(−1)n

(2n+1)! z
n plano z

13. cosh z ∑∞
n=0

1
(2n)! z

2n plano z

14. senh z ∑∞
n=0

1
(2n+1)! z

2n+1 plano z

15. arctan z ∑∞
n=0

(−1)n
2n+1 z2n+1 |z| < 1

16. arctanh z ∑∞
n=0

1
2n+1 z2n+1 |z| < 1

17. arcsin z ∑∞
n=0

(2n−1)!!
(2n+1)(2n)!! z

2n+1 |z| < 1

= z+ 1
2

1
3 z3 + 1

2
3
4

1
5 z5 + 1

2
3
4

5
6

1
7 z7 + · · · |z| < 1

18. arcsinh z ∑∞
n=0

(−1)n(2n−1)!!
(2n+1)(2n)!! z2n+1 |z| < 1

= z− 1
2

1
3 z3 + 1

2
3
4

1
5 z5 − 1

2
3
4

5
6

1
7 z7 + · · ·

19. tan z ∑∞
n=1

(−1)n+14n(4n−1)B2n
(2n)! z2n−1 |z| < π

2

= z+ 1
3 z3 + 2

15 z5 + 17
315 z7 + 62

2835 z9 + 1382
155925 z11 + · · ·

20. tanh z ∑∞
n=1

4n(4n−1)B2n
(2n)! z2n−1 |z| < π

2

= z− 1
3 z3 + 2

15 z5 − 17
315 z7 + 62

2835 z9 − 1382
155925 z11 + · · ·

n!! es el producto de todos los enteros (pares o impares) menores que n: 7!! = 7·5·3·1, 6!! = 6·4·2·1.
Bn es el n-ésimo número de Bernoulli. Se calcula por recursión ∑m

j=0 (
m

j−1)Bj = 0 con B0 = 1, y m > 0.
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La expresión formal de la transformada Z inversa puede obtenerse a partir del teorema
integral de Cauchy (Churchill y Brown 1992), que establece

1
2π j

∮
C

z−kdz =

{
1, si k = 1,
0, en caso contrario,

(6.39)

donde C es un contorno cerrado que rodea al origen.

A partir de la definición de la transformada Z ,

X(z) =
∞

∑
n=−∞

x[n]z−n (6.40)

multiplicando ambos miembros por zk−1 e integrando con una integral de contorno donde
la curva de integración rodee al origen y esté íntegramente contenida en la región de con-
vergencia de X(z), se obtiene

1
2π j

∮
C

X(z)zk−1dz =
1

2π j

∮
C

∞

∑
n=−∞

x[n]z−n zk−1dz.

Intercambiando el orden de la integración y la suma (que es válido siempre que la serie
sea convergente, de allí que el contorno de integración debe estar contenido en la RdC)
resulta que

1
2π j

∮
C

X(z)zk−1dz =
∞

∑
n=−∞

x[n]
1

2π j

∮
C

zk−n−1dz.

De acuerdo a la expresión (6.39)
∮

C zk−n−1dz = 1 cuando n = k, y es nula si n 6= k; por lo
tanto,

1
2π j

∮
C

X(z)zk−1dz = x[k].

De modo que la transformada Z inversa se puede expresar de manera formal como la
integral de contorno

x[n] =
1

2π j

∮
C

X(z)zn−1dz, (6.41)

donde C es un contorno cerrado orientado en sentido antihorario contenido en la región
de convergencia de X(z) y que rodea al origen. en la derivación de la relación (6.41) no
se hizo ninguna hipótesis sobre el signo de k o de n, de modo que dicha expresión vale
tanto para n positivos o negativos.

La ecuación (6.41) es la expresión formal de la transformada Z inversa. Si la región de
convergencia incluye el círculo unitario, y éste se toma como contorno de integración,
se puede escribir z = ejω, con ω variando desde −π hasta π para recorrer el círculo
en sentido antihorario. Se tiene entonces que dz = jωejωdω, y reemplazando en (6.41)
resulta

x[n] =
1

2π j

∮
z=ejω

X(z)zn−1dz =
1

2π j

∫ π

−π
X(ejω)ejω(n−1) jωejωdω =

1
2π

∫ π

−π
X(z)ejωndω,

que no es otra cosa que la transformada de Fourier inversa de X(ejω).

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



6.3. Cálculos de transformadas inversas 25

Fig. 6.4. Contornos de integración para la función X(z)zn−1 del Ejemplo 6.16: para n ≥ 0 (a) ,
y para n = −1 (b) y n = −2 (c) .

Es frecuente evaluar las integrales de contorno como (6.41) con el teorema de los residuos
de Cauchy, que aplicado a la expresión (6.41) resulta

x[n] =
1

2π j

∮
C

X(z)zn−1dz

= ∑ residuos de X(z)zn−1 en los polos encerrados por C.
(6.42)

La ecuación (6.42) es válida para cualquier transformada X(z), pero el cálculo de los
residuos de una transformada Z que no sea una función racional puede ser difícil. Sin
embargo, si X(z)zn−1 es una función racional, se puede expresar como

X(z)zn−1 =
ψ(z)

(z− pk)s ,

donde X(z)zn−1 tiene s polos en z = pk, y ψ(z) no tiene ningún polo en z = pk. El residuo
de X(z)zn−1 en z = pk está dado por

Res{X(z)zn−1 en z = pk} =
1

(s− 1)!
ds−1ψ(z)

dzs−1

∣∣∣∣
z=pk

. (6.43)

En particular, si hay un único polo en z = pk (s = 1), la expresión (6.43) se simplifica a

Res{X(z)zn−1 en z = pk} = ψ(z)|z=pk
. (6.44)

Comparando (6.15) con (6.43) es sencillo advertir que encontrar los residuos de X(z)zn−1

es similar a calcular los coeficientes para una expansión en fracciones parciales de X(z).
En general, para transformadas Z racionales es más sencillo aplicar el método de las
fracciones parciales presentado en la Sección 6.3.2, ya que permite obtener la expresión de
x[n] para cualquier valor de n; en cambio, la expresión formal dada por la ecuación (6.41)
permite calcular los valores de x[n] muestra a muestra. En consecuencia la expresión
(6.41) resulta de interés para aplicaciones teóricas, como se verá sobre el final del capítulo.
De todas maneras, es interesante ilustrar este método utilizando una transformada Z
sencilla.
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EJEMPLO 6.16. Transformada inversa por integral de contorno
Como un ejemplo del empleo de la expresión (6.41) se calculará la transformada Z inversa de

X(z) =
1

1− az−1 , |z| > |a|.

Aplicando (6.41) se tiene que

x[n] =
1

2π j

∮
C

zn−1

1− az−1 dz =
1

2π j

∮
C

zn

z− a
dz,

donde el contorno de integración está contenido en la región de convergencia |z| > |a|, como se
muestra en la Fig. 6.4(a). Es evidente en este caso que

X(z)zn−1 =
ψ(z)

(z− pk)s
=

zn

z− a
.

Si n ≥ 0, ψ(z) = zn, X(z)zn−1 sólo tiene un polo en z = a, y por lo tanto el contorno encierra
sólo un polo. Se tiene entonces que

Res{X(z)zn−1 en z = a} = ψ(z)|z=a = an.

Por lo tanto,
x[n] = an, para n ≥ 0.

Si n < 0, aparece un polo múltiple en el origen, cuya multiplicidad depende de n, y por lo tanto el
cálculo de los residuos se dificulta a medida que n→ (−∞). Por ejemplo, para n = −1,

x[−1] =
1

2π j

∮
C

z−2

1− az−1 dz =
1

2π j

∮
C

1
z

1
z− a

dz

de modo que dentro del contorno de integración quedan dos polos, uno en z = a y otro en z = 0,
como se muestra en la Fig. 6.4(b) . Por lo tanto,

x[−1] = Res{X(z)zn−1 en z = 0}+ Res{X(z)zn−1 en z = a}.

Es sencillo calcular que

Res{X(z)zn−1 en z = 0} = 1
z

1
z− a

z
∣∣∣∣
z=0

= −a−1,

Res{X(z)zn−1 en z = a} = 1
z

1
z− a

(z− a)
∣∣∣∣
z=a

= a−1,

de modo que Res{X(z)zn−1 en z = 0}+ Res{X(z)zn−1 en z = a} = 0, y entonces

x[−1] = 0.

Si n = −2,

x[−2] =
1

2π j

∮
C

z−3

1− az−1 dz =
1

2π j

∮
C

1
z2

1
z− a

dz,

y dentro del contorno de integración quedan tres polos: el polo en z = a, y un polo doble en z = 0.
Nuevamente,

x[−2] = Res{X(z)zn−1 en z = 0}+ Res{X(z)zn−1 en z = a}

=
1

(2− 1)!
d(2−1)

dz(2−1)

(
1

z− a

)
+
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Ahora,

Res{X(z)zn−1 en z = 0} = 1
(2− 1)!

d(2−1)

dz(2−1)

(
1

z− a

)∣∣∣∣∣
z=0

= − 1
a2 ,

Res{X(z)zn−1 en z = a} = 1
z2

1
z− a

(z− a)
∣∣∣∣
z=a

=
1
a2 .

Por lo tanto,

x[−2] = Res{X(z)zn−1 en z = 0}+ Res{X(z)zn−1 en z = a} = − 1
a2 +

1
a2 = 0.

La evaluación de x[n] para valores más negativos de n hacen que crezca la multiplicidad del polo
en z = 0, complicando los cálculos. Aún así se puede encontrar que x[n] = 0 para n < 0, y en
consecuencia,

x[n] = anu[n],

como era de esperar. �

Mientras que la ecuación (6.41) es válida para todo n, no es cómoda para calcular los
valores de x[n] cuando n < 0 por la aparición de polos múltiples en el origen. Esto se
puede evitar haciendo un cambio de variables, que resulta en una ecuación alternativa
que es más fácil de aplicar cuando n < 0. Si se hace z = p−1, se tiene que dz = −p−2dp,
y (6.41) toma la forma

x[n] =
1

2π j

∮
C

X(z)zn−1dz
∣∣∣∣
z=p−1

=
−1
2π j

∮
−C′

X(p−1)p−n+1 p−2dp. (6.45)

El cambio de variables introduce modificaciones en la región de convergencia y el con-
torno de integración. Como z = p−1, si el contorno de integración tiene sentido anti-
horario en el plano z, en el plano p se recorre en sentido horario; por ello se indica el
contorno como−C′. El sentido de recorrido se puede hacer antihorario nuevamente mul-
tiplicando el último término de la expresión (6.45) por (−1). Además, si el contorno de
integración es un círculo de radio r en el plano z, el contorno C′ corresponde a un círculo
de radio 1/r en el plano p. Los polos de X(z) que estaban fuera del contorno C quedan
dentro del contorno C′ y viceversa. Algunos polos adicionales pueden o no aparecer en
el origen o en infinito, pero no es importante para esta argumentación. En definitiva,
multiplicando por (−1) para que el nuevo contorno también sea recorrido en sentido
antihorario, la expresión (6.45) se puede escribir como

x[n] =
1

2π j

∮
C′

X(1/p)p−n−1dp

= ∑ residuos de X(1/p)p−n−1 en los polos encerrados por C′.
. (6.46)

La utilidad de esta expresión se aprecia en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.17. Transformada inversa por integral de contorno para n < 0
Para calcular la antitransformada de la función racional X(z) del ejemplo anterior, primero es
necesario efectuar el cambio de variables z = p−1. Por lo tanto,

X(1/p) = X(z)|z=p−1 =
1

1− az−1

∣∣∣∣
z=p−1

=
1

1− ap
.
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Fig. 6.5. Región de convergencia de X(z) y de X(1/p) para el Ejemplo 6.17.

Fig. 6.6. Región de convergencia de X(z) (a) y de X(1/p) (b) para el Ejemplo 6.18.

Esta expresión tiene un polo en p = 1/a. La región de convergencia para X(z) era |z| > |a|, y
para X(1/p) será |p−1| > |a|, que puede escribirse como |p| < 1/|a| = |1/a|. El contorno de
integración C′, que debe estar contenido dentro de la región de convergencia de X(1/p), y por lo
tanto no rodea al polo en 1/a, como se muestra en la Fig. 6.5. Se tiene entonces que

x[n] =
1

2π j

∮
C′

X(1/p)p−n−1dp =
1

2π j

∮
C′

1
1− ap

p−n−1dp,

y, por ejemplo, para n = −1, resulta

x[−1] =
1

2π j

∮
C′

1
1− ap

p+1−1dp =
1

2π j

∮
C′

1
1− ap

dp = 0,

porque el contorno de integración no encierra ningún polo. Para n = −2,

x[−2] =
1

2π j

∮
C′

1
1− ap

p+2−1dp =
1

2π j

∮
C′

p
1− ap

dp = 0,

por el mismo motivo. Se observa que valores más negativos de n sólo aumentan el número de ceros,
pero dejan inalterado el cálculo de los residuos. �

De la misma manera que la expresión (6.42) es válida pero complicada de aplicar para el
caso n < 0, la ecuación (6.46) también es válida, pero incómoda, para el caso n > 0.

EJEMPLO 6.18. Aplicación del método de la integral de contorno
Se desea calcular la sucesión x[n] asociada a la transformada Z

X(z) =
1

1− az−1 =
z

z− a
, |z| < |a|.
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Para calcular la parte de la sucesión correspondiente a n ≥ 0, se aplica la ecuación (6.42):

x[n] =
1

2π j

∮
C

X(z)zn−1dz =
1

2π j

∮
C

zn

z− a
dz

La región de convergencia de X(z) y el contorno de integración se muestran en la Fig. ??(a) . Si
n ≥ 0, el término zn del numerador representa n ceros en el origen. Como el contorno de integración
no encierra ningún polo, la integral de contorno es nula, esto es

x[n] = 0 para n ≥ 0. (6.47)

Para los n < 0 conviene aplicar la expresión (6.46). En este caso,

X(1/p) =
1

1− ap
=
−a−1

p− a−1 , |p| > |1/a|.

El cero en el origen de X(z) se mapea en un cero en p = ∞ de X(1/p). La región de convergencia
de X(1/p) se representa en la Fig. ??(b) . Entonces, de (6.46) se tiene que

x[n] =
1

2π j

∮
C′

X(1/p)p−n−1dp =
1

2π j

∮
C′

−a−1

p− a−1 p−n−1dp.

Como n < 0, el numerador p−n−1 representa n+ 1 ceros en el origen. Por lo tanto el contorno de
integración sólo encierra el polo en p = a−1. Por lo tanto,

x[−1] =
1

2π j

∮
C′

−a−1

p−a−1 p−(−1)−1dp =
1

2π j

∮
C′

−a−1

p−a−1 dp = Res
{ −a−1

p−a−1 en p = a−1
}
= −a−1.

Para n = −2,

x[−2] =
1

2π j

∮
C′

−a−1

p−a−1 p−(−2)−1dp =
1

2π j

∮
C′

−a−1 p
p−a−1 dp = Res

{−a−1 p
p−a−1 en p = a−1

}
= −a−2,

etc. De modo que
x[n] = −an para n < 0. (6.48)

De (6.47) y (6.48) se deduce que x[n] = −ann[−n− 1]. �

6.4. El teorema de convolución compleja

En el Capítulo 3 se discutió la propiedad de convolución periódica para las transformadas
de Fourier de tiempo discreto (TFTD). Específicamente, la transformada de Fourier de un
producto de sucesiones es la convolución periódica de sus transformadas de Fourier. Una
generalización de esta propiedad es el teorema de la convolución compleja, que relaciona
la transformada Z del producto de sucesiones con la transformada Z de cada una de las
sucesiones.

Para derivar el teorema de la convolución compleja sea w[n] el producto de dos suce-
siones x[n] e y[n],

w[n] = x[n]y[n],

de modo que

W(z) =
∞

∑
n=−∞

x[n]y[n]z−n. (6.49)
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Si Y(z) es la transformada Z de y[n], se puede escribir

y[n] =
1

2π j

∮
Cy

Y(v)vn−1dv,

donde Cy es un contorno de integración orientado en sentido antihorario contenido en la
región de convergencia de Y(v). Por lo tanto, W(z) resulta

W(z)=
∞

∑
n=−∞

x[n]
[

1
2π j

∮
Cy

Y(v)vn−1dv
]

z−n =
1

2π j

∮
Cy

[
∞

∑
n=−∞

x[n](z/v)−n

]
︸ ︷︷ ︸

X(z/v)

Y(v)v−1dv

que puede escribirse como

W(z) =
1

2π j

∮
Cy

X(z/v)Y(v)v−1dv (6.50)

donde C2 es un contorno cerrado contenido en la zona común de las regiones de conver-
gencia de X(z/v) y de Y(v). De manera similar, si se reemplaza en (6.49) la sucesión x[n]
por su expresión equivalente

x[n] =
1

2π j

∮
Cx

X(v)vn−1dv,

se llega a la expresión

W(z) =
1

2π j

∮
Cx

X(v)Y(z/v)v−1dv, (6.51)

donde en este caso Cx es un contorno de integración contenido en la región de conver-
gencia común a X(v) y a Y(z/v). Para determinar la región de convergencia de W(z) se
supone que las regiones de convergencia de X(z) y de Y(z) están dadas por

RdCX: rdx < |z| < rix, RdCY: rdy < |z| < riy.

Entonces, en la ecuación (6.50) CY es un contorno tal que

rdy < |v| < riy,

y

rdx < |
z
v
| < rix.

Combinando estas dos expresiones, se encuentra que la región de convergencia de W(z)
es

rdxrdy < |z| < rixriy.

Este región de convergencia se suele designar como RdCX×RdCY. En algunas ocasiones
la región de convergencia puede ser más grande que esta, por la eventual cancelación
de polos y ceros, pero siempre incluye la región de convergencia recién definida, y ex-
tendiéndose hacia adentro o hacia afuera hasta los polos más cercanos. En otras palabras,
la región de convergencia de W(z) contiene a RdCX×RdCY.

Como es de esperar, las expresiones (6.50) y (6.51) coinciden con las convoluciones per-
iódicas de la transformada de Fourier cuando se toma el círculo unitario como el contorno
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Fig. 6.7. Diagramas de polos y ceros y región de convergencia de X(v) (a) , Y(v) (b) e Y(z/v)
(c) del Ejemplo 6.19.

CX o CY, haciendo v = ejθ (de manera que dv = jejθdθ) y evaluando W(z) sobre el círcu-
lo unitario tomando z = ejω. En estas condiciones, la expresión (6.51) se puede escribir
como

W(z)|z=ejω =
1

2π j

∮
Cx

X(v)Y(z/v)v−1dv =
1

2π j

∫ π

−π
X(ejθ)Y(ejω/ejθ)e−jθ(jejθdθ)

=
1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)Y(ejω−θ)dθ,

que es la expresión de la convolución periódica estudiada en el Capítulo 2.

Una de las principales dificultades en aplicar el teorema de convolución compleja con-
siste en determinar cuáles de los polos del integrando quedan dentro y cuáles fuera del
contorno de integración. El siguiente ejemplo permite ilustrar el procedimiento.

EJEMPLO 6.19. Aplicación del teorema de convolución compleja
Sean x[n] = anu[n] e y[n] = bnu[n]. Es claro que

w[n] = x[n]y[n] = anu[n]bnu[n] = (ab)nu[n],

y por lo tanto,

W(z) =
1

1− (ab)z−1 , para |z| > |ab|. (6.52)

Este mismo resultado puede encontrarse aplicando el teorema de convolución compleja. Las trans-
formadas Z de x[n] e y[n] son

X(z) =
1

1− az−1 , |z| > |a|, y Y(z) =
1

1− bz−1 , |z| > |b|,

respectivamente. Reemplazando en (6.51) se tiene que

W(z) =
1

2π j

∮
C

X(v)Y(z/v)v−1dv =
1

2π j

∮
C

1
1− av−1

1
1− b(z/v)−1 v−1dv

=
1

2π j

∮
C

1
(v− a)

−(z/b)
(v− z/b)

dv

El integrando (es conveniente destacar que aquí la variable es v y no z) tiene dos polos, uno ubicado
en v = a y otro en v = z/b El diagrama de polos y ceros y la región de convergencia de X(v)
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se representan en Fig. 6.7(a) . Ya que el contorno de integración debe estar dentro de la región de
convergencia de X(v), necesariamente encierra el polo en v = a. Para determinar si el contorno
rodea o no al polo en v = z/b, se observa que la región de convergencia de Y(z) es |z| > |b|, como
se muestra en la Fig. 6.7(b) y por lo tanto, la región de convergencia de Y(z/v) es |z/v| > |b| o
|v| > |z/b|, como se ilustra en la Fig. 6.7(c). Como el contorno de integración debe estar contenido
en la región de convergencia común a X(v) y a Y(z/v), el polo en v = z/v queda afuera del
contorno C. (En las figura se ha supuesto que a y b son reales para facilitar la representación).
Utilizando el teorema de los residuos de Cauchy para evaluar W(z), se obtiene que

W(z) =
1

2π j

∮
C

1
(v− a)

−(z/b)
(v− z/b)

dv = Res
{

1
(v− a)

−(z/b)
(v− z/b)

en v = a
}

(6.53)

=
−(z/b)
(a− z/b)

=
1

1− (ab)z−1 ,

que coincide con la expresión calculada en (6.52). Debe notarse que, para que se solapen las regiones
de convergencia de X(v) y de Y(z/v), la Fig. 6.7(c) muestra que |z/b| > |a|, de donde resulta que
W(z) converge donde |z| > |ab|.
Nota: El cálculo de residuo en (6.53) sólo tiene en cuenta el polo encerrado por el contorno de
integración. Es rutina verificar que si (por error) dentro del contorno de integración se hubiese
considerado también el polo en v = z/b , la evaluación de la integral hubiese sido nula. �

6.5. Relación de Parseval

En el Capítulo 2 se estudió la relación de Parseval para la transformada de Fourier. La
generalización de esta relación para la transformada Z es consecuencia directa del teore-
ma de convolución compleja. Dadas dos sucesiones (que se supondrán complejas), x[n] e
y[n], la relación de Parseval establece que

∞

∑
n=−∞

x[n]y∗[n] =
1

2π j

∮
C

X(v)Y∗(1/v∗)v−1dv, (6.54)

donde el contorno de integración debe estar contenido en la zona común entre la región
de convergencia de X(v) y la de Y∗(1/v∗). La relación (6.54) se puede obtener definiendo
una sucesión auxiliar

w[n] = x[n]y∗[n],

y notando que
∞

∑
n=−∞

w[n] = W(z)|z=1 . (6.55)

De la Propiedad 5 de la Tabla 4.2 y el teorema de convolución compleja,

Y(z) =
∞

∑
n=−∞

x[n]y∗[n]z−n =
1

2π j

∮
C

X(v)Y∗(z∗/v∗)v−1dv. (6.56)

Evaluando (6.56) para z = 1 se obtiene (6.54). Debe observarse que para poder aplicar
(6.55) la región de convergencia de W(z) debe contener el círculo unitario.

Si tanto X(z) como Y(z) convergen sobre el círculo unitario, se puede elegir v = ejω, y la
ecuación (6.54) se puede escribir como

∞

∑
n=−∞

x[n]y∗[n] =
1

2π

∫ π

−π
X(ejω)Y∗(ejω)dω, (6.57)
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Fig. 6.8. Diagramas de polos y ceros y regiones de convergencia de X(v) (a) , X(1/v) (b) y de
X(v)X(1/v) (c) (Ejemplo 6.20).

que es la relación de Parseval para la transformada de Fourier estudiada en el Capítulo
2.

La relación de Parseval en la forma de la ecuación (6.57) es difícil de evaluar. Por ejemplo,
si X(z) e Y(z) son funciones racionales, el integrando de 6.57 será una función complica-
da de ejω aún para sistemas sencillos. Sin embargo, la expresión (6.54) se puede calcular
fácilmente aplicando el teorema de los residuos de Cauchy, como se muestra en el Ejem-
plo 6.20.

Un caso particular de (6.54) es cuando x[n] = y[n], donde x[n] es una sucesión real. En
este caso la relación (6.54) toma la forma

∞

∑
n=−∞

x2[n] =
∞

∑
n=−∞

x[n]x∗[n] =
1

2π j

∮
C

X(v)X(1/v)v−1dv, (6.58)

donde C es un contorno cerrado en la región de convergencia de X(z). Como se men-
cionó más arriba, para que las sumatorias del miembro izquierdo sean finitas, la región
de convergencia de X(z) debe contener al círculo unitario.

La expresión (6.58) es una expresión de la energía de una sucesión x[n] en función de
su transformada Z , y se suele aplicar para encontrar la potencia de ruido (debido al re-
dondeo en las operaciones aritméticas) en la salida de filtros digitales. El siguiente ejem-
plo muestra el uso del teorema de los residuos de Cauchy para evaluar la ecuación (6.58).

EJEMPLO 6.20. Energía de una sucesión en base a la relación de Parseval
Sea x[n] una sucesión derecha con transformada Z

X(z) =
1

(1− az−1)(1− bz−1)
,

donde |a| < |b| < 1. Entonces, la región de convergencia de X(z) es |z| > |b|. Para calcular la
integral de contorno en (6.58) es necesario calcular X(v) = X(z)|z=v , que está dada por

X(v) =
1

(1− av−1)(1− bv−1)
=

v2

(v− a)(v− b)
,

y cuya región de convergencia es |v| > |b|, que tiene un cero doble en el origen y un polo en
v = a y otro en v = b, como se muestra en la Fig. 6.8(a) . También es necesario calcular X(v−1) =
X(z)|z=v−1 ,

X(v−1) =
1

(1− av)(1− bv)
=

1
ab

1
(v− 1/a)(v− 1/b)

,
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que tiene un cero doble en infinito, y polos en v = 1/a y en v = 1/b, donde por hipótesis,1 <
1/|b| < 1/|a|. La región de convergencia es entonces |v| < 1/|b|, que naturalmente se solapa con
la región de convergencia de X(v), como se representa en la Fig. 6.8(b). Por lo tanto,

∞

∑
n=−∞

x2[n] =
1

2π j

∮
C

X(v)X(1/v)v−1dv

=
1

2π j

∮
C

v2

(v− a)(v− b)
1
ab

1
(v− 1/a)(v− 1/b)

v−1dv (6.59)

donde C es un contorno de integración contenido en la intersección de las regiones de convergencia
de X(v) y de X(v−1), es decir, en el anillo |b| < |z| < |b|−1, representado en la Fig. 6.8(c) . Para
calcular la integral de (6.59) los únicos polos rodeados por la curva C son los polos en v = a y en
v = b, de modo que

∞

∑
n=−∞

x2[n] =
1

2π j

∮
C

v2

(v−a)(v−b)
1
ab

1
(v− 1

a )(v−
1
b )

v−1dv

= Res

{
1
ab

v
(v−a)(v−b)(v− 1

a )(v−
1
b )
en z = a

}
+

Res

{
1
ab

v
(v−a)(v−b)(v− 1

a )(v−
1
b )
en z = b

}

=
1
ab

a
(a−b)(a− 1

a )(a−
1
b )
+

1
ab

b
(b−a)(b− 1

a )(b−
1
b )
=

1+ ab
(1−a2)(1−ab)(1−b2)

.(6.60)

Este resultado también puede obtenerse en el dominio temporal. La transformada X(z) también
puede escribirse como

X(z) =
1

(1− az−1)(1− bz−1)
=

1
1− b/a

1
1− az−1 +

1
1− a/b

1
1− bz−1

=
−a

b− a
1

1− az−1 +
b

b− a
1

1− bz−1 ,

de modo que

x[n] =
−a

b− a
anu[n] +

b
b− a

bnu[n].

Por lo tanto,

x2[n] =

( −a
b− a

anu[n] +
b

b− a
bnu[n]

)2

=

(
a2

(b− a)2
a2n − 2ab

(b− a)2
anbn +

b2

(b− a)2
b2n
)

u[n],

y entonces,

∞

∑
n=−∞

x2[n] =
∞

∑
n=0

(
a2

(b− a)2
a2n − 2ab

(b− a)2
anbn +

b2

(b− a)2
b2n
)

=
a2

(b− a)2
∞

∑
n=0
(a2)n − 2ab

(b− a)2
∞

∑
n=0
(ab)n +

b2

(b− a)2
∞

∑
n=0
(b2)n

=
a2

(b− a)2
1

1− a2 −
2ab

(b− a)2
1

1− ab
+

b2

(b− a)2
1

1− b2

=
1+ ab

(1− a2)(1− ab)(1− b2)
(6.61)
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Fig. 6.9. Regiones de convergencia de H(z) causal (a) y no causal (b) , y del sistema inverso
G(z) causal (c) y no causal (d) .

resultado que, naturalmente, coincide con (6.60). En este ejemplo la dificultad de calcular la energía
en el dominio temporal o transformado es más o menos equivalente; sin embargo, para sistemas de
mayor orden, la complejidad del cálculo en el dominio temporal crece con el orden, mientras que el
desarrollo de los cómputos en el dominio transformado se limitan a calcular más residuos. �

6.6. Sistemas inversos

Dado un sistema cualquiera con respuesta impulsiva h[n], el sistema inverso (si existe)
tiene una respuesta impulsiva g[n] tal que

h[n] ∗ g[n] = δ[n].

El cálculo de g[n] a partir de h[n] se denomina deconvolución, y es difícil de computar en el
dominio temporal. El empleo de la transformadaZ facilita su obtención como se muestra
en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.21. Sistema inverso
Se desea calcular el sistema inverso del sistema

H(z) =
1− 1

2 z−1

1− 1
4 z−1

= 2− 1
1− 1

4 z−1

Hasta aquí el sistema está “mal definido” porque no se consigna su región de convergencia. El
propósito del ejemplo es analizar la existencia o no del sistema inverso G(z) para distintas “versiones”
de H(z).

Como se muestra en la Fig. 6.9, H(z) tiene dos regiones de convergencias posibles:
RdCH,c : |z| > 1/4, correspondiente a un sistema causal, como se muestra en la Fig. 6.9(a)
RdCH,c : |z| < 1/4, asociada a un sistema no causal, representada en la Fig. 6.9(b) .

Las respuestas impulsivas en cada caso están dadas por

hc[n] = 2δ[n]− 1
4n u[n] (causal), hn[n] = 2δ[n] +

1
4n u[−n− 1] (no causal).

La función de sistema G(z) del sistema inverso es

G(z) =
1− 1

4 z−1

1− 1
2 z−1

=
1
2
+

1
2

1
1− 1

2 z−1
,

y de acuerdo a las regiones de convergencia de la transformada las respuestas impulsivas asociadas
a cada sistema son:

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



36 6. Transformada Z

1. gc[n] = 1
2 δ[n] + 1

2
1

2n u[n], para la región de convergencia causal RdCG,c : |z| > 1/2 que se
muestran en la Fig. 6.9(c) ;

2. gn[n] = 1
2 δ[n]− 1

2
1

2n u[−n− 1] para la región de convergencia no causal RdCG,c : |z| < 1/2
ilustrada en la Fig. 6.9(d) .

A continuación se analizan los posibles sistemas inversos de H(z) según sea éste causal o no.

H(z) es causal, y su respuesta impulsiva es hc[n] = 2δ[n]− 1
4n u[n]. En este caso, la región

de convergencia de H(z) [Fig. 6.9(a)] se solapa con cualquiera de las dos posibles regiones de
convergencia de G(z) [Fig. 6.9(c) o (d)],lo que indica que H(z) tiene dos sistemas inversos:
un sistema inverso causal, definido por la respuesta impulsiva

gc[n] =
1
2

δ[n] +
1
2

1
2n u[n],

y otro no causal, determinado por la respuesta impulsiva

gn[n] =
1
2

δ[n]− 1
2

1
2n u[−n− 1].

H(z) no es causal [Fig. 6.9(b)], y su respuesta impulsiva es hn[n] = 2δ[n] + 1
4n u[−n − 1].

En este caso, la región de convergencia de H(z) sólo se solapa con la región de convergencia
correspondiente a una G(z) no causal [Fig. 6.9(d)], de modo que el sistema sólo admite una
inversa no causal, cuya respuesta impulsiva es

gn[n] =
1
2

δ[n]− 1
2

1
2n u[−n− 1].

Es interesante revisar que los sistemas gc[n], gn[n] son efectivamente los inversos de hc[n], y que
gn[n] es el inverso de hn[n]. La manera más “convincente”pero más laboriosa es verificar que:

Caso (a): x[n] = hc[n] ∗ gc[n] = δ[n] (sistema causal con inversa causal)
En este caso, como ambas respuestas son causales, se tiene que

x[n] =

{
0, n < 0,

∑n
k=0 hc[k]gc[n− k], n ≥ 0.

Resulta entonces (para n ≥ 0)

n

∑
k=0

hc[k]gc[n−k] =
n

∑
k=0

(
2δ[k]− 1

4k u[k]
)(

1
2

δ[n−k] +
1
2

1
2n−k u[n−k]

)
=

n

∑
k=0

δ[k]δ[n−k]− 1
2

1
4k δ[n−k] +

1
2n−k u[n−k]δ[k]− 1

2
1
4k

1
2n−k u[k]u[n−k]

= δ[n]− 1
2

1
4n +

1
2n −

1
2

1
2n

n

∑
k=0

1
4k

1
2−k (6.62)

Notando que
n

∑
k=0

1
4k

1
2−k =

n

∑
k=0

1
2k =

1− (1/2)n

1− 1/2
= 2− 1

2n

la ecuación (6.62) se pues escribir como

n

∑
k=0

hc[k]gc[n− k] = δ[n]− 1
2

1
4n +

1
2n −

1
2

1
2n

(
2− 1

2n

)
= δ[n]− 1

2
1
4n +

1
2n −

1
2n +

1
2

1
2n

1
2n = δ[n].

Por lo tanto, x[n] = hc[n] ∗ gc[n] = δ[n] como se quería probar. 4
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Caso (b): y[n] = hc[n] ∗ gn[n] = δ[n] (sistema causal con inversa no causal)
En este caso, como hc[n] es causal y gn[n] es no causal, se puede escribir

y[n] =

{
∑∞

k=0 hc[k]gn[n− k], n < 0,

∑∞
k=n hc[k]gn[n− k], n ≥ 0.

Se tiene entonces:

1. Para n < 0,

∞

∑
k=0

hc[k]gn[n−k] =
∞

∑
k=0

(
2δ[k]− 1

4k u[k]
)(

1
2

δ[n−k]− 1
2

1
2n−k u[−n+k−1]

)
=

∞

∑
k=0

δ[k]δ[n−k]− 1
2

1
4k δ[n−k]− 1

2n−k u[−n+k−1]δ[k]

+
∞

∑
k=0

1
2

1
4k

1
2n−k u[−n+k−1]

= δ[n]− 1
2n u[−n−1] +

∞

∑
k=0

1
2

1
4k

1
2n−k u[−n+k−1], (6.63)

donde se ha tenido en cuenta en general que u[k] = 1 para k ≥ 0, y en particular para el
segundo término que δ[n−k] = 0 pues n < 0 y k ≥ 0. Teniendo en cuenta que el último
término se puede escribir como

∞

∑
k=0

1
2

1
4k

1
2n−k u[−n+k−1] =

∞

∑
k=0

1
2

1
4k

1
2n−k =

1
2

1
2n

∞

∑
k=0

1
4k

1
2−k

=
1
2

1
2n

∞

∑
k=0

1
2k =

1
2

1
2n

(
1

1− 1/2

)
=

1
2n (6.64)

donde u[−n+k−1] porque k ≥ 0 y n < 0. Reemplazando (6.64) en (6.63) y considerando
que u[−n−1] = 1 y δ[n] = 0 para n < 0, resulta que

∞

∑
k=0

hc[k]gn[n−k] = 0. (6.65)

2. Para n ≥ 0

∞

∑
k=n

hc[k]gn[n−k] =
∞

∑
k=n

(
2δ[k]− 1

4k u[k]
)(

1
2

δ[n−k]− 1
2

1
2n−k u[−n+k−1]

)
=

∞

∑
k=n

δ[k]δ[n−k]− 1
2

1
4k δ[n−k]u[k]− 1

2n−k u[−n+k−1]δ[k]

+
∞

∑
k=n

1
2

1
4k

1
2n−k u[−n+k−1]u[k] (6.66)

Teniendo en cuenta que, para k ≥ n ≥ 0, δ[n−k]u[k] = u[n] = 1, u[−n+k−1]δ[k] =
u[−n− 1] = 0 y u[−n+k−1]u[k] = u[−n+k−1], y además

∞

∑
k=n

1
2

1
4k

1
2n−k u[−n+k−1]u[k] =

1
2

1
2n

∞

∑
k=n

1
4k

1
2−k u[−n+k−1]

=
1
2

1
2n

∞

∑
k=n

1
2k u[−n+k−1] =

1
2

1
2n

∞

∑
k=n+1

1
2k

=
1
2

1
2n
(1/2)n+1

1− 1/2
=

1
2

1
2n

1
2n =

1
2

1
4n ,
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la expresión (6.66), para n > 0, puede escribirse como

∞

∑
k=n

hc[k]gn[n−k]=δ[n]− 1
2

1
4n +

1
2

1
4n = δ[n]. (6.67)

Por lo tanto, combinando (6.65) y (6.67) se encuentra que y[n] = hc[n] ∗ gn[n] = δ[n]. 4
Caso (c): z[n] = hn[n] ∗ gc[n] = δ[n] (sistema no causal con inversa no causal)
En este caso, como hn[n] y gn[n] son no causales, se puede escribir

z[n] =


∑0

k=n hc[k]gn[n− k], n < 0,

1 n = 0,

0 n > 0.

Entonces, para n < 0,

0

∑
k=n

hc[k]gn[n−k] =
0

∑
k=n

(
2δ[k] +

1
4k u[−k−1]

)(
1
2

δ[n−k]− 1
2

1
2n−k u[−n+k−1]

)

=
0

∑
k=n

δ[k]δ[n−k]− 1
2n−k u[−n+k−1]δ[k] +

1
2

1
4k u[−k−1]δ[n−k]

+
0

∑
k=n

1
2

1
4k

1
2n−k u[−n+k−1]u[−k−1]

= δ[n]− 1
2n u[−n− 1] +

1
2

1
4n u[−n− 1]

−1
2

1
2n

0

∑
k=n

1
2k u[−n+k−1]u[−k−1] (6.68)

Tomando en cuenta que

0

∑
k=n

1
2k u[−n+k−1]u[−k−1] =

1− (1/2)n+1

1/2− 1
u[−n− 2] =

(
−2+

1
2n

)
u[−n− 2]

la expresión (6.68) resulta (para n < 0)

0

∑
k=n

hc[k]gn[n−k] = − 1
2n +

1
2

1
4n −

1
2

1
2n

(
−2+

1
2n

)
u[−n− 2]

= − 1
2n +

1
2

1
4n +

1
2n u[−n− 2]− 1

2
1
4n u[−n− 2] = 0.

En consecuencia, z[n] = hn[n] ∗ gc[n] = δ[n] como se quería demostrar. 4

Los desarrollos de los casos (a), (b) y (c) confirman que, efectivamente, gc[n] y gn[n] son dos
posibles sistemas inversos de hc[n], y que gn[n] es el único sistema inverso de hn[n]. �

En este ejemplo el sistema causal y estable hc[n] tiene dos sistemas inversos posibles: gc[n]
que también es causal y estable, y gn[n] que no es estable ni causal. En las aplicaciones
“en línea” o de tiempo real, sólo pueden utilizarse sistemas que sean causales y estables.
En consecuencia, para aplicaciones de este tipo, sólo podrá utilizarse el sistema gc[n].
Sin embargo, no todos los sistemas tienen sistemas inversos causales y estables, como
muestra el siguiente ejemplo, y por lo tanto no podrán ser compensados en “tiempo
real”.
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EJEMPLO 6.22. Sistema causal y estable que no tiene una inversa causal y estable
El sistema caracterizado por

H(z) =
1− 2z−1

1− 1
4 z−1

, |z| > 1/4

tiene un polo en zp = 1/4, y un cero en zc = 2. El sistema inverso es

G(z) = H−1(z) =
1− 1

4 z−1

1− 2z−1 ,

que tiene un polo en zp = 2, y un cero en zc = 1/4. Si se elige la región de convergencia |z| > 2, el
sistema inverso será causal, pero no estable (porque la región de convergencia no contiene al círculo
unitario). Por otra parte, si se elige la región de convergencia |z| < 2, el sistema inverso será estable,
pero no causal. Por lo tanto, el sistema causal H(z) no tiene una inversa que sea simultáneamente
causal y estable. �

Los sistemas causales y estables que tienen inversas causales y estables se denominan
sistemas de fase mínima, y serán estudiados más adelante. Los sistemas de fase mínima se
pueden compensar exactamente en tiempo real; es decir, se puede encontrar una inversa
G(z) tal que H(z)G(z) = 1. Para los sistemas que no son de fase mínima, la compensación
busca encontrar un sistema C(z) tal que |H(z)C(z)| = 1.

EJEMPLO 6.23. Identificación de un sistema a partir de su entrada y su salida
Se desea conocer la respuesta impulsiva h[n] de un sistema que al ser excitado con la entrada

x[n] = (1/4)nu[n]− u[−n− 1]

que se representa en la Fig. 6.10(a) responde con la salida

y[n] = (1/2)nu[n]− 2nu[−n− 1].

que se grafica en la Fig. 6.10(b) . Si X(z), Y(z) y H(z) son las transformadas de x[n], y[n] y h[n],
resulta que

X(z) =
1

1− 1
4 z−1

+
1

1− z−1 =
2(1− 5

8 z−1)

(1− 1
4 z−1)(1− z−1)

, RdCX : 1
4 < |z| < 1

Y(z) =
1

1− 1
2 z−1

+
1

1− 2z−1 =
2(1− 5

4 z−1)

(1− 1
2 z−1)(1− 2z−1)

RdCY : 1
2 < |z| < 2

y por lo tanto,

H(z) =
Y(z)
X(x)

=
(1− 1

4 z−1)(1− z−1)(1− 5
4 z−1)

(1− 1
2 z−1)(1− 5

8 z−1)(1− 2z−1)
. (6.69)

La clave está en determinar adecuadamente la región de convergencia de H(z). Como y[n] =
x[n] ∗ h[n], la región de convergencia de x[n] y las de h[n], que se muestran en la Fig. 6.10(c) y
(d) , respectivamente, tienen que solaparse, y la propiedad establece que la región de convergencia de
Y(z) contiene a la región de convergencia de X(z)H(z). Como H(z) tiene tres polos (en z1 = 1/2,
z2 = 5/8 y en z3 = 2), las regiones de convergencia posibles son cuatro, representadas en la
Fig. 6.11.

1. RdCH,1 : |z| < 1/2. Esta región no es compatible con la RdCY, y por lo tanto se descarta.
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Fig. 6.10. Sucesiones x[n] (a) e y[n] (b) del Ejemplo 6.23 y sus regiones de convergencia RdCX
(c) y RdCY (d).

2. RdCH,2 : 1/2 < |z| < 5/8. Esta región se solapa parcialmente con RdCX y con RdCY.

3. RdCH,3 : 5/8 < |z| < 2. Esta región se solapa parcialmente con RdCX y con RdCY.

4. RdCH,4 : |z| < 2. Esta región no se solapa con RdCX y por lo tanto no es admisible.

De las cuatro regiones especificadas, sólo dos son admisibles: la Región 2 (RdCH,2 : 1/2 < |z| <
5/8) y la Región 3 (RdCH,3 : 5/8 < |z| < 2) Esto significa que hay dos sistemas inversos posibles:
uno no causal e inestable, caracterizado por la región de convergencia RdCH,2 y otro no causal, pero
estable, cuya región de convergencia es RdCH,3.

Para calcular cada una de las respuesta impulsivas conviene expresar la función de sistema H(z) de
la ecuación (6.69) en fracciones parciales. Se tiene que

H(z) =
(1− 1

4 z−1)(1− z−1)(1− 5
4 z−1)

(1− 1
2 z−1)(1− 5

8 z−1)(1− 2z−1)
=
− 5

16 z−3 + 29
16 z−2 − 5

2 z−1 + 1

− 5
8 z−3 + 41

16 z−2 − 25
8 z−1 + 1

(6.70)

Como el numerador y el denominador son polinomios de igual orden es necesario hacer la división:

− 5
16 z−3 + 29

16 z−2 − 5
2 z−1 + 1 − 5

8 z−3 + 41
16 z−2 − 25

8 z−1 + 1

− 5
16 z−3 + 41

32 z−2 − 25
16 z−1 + 1

2
1
2

17
32 z−2 − 15

16 z−1 + 1
2

de modo que

H(z) =
1
2
+

17
32 z−2 − 15

16 z−1 + 1
2

− 5
8 z−3 + 41

16 z−2 − 25
8 z−1 + 1

=
1
2
+

17
32 z−2 − 15

16 z−1 + 1
2

(1− 1
2 z−1)(1− 5

8 z−1)(1− 2z−1)
.
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Fig. 6.11. Posibles regiones de convergencia de la función de sistema H(z) del Ejemplo 6.23.

Esta expresión puede escribirse como

H(z) =
1
2
+

A0

(1− 1
2 z−1)

+
A1

(1− 5
8 z−1)

+
A2

(1− 2z−1)
,

donde

A0 = H(z)(1− 1
2 z−1)

∣∣∣
z=1/2

=
(1− 1

4 z−1)(1− z−1)(1− 5
4 z−1)

(1− 5
8 z−1)(1− 2z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/2

= 1,

A1 = H(z)(1− 5
8 z−1)

∣∣∣
z=5/8

=
(1− 1

4 z−1)(1− z−1)(1− 5
4 z−1)

(1− 1
2 z−1)(1− 2z−1)

∣∣∣∣∣
z=1/2

= − 9
11

,

A2 = H(z)(1− 2z−1)
∣∣∣
z=2

=
(1− 1

4 z−1)(1− z−1)(1− 5
4 z−1)

(1− 1
2 z−1)(1− 5

8 z−1)

∣∣∣∣∣
z=2

=
7

22
.

Por lo tanto,

H(z) =
1
2
+

1(
1− 1

2 z−1
) − 9

11
1(

1− 5
8 z−1

) + 7
22

1
(1− 2z−1)

.

A partir de esta expresión es sencillo calcular las transformadas inversas:

1. Para RdCH,2 : 1/2 < |z| < 5/8, el polo en z = 1/2 está asociado a la región de convergencia
formada por el exterior de un círculo, y corresponden entonces a una sucesión derecha. La
región de convergencia de los otros dos polos (en z = 5/8 y z = 2) es el interior de un círculo,
y por lo tanto corresponden a sucesiones izquierdas. Por lo tanto, la respuesta impulsiva es

hRdC2[n] = 1
2 δ[n] +

(
1
2

)n
u[n] + 9

11
( 5

8
)n u[−n− 1]− 7

22 (2)
n u[−n− 1]. (6.71)

que caracteriza a un sistema que es no causal e inestable.
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2. Para RdCH,3 : 5/8 < |z| < 2, tanto el polo en z = 1/2 como el polo en z = 5/8 están
en el interior del anillo de convergencia, y por lo tanto corresponden a sucesiones derechas,
mientras que el polo en z = 2 corresponde a una sucesión izquierda. La respuesta impulsiva
es entonces

hRdC3[n] = 1
2 δ[n] +

(
1
2

)n
u[n]− 9

11
( 5

8
)n u[n]− 7

22 (2)
n u[−n− 1]. (6.72)

que caracteriza a un sistema no causal y estable.

La ecuación de sistema (6.70) está asociada a la ecuación a diferencias

y[n]− 25
8

y[n− 1] +
41
16

y[n− 2]− 5
8

y[n− 3] = x[n]− 5
2

x[n− 1] +
29
16

x[n− 2]− 5
16

x[n− 3].
(6.73)

Para obtener cada una de las respuestas impulsivas (6.71-6.72) es necesario dar un conjunto de
condiciones iniciales para (6.73). Como la parte recursiva del sistema es de tercer orden se deben
dar tres condiciones iniciales; la forma más sencilla es evaluar tres términos de hRdC2[n], hRdC3[n],
respectivamente. Evaluando por ejemplo en n = −1,−2,−3, se encuentra que

n hRdC2[n] n hRdC3[n]

− 1 23
20
∼= 1,15 −1 − 7

44
∼= −0,159091

− 2 403
200
∼= 2,015 −2 − 7

88
∼= −0,079545

− 3 6623
2000
∼= 3,115 −3 − 7

176
∼= −0,039772

Entonces, la ecuación a diferencias (6.73) con las condiciones iniciales y[−1] = 23/20, y[−2] =
403/200, e y[−3] = 6623/2000 resulta en la respuesta impulsiva hRdC2[n] dada por la ecuación
(6.71), mientras que la misma ecuación con las condiciones iniciales y[−1] = −7/44, y[−2] =
−7/88, e y[−3] = −7/176 genera la respuesta impulsiva hRdC3[n] indicada por (6.72).

Nuevamente, es instructivo (aunque muy tedioso) revisar que la convolución de la señal x[n] =
(1/4)nu[n]− u[−n− 1] con cualquiera de las respuestas impulsivas hRdC2[n], hRdC3[n] dadas por
(6.71-6.72), respectivamente, resultan en la misma salida y[n] = (1/2)nu[n]− 2nu[−n− 1]. Esta
verificación se puede hacer en Mathematica siguiendo la secuencia de comandos que se lista a
continuación.

In[1]:= H∗ señal de entrada ∗L
x@n_D := H1 ê 4Ln UnitStep@nD − UnitStep@−n − 1D;H∗ señal de salida ∗L
y@n_D := H1 ê 2Ln UnitStep@nD − 2n UnitStep@−n − 1D;
H∗ respuesta impulsiva no causal, no estable ∗L
h1@n_D := H1 ê 2L DiscreteDelta@nD + H1 ê 2Ln UnitStep@nD +H9 ê 11L H5 ê 8Ln UnitStep@−n − 1D − H7 ê 22L 2n UnitStep@−n − 1D;H∗ convolución de x@nD con h1@nD ∗L
yc1 = Sum@x@kD h1@n − kD, 8k, −Infinity, Infinity<D;H∗ comparación de y@nD con yc1 para −10 ≤ n ≤ 10 ∗L
Table@yc1 − y@nD, 8n, −10, 10<D

Out[5]= 80, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0<
H∗ respuesta impulsiva no causal, estable ∗L
h2@n_D := H1 ê 2L DiscreteDelta@nD + H1 ê 2Ln UnitStep@nD −H9 ê 11L H5 ê 8Ln UnitStep@nD − H7 ê 22L 2n UnitStep@−n − 1D;H∗ convolución de x@nD con h2@nD ∗L
yc2 = Sum@x@kD h2@n − kD, 8k, −Infinity, Infinity<D;H∗ comparación de y@nD con yc1 para −10 ≤ n ≤ 10 ∗L
Table@yc2 − y@nD, 8n, −10, 10<D

Out[8]= 80, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0<
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Para verificar que yc1[n] = x[n] ∗ hRdC2[n] coincide con y[n] se calculan los valores de ambas
respuestas para −10 ≤ n ≤ 10 usando el comando Table[ ]. Lo mismo se hace con la respues-
ta yc2[n] = x[n] ∗ hRdC3[n]. Las respuestas impulsivas hRdC2[n], hRdC3[n] se representan en la
Fig. 6.12(a) y (b) , respectivamente. �

6.7. Referencias

Churchill, R. V., Brown, J. W. Variable compleja y aplicaciones, 5ta. ed., McGraw-Hill, Madrid,
1992.

Mathews J. H., Howell, R. W., The complex analysis project,
http://math.fullerton.edu.mathews/c2003/ComplexPowerSeriesMod.html

Fig. 6.12. Respuestas impulsivas no causal e inestable (a) y no causal y estable (b) compatibles
con la entrada x[n] y la salidas y[n] del sistema del Ejemplo 6.23.
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6.8. Tabla de transformadas Z

sucesión transformada RdC

1. δ[n] 1 todo el plano z

2. δ[n−m] z−m todo z salvo 0 (si m > 0)

o ∞ (si m < 0)

3. an(u[n]− u[n− N])
1− aNz−N

1− az−1 |z| > 0

4. u[n]
1

1− z−1 |z| > 1

5. anu[n]
1

1− az−1 |z| > |a|

6. nanu[n]
az−1

(1− az−1)2
|z| > |a|

7. (n+1) anu[n]
1

(1− az−1)2
|z| > |a|

8. −u[−n− 1]
1

1− z−1 |z| < 1

9. −anu[−n− 1]
1

1− az−1 |z| < |a|

10. cos(ω0n) u[n]
1− cos ω0 z−1

1− 2 cos ω0 z−1 + z−2 |z| > 1

11. sen(ω0n) u[n]
sen ω0 z−1

1− 2 cos ω0 z−1 + z−2 |z| > 1

12. sen(ω0n+ φ) u[n]
sen φ+ sen(ω0 − φ) z−1

1− 2 cos ω0 z−1 + z−2 |z| > 1

13. rn cos(ω0n) u[n]
1− r cos ω0 z−1

1− 2r cos ω0 z−1 + r2z−2 |z| > r

14. rn sen(ω0n) u[n]
r sen ω0 z−1

1− 2r cos ω0 z−1 + r2z−2 |z| > r

15. cosh(ω0n) u[n]
1− cosh ω0 z−1

1− 2 cosh ω0 z−1 + z−2 |z| > 1

16. senh(ω0n) u[n]
senhω0 z−1

1− 2 cosh ω0 z−1 + z−2 |z| > 1
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sucesión transformada RdC

17.
1
n

u[n+ 1] ln
(

1
1− z−1

)
|z| > 1

18.
1− an

n
u[n] ln

(
a−1 − z−1

1− z−1

)
|z| > 1

19.
cos(ω0n)

n
u[n+ 1] ln

(
1√

1− 2 cos ω0 z−1 + z−2

)
|z| > 1

20.
(−1)n cos(ω0n)

n
u[n+ 1] ln

(
1√

1+ 2 cos ω0 z−1 + z−2

)
|z| > 1

21.
sen(ω0n)

n
u[n] ω0 + arctan

(
sen ω0 z−1

1− cos ω0z−1

)
|z| > 1

22.
(−1)n sen(ω0n)

n
u[n] ω0 + arctan

(
sen ω0 z−1

1+ cos ω0z−1

)
|z| > 1

23.
cos(ω0n)

n!
u[n] ecos ω0z−1

cos(sen ω0 z−1) |z| > 1

24.
sen(ω0n)

n!
u[n] ecos ω0z−1

sen(sen ω0 z−1) |z| > 1

25.
(

n
∑

m=1

1
m

)
u[n+ 1]

1
1− z−1 ln

(
1

1− z−1

)
|z| > 1

26.
(

n
∑

m=0

1
m!

)
u[n]

z−1

1− z−1 ez−1 |z| > 1

27.
1+ (−1)n

2
anu[n]

1
1− a2z−2 |z| > |a|

28.
1
n

sen
(π

2
n
)

u[n]
π

2
+ arctan(z−1) |z| > 1

29. an cos(πn)u[n]
1

1+ az−1 |z| > |a|

30. an sen
(π

2
n
)

u[n]
az−1

1+ az−1 |z| > |a|
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6.8.1. Transformadas de sucesiones nranu[n] o −nranu[n]

sucesión transformada

1.
nanu[n], |z|> |a|
−nanu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)2

2.
n2anu[n], |z|> |a|
−n2anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)3
(1+az−1)

3.
n3anu[n], |z|> |a|
−n3anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)4
(1+4az−1+a2z−2)

4.
n4anu[n], |z|> |a|
−n4anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)5
(1+11az−1+11a2z−2+a3z−3)

5.
n5anu[n], |z|> |a|
−n5anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)6
(1+26az−1+66a2z−2+26a3z−3+a4z−4)

6.
n6anu[n], |z|> |a|
−n6anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)7
(1+57az−1+302a2z−2

+302a3z−3+57a4z−4+a5z−5)

7.
n7anu[n], |z|> |a|
−n7anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)8
(1+120az−1+1191a2z−2+2416a3z−3

+1191a4z−4+120a5z−5+a6z−6)

8.
n8anu[n], |z|> |a|
−n8anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)9
(1+247az−1+4293a2z−2+15619a3z−3

+15619a4z−4+4293a5z−5+247a6z−6+a7z−7)

9.
n9anu[n], |z|> |a|
−n9anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)10 (1+502az−1+14608a2z−2+88234a3z−3

+156190a4z−4 + 88234a5z−5 + 14608a6z−6

+502a7z−7 + a8z−8)

10.
n10anu[n], |z|> |a|
−n10anu[−n− 1], |z|< |a|

}
az−1

(1−az−1)11 (1+ 1013az−1 + 47 840a2z−2

+455 192a3z−3+1 310 354a4z−4+1 310 354a5z−5

+455 192a6z−6+47 840a7z−7+1013a8z−8+a9z−9)

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



48 6. Transformada Z

6.8.2. Transformadas inversas de polos múltiples

transformada RdC sucesión

1.
1

(1− az−1)
|z| > |a| anu[n]

2. |z| < |a| −anu[−n− 1]

3.
1

(1− az−1)2
|z| > |a| (n+1) anu[n]

4. |z| < |a| −(n+1) anu[−n− 1]

5.
1

(1− az−1)3
|z| > |a| 1

2 (n+1)(n+2) anu[n]

6. |z| < |a| − 1
2 (n+1)(n+2) anu[−n− 1]

7.
1

(1− az−1)4
|z| > |a| − 1

6 (n+1)(n+2)(n+3) anu[n]

8. |z| < |a| 1
6 (n+1)(n+2)(n+3) anu[−n− 1]

9.
1

(1− az−1)N |z| > |a| 1
(N−1)! (n+1)(n+2) · · · (n+N−1) anu[n]

10. |z| < |a| − 1
(N−1)! (n+1)(n+2) · · · (n+N−1) anu[−n− 1]
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6.9. Ejercicios

Ejercicio 1. Calcule la transformada Z y la región de convergencia de cada una de las
siguientes sucesiones, usando la definición.

1. (1/2)nu[n]. 4. δ[n+ 1].
2. (1/2)n(u[n]− u[n− 10]). 5. (1/2)nu[−n].
3. −(1/2)nu[−n− 1]. 6. anu[n] + bnu[−n− 1].

Ejercicio 2. Si los polos y ceros de X(z) están distribuidos como se muestra en la figura,

1. Especifique la región de convergencia de X(z) si se sabe que existe la transformada
de Fourier. Para este caso, determine si la sucesión es derecha, izquierda o bilátera.

2. ¿Cuántas sucesiones biláteras se pueden asociar al diagrama de polos y ceros?

3. ¿Es posible que la gráfica de polos y ceros esté asociada a una sucesión que sea
estable y causal? En caso afirmativo, indique cuál es la región de convergencia.

Ejercicio 3. Calcule la transformada Z de las siguientes señales aplicando propiedades.
Resuelva también el inciso (3) aplicando la definición, y compare las regiones de conver-
gencia que se obtienen en cada caso.

1. x[n] = [3(2n)− 4(3n)] u[n]. 4. x[n] = u[−n].
2. x[n] = (an cos ω0n) u[n]. 5. x[n] = n anu[n].
3. x[n] = u[n]− u[n− N].

Ejercicio 4. Encuentre la transformada Z inversa de las siguientes funciones, empleando
el método de la serie de potencias o la expansión en fracciones parciales.

1. X(z) =
1

1+ 1
2 z−1

, |z| > 1
2 . 3. X(z) =

1− 1
2 z−1

1+ 1
4 z−1

, |z| > 1
2 .

2. X(z) =
1

1+ 1
2 z−1

, |z| < 1
2 . 4. X(z) =

1− a z−1

z−1 − a
, |z| > 1

a .

Ejercicio 5. Demuestre que si X(z) es la transformada Z de x[n], entonces:

1. zn0 X (z)↔ x[n+ n0]. 2. X
(
a−1z

)
↔ anx[n]. 3. −zX′ (z)↔ n x[n].
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Ejercicio 6. Si x[n] es una sucesión causal (x[n] = 0 si n < 0), y x[0] 6= 0, demuestre que:

1. X(z) no tienen polos ni ceros en z = ∞: el lı́m
z→∞

X(z) es no nulo y finito.

2. hay el mismo número de polos y de ceros en el plano Z (excluído z = ∞).

Ejercicio 7. Especifique las regiones de convergencia de las siguientes funciones, y cal-
cule todas las transformadas Z inversas posibles.

1. X(z) =
z+ 1

z2 (z−1)
. 2. X(z) =

z3 + 2z2 + z+ 1

(z−2)2 (z+3)
.

Ejercicio 8. Calcule la transformada Z inversa de las siguientes funciones, aplicando los
métodos sugeridos.

1. X(z) =
1− 1

3 z−1

1+ 1
3 z−1

, (división larga, x[n] es una sucesión derecha.)

2. X(z) =
3

z− 1
4 −

1
8 z−1

, (fracciones parciales, x[n] es estable.)

3. X(z) =
1

1+ 1
4 z−1

, |z| > 1
4 , (división larga.)

4. X(z) =
1

1+ 1
4 z−1

, |z| < 1
4 , (división larga.)

5. X(z) =
1− 1

2 z−1

1+ 3
4 z−1 + 1

8 z−2
, |z| > 1

2 , (por tablas.)

Ejercicio 9. Resuelva las siguientes transformadas Z inversas.

1. X(z) =
3z−3

(1− 1
4 z−1)2

, x[n] es izquierda. 3. X(z) = sen(z).

2. X(z) = log(1+ az−1), |z| > |a| . 4. X(z) =
z7 − 2

1− z−7 , |z| > 1.

Ejercicio 10. Para cada una de las siguientes sucesiones, calcule la transformada Z y la
región de convergencia. Esboce el diagrama de polos y ceros.

1. x[n] = anu[n] + bnu[n] + cnu[−n− 1], |a| < |b| < |c|.

2. x[n] = n2anu[n].

3. x[n] = en4 (
cos π

12 n
)

u[n]− en4 (
cos π

12 n
)

u[n− 1].
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Ejercicio 11. Determine cuál de las siguientes transformadas Z no corresponde a una
sucesión causal.

1. X (z) =
(
z− 1

2

)4(
z− 1

3

)3 2. X (z) =
(
1− 1

2 z−1)2(
1− 1

3 z−1
) 3. X (z) =

(
z− 1

3

)2(
z− 1

2

)3

Ejercicio 12. Dentro de un reactor nuclear interactúan dos tipos de partículas. Cada se-
gundo, una partícula α se divide en ocho partículas β, y una partícula β se divide en una
partícula α y dos partículas β.

1. Verifique que en el n-ésimo instante de tiempo el número de partículas es

α[n] = β[n− 1],
β[n] = 2β[n− 1] + 8β[n− 2] + 8δ[n− 1], n ≥ 1.

2. Si en el tiempo inicial t = 0 hay en el reactor una única partícula α, ¿cuántas partícu-
las α y cuántas partículas β hay en t = 100?

Ejercicio 13. Un préstamo de p = 100000 $ se debe amortizar en 360 cuotas mensuales
de c pesos. El interés, acumulado mensualmente, se computa a razón de ρ = 10 % por
año sobre el saldo deudor: por ejemplo, después del primer mes (y justo antes del primer
pago), la deuda total es y[1] = 100000+ 0,10

12 100000.

1. Verifique que el balance en el n-ésimo mes es

y[n] = (1+ β)y[n− 1]− cu[n− 1] + pδ[n], n ≥ 1.

2. Calcule el monto p de la cuota de manera de cancelar la deuda en 30 años, dejando
un balance neto nulo.

Ejercicio 14. La sucesión de Fibonacci generalizada satisface la ecuación a diferencias

x[n+ 2] = x[n+ 1] + x[n], n ≥ 0,

es decir, que el valor actual es la suma de los dos valores previos. La sucesión clásica se
cita por vez primera en el Liber abaci, publicado en 1202 por el comerciante y matemático
italiano Leonardo de Pisa, o Fibonacci (figlio dei Bonacci), y se obtiene cuando las condi-
ciones iniciales son x[0] = 0 y x[1] = 1. Esta sucesión aparece en un sinnúmero de proble-
mas aparentemente no relacionados, como la impedancia de entrada de una red resistiva
en escalera, la separación de los brotes en las ramas de los árboles, el número de péta-
los de las flores (las lilas tienen 3, los ranúnculos 5, las caléndulas 13, los ásteres 21, y
la mayoría de las margaritas 34, 55, u 89; las semillas de girasol están dispuestas sobre
dos familias de espirales entrelazadas, 34 en sentido horario y 55 en sentido antihorario,
como se muestra en la figura, aunque según la familia pueden ser 34 y 55, 55 y 89 u 89
y 144), etc. La espiral equiangular, formada por cuartos de círculos cuyos radios crecen
según la serie de Fibonacci reproduce el aspecto de los caracoles.
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Sin duda el ejemplo más conocido, aunque más inexacto, es el cálculo del número total
de parejas de conejos en un determinado número de meses, sabiendo que cada pareja
pare una nueva pareja cada mes, que la pareja nueva puede tener descendencia a partir
de los dos meses de edad, y que ningún conejo muere. De esta forma,

Al finalizar el primer mes, la pareja se aparea (pero todavía no tiene descendencia).

Al fin del segundo mes, la hembra parió una nueva pareja, de modo que hay dos
parejas.

Al final del tercer mes, la primera hembra tiene otra camada, de modo que hay 3
parejas.

Al finalizar el cuarto mes, la primera hembra tiene su segunda cría, y la segunda
tiene su primera descendencia, totalizando 5 parejas.

etc.

1. Encuentre una expresión en forma cerrada para x[n].

2. Demuestre que la relación x[n]/x[n + 1] tiende al límite φ = 2/(1+
√

5) cuando
n → ∞. Este número se conoce como sección dorada, divina proporción, o proporción
áurea y según los griegos era la relación entre los lados del rectángulo de aspecto
más agradable (la altura, ancho y largo del Partenon siguen esta proporción). La
figura muestra otras construcciones geométricas donde aparece la sección dorada:
en un pentágono regular, el cociente entre la longitud de las diagonales y los lados,
o el cociente entre los segmentos en que se forman en una diagonal al ser cortada
por otra es igual a φ. Se verifica que 1/φ = φ − 1. (La elección de φ -phi- como
nombre de esta constante es en homenaje a Fidias, escultor y arquitecto griego)
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3. Muestre que la sucesión de Fibonacci satisface las siguientes propiedades:

a) (x[n])2 + (x[n+ 1])2 = x[2n+ 1].

b) (x[n+ 2])2 − (x[n+ 1])2 = x[n]x[n+ 3].

Referencias:

La Fibonacci Association (http://www.mscs.dal.ca/Fibonacci/) fue fundada en Cal-
ifornia en 1962 para incentivar el interés en los números de Fibonacci y tópicos rela-
cionados, y publica desde 1963 The Fibonacci Quaterly. Otros artículos de interés sobre los
números de Fibonacci y la sección áurea son:

1. Bubnicki, Z., “Input Impedance and Transfer Function of a Ladder Network,” IEEE
Trans. on Circuits and Systems, Vol. 10, No. 2, Jun 1963, pp. 286-287.

2. Hill Jr., F., “Gentle diversions: Phi–A precious jewel,” IEEE Communications Maga-
zine, Vol. 16, No. 5, Sep 1978, pp.35-37.

3. Mack, D. R., “The magical Fibonacci number,” IEEE Potentials, Vol. 9, No. 3, Oct
1990, pp. 34-35.

4. Stewart, I., “Mathematical Recreations: Daisy, Daisy, give me your answer, do”, Sci-
entific American, Vol. 272, No. 1, January 1995, pp. 76-79.

5. Stewart, I., “Mathematical Recreations: Fibonacci Forgeries”, Scientific American,
Vol. 272, No. 5, May 1995, pp. 82-85.

6. Stewart, I., “Mathematical Recreations: Tales of a neglected number”, Scientific Amer-
ican, Vol. 274, No. 6, June 1996, pp. 92-93.
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6.10. Análisis de sistemas LIT en el campo transformado

Ejercicio 1. Para el filtro digital de la figura,

1. Determine la relación entrada/salida y la respuesta impulsiva h[n].

2. Calcule y grafique la magnitud |H(ejω)| y la fase∠H(ejω) del filtro, y encuentre qué
frecuencias son completamente bloqueadas por el filtro.

3. Cuando ω0 = π/2, calcule la salida y[n] si x[n] = cos(π/3n+ π/6), −∞ < n < ∞.

Ejercicio 2. Para el sistema lineal e invariante en el tiempo con respuesta impulsiva
h[n] = (1/4)n cos (πn/4) u[n],

1. Calcule la función de sistema H(z).

2. ¿Es posible implementar este sistema utilizando un número finito de multiplicadores
y retardos unitarios? Si la respuesta es afirmativa, ¿cómo lo haría?

3. Esboce la respuesta en frecuencia |H(ejω)| en base al diagrama de polos y ceros.

4. Calcule la respuesta del sistema a la entrada x[n] = (1/4)n u[n].

Ejercicio 3. Para el sistema descripto por la ecuación a diferencias y[n] = (1/2) y[n −
1] + x[n] + (1/2) x[n− 1],

1. Determine la respuesta impulsiva.

2. Calcule la respuesta en frecuencia.

3. Calcule la salida si la entrada es x[n] = cos(π/2n+ π/4).

Ejercicio 4. Esboce aproximadamente la magnitud de la respuesta |X(ejω)| de los sigu-
ientes diagramas de polos y ceros.
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Ejercicio 5. La función de sistema de un filtro de primer orden es

H(z) = k
1+ a z−1

1− a z−1 , a, k reales.

1. ¿Para qué rango de valores de a el filtro es un pasabajos estable? Esboce |H(ejω)|.

2. Calcule k para que la ganancia del filtro sea unitaria en ω = 0.

3. Compute la respuesta impulsiva h[n] del filtro.

4. Determine el rango de valores de a en el cual el filtro es un pasaaltos estable.

Ejercicio 6. El filtro con ecuación a diferencias y[n] = 1
M ∑M−1

k=0 x[n − k] se llama filtro
promediador, porque su salida es el promedio de las M muestras anteriores de la entrada.
La función de sistema (para M = 9) es:

H(z) =
1
9
+

1
9

z−1 + · · ·+ 1
9

z−8.

1. Calcule y grafique la respuesta al escalón del sistema.

2. Calcule la respuesta en frecuencia (magnitud y fase).

3. Si la frecuencia de muestreo es fs = 1 kHz, determine las frecuencias (analógicas)
de las señales que serán bloqueadas por el filtro.

Ejercicio 7. La ecuación diferencial de un diferenciador analógico es y (t) = dx (t) /dt,
donde x(t) es la señal de entrada e y(t) la señal de salida.

1. Determine la respuesta en frecuencia Hc(jΩ).

2. El diferenciador discreto ideal se define como H(ejω) = jω, |ω| ≤ π. Justifique esta
definición comparando las respuestas en frecuencia |H(ejω)| y ∠H(ejω) con las del
inciso anterior.

3. Muestre que el sistema discreto y[n] = x[n]− x[n− 1] es una buena aproximación
al diferenciador del inciso 2, al menos para bajas frecuencias.

4. Calcule la respuesta del sistema del inciso 3 a una entrada x[n] = A cos(ω0n+ θ),
−∞ < n < ∞, para ω0 pequeño.

Ejercicio 8. Un SLIT causal está definido por la ecuación a diferencias

y[n] = y[n− 1] + y[n− 2] + x[n− 1].

1. Determine la función de sistema H(z) = Y(z)/X(z). Dibuje los polos y ceros de
H(z) indicando la región de convergencia.

2. Calcule la respuesta impulsiva h[n] del sistema.
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3. Si el sistema es inestable, encuentre una respuesta al impulso estable (no causal)
que sastifaga la ecuación a diferencias.

Ejercicio 9. La función de sistema de un SLIT causal es

X (z) =
1− a−1z−1

1− a z−1 , a real.

1. Determine para qué valores de a el sistema es estable.

2. Si 0 < a < 1, dibuje el diagrama de polos y ceros. Indique la región de convergencia.

3. Demuestre que el sistema es un pasatodo (el módulo de la respuesta en frecuencia∣∣H (ejω)∣∣ es constante para todo ω).

Ejercicio 10. Si el sistema y[n] = 0,2y[n− 1] + x[n]− 0,3x[n− 1] + 0,02x[n− 2] y el sis-
tema y[n] = x[n]− 0,1x[n− 1] se excitan con la misma señal de entrada, se obtiene una
salida idéntica en ambos casos. ¿Es posible? ¿Por qué?

Ejercicio 11. Cuando la entrada a un sistema lineal e invariante en el tiempo es x[n] =
(1/2)n u[n] + (2)nu[−n− 1], la salida es y[n] = 6 (1/2)n u[n]− 6 (3/4)n u[n].

1. Encuentre la función de sistema H(z). Grafique los polos y los ceros de H(z) e
indique la región de convergencia.

2. Calcule la respuesta impulsiva del sistema h[n].

3. Escriba la ecuación a diferencias que caracteriza el sistema.

4. Determine si el sistema es

a) estable;

b) causal.

Ejercicio 12.
���I Una sucesión x[n] tiene transformada-z X(z) = P(z)/Q(z), donde P(z) y

Q(z) son polinomios en z. Si x[n] es absolutamente sumable, y si todas las raíces de Q(z)
están dentro del círculo unidad, ¿puede afirmar que x[n] es causal?. Si la respuesta es
afirmativa, explique detalladamente. Si la respuesta es negativa, dé un contraejemplo.

Ejercicio 13. Un transmisor emite una señal x (t) con espectro X(jΩ) como se muestra en
la Fig. (a). Debido a los rebotes en el camino de propagación, el receptor recibe una señal
y (t) = x (t) + αx (t− TR), con α < 1 [Fig. (b)]. En el receptor esta señal se muestrea cada
T = TR/N segundos, y[n] = y(nT).

1. Calcule el espectro Y(jΩ) de la señal y (t) en función del espectro de la señal X(jΩ).

2. Dibuje el espectro Y
(
ejω) de y[n], indicando las escalas de amplitud y tiempo.
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3. Calcule H(z) = Y(z)/X(z), y dibuje el diagrama de polos y ceros.

4. Calcule analíticamente la respuesta en frecuencia H
(
ejω) y exprésela de la forma

más sencilla posible.

5. Dibuje el módulo y la fase de la respuesta en frecuencia, indicando los puntos sin-
gulares de los diagramas.

6. Determine y justifique si el sistema es

a) causal;

b) estable;

c) invariante en el tiempo.

7. Calcule la función de sistema de un compensador G(z), un sistema que conectado
a la salida del receptor permita recuperar x[n]. Note que H(z)G(z) = 1.

8. Encuentre todas las respuestas impulsivas g[n] tales que y[n] = h[n] ∗ g[n] = x[n].

9. Para las respuestas impulsivas del inciso anterior demuestre –evaluando explícita-
mente la convolución– que si x[n] = δ[n], entonces y[n] = δ[n].

10. Especifique la región de convergencia de G(z) según los resultados del inciso (6).

11. Determine (justificando su respuesta) si el sistema G(z) es

a) causal;

b) estable.

12. Este método de compensación, ¿puede aplicarse en un sistema real? ¿Por qué?

Ejercicio 14. Para cada una de las siguientes funciones de sistema, determine y justifique
si corresponden o no a sistemas de mínima fase.

(a) H1(z) =
(1− 2z−1)(1+ 1

2 z−1)

(1− 1
3 z−1)(1+ 1

3 z−1)
, (b) H2(z) =

(1− 1
4 z−1)(1+ 1

4 z−1)

(1− 2
3 z−1)(1+ 2

3 z−1)
,

(c) H3(z) =
(1− 1

3 z−1)

(1− j
2 z−1)(1+ j

2 z−1)
, (d) H4(z) =

z−1(1− 1
3 z−1)

(1− j
2 z−1)(1+ j

2 z−1)
.

Ejercicio 15. Un filtro de fase lineal es aquel cuya respuesta en frecuencia puede expre-
sarse como H

(
ejω) = A(ω)e−jωα, donde A(ω) es una función real y no negativa de ω, y

α es una constante real.
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1. Determine si cada cada una de las respuestas impulsivas de la figura corresponden
a sistemas de fase lineal generalizada. Si la respuesta es afirmativa, calcule A(ω), α
y β.

2. Para los filtros con fase lineal generalizada determine si cumplen con la condición
más exigente de ser de fase lineal.

Ejercicio 16.
���I ¿Es posible que un filtro FIR de fase mínima tenga respuesta de fase lineal

generalizada? Dé un ejemplo en caso afirmativo, y justifique en caso contrario.

Ejercicio 17. Para las respuestas impulsivas de la figura correspondientes a sistemas de
fase lineal generalizada, encuentre el retardo de grupo asociado con cada sistema.

Ejercicio 18.
���I Una señal x[n] con transformada z X(z) es tal que:

1. x[n] es real, y de fase mínima.

2. x[n] es nula fuera del intervalo 0 ≤ n ≤ 4.

3. X(z) tiene un cero en z = 1
2 ejπ/4 y un cero en z = 1

2 ej3π/4.
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En base a esta información, responda las siguientes preguntas:

1. ¿Es X(z) una función racional? Justifique.

2. Grafique el diagrama de polos y ceros de X(z) y especifique su región de conver-
gencia.

3. Si x[n] ∗ y[n] = δ[n], e y[n] es una sucesión derecha, dibuje el diagrama de polos y
ceros de Y(z) y determine su región de convergencia

Ejercicio 19. Los sistemas lineales e invariantes en el tiempo H1
(
ejω) y H2

(
ejω) son sis-

temas con fase lineal generalizada. Determine si las siguientes combinaciones de dichos
sistemas son sistemas de fase lineal generalizada:

1. G1
(
ejω) = H1

(
ejω)+ H2

(
ejω)

2. G2
(
ejω) = H1

(
ejω)H2

(
ejω)

3. G3
(
ejω) = 1

2π

∫ π

−π
H1
(
ejθ)H2

(
ej(ω−θ)

)
dθ

Ejercicio 20. La función de sistema de un SLIT causal es

H (z) =
(1− 0,5z−1)(1+ 4z−1)

(1− 0,64z−2)
.

1. Encuentre expresiones para un sistema de mínima fase H1(z) y un sistema pasato-
dos Hpt(z) tal que H(z) = H1(z)Hpt(z).

2. Derive expresiones para un sistema de fase mínima H2(z), distinto de H1(z) y un
sistema FIR de fase lineal generalizada Hlin(z) tal que H(z) = H2(z)Hlin(z).

Ejercicio 21. Para el SLIT con función de sistema

H (z) = (1− 0,9ej0,6πz−1)(1− 0,9e−j0,6πz−1)(1− 1,25ej0,8πz−1)(1− 1,25e−j0,8πz−1).

1. Encuentre todas las funciones de sistema causales que tienen el mismo módulo de
la respuesta en frecuencia que H(z), y cuya respuesta impulsiva es real y de la
misma longitud que la respuesta impulsiva h[n] de H(z) (son cuatro). Identifique
cuál de esos sistemas es de mínima fase.

2. Calcule las respuestas impulsivas de cada una de las funciones de sistema halladas
en el inciso previo.

3. Para cada una de las respuestas del inciso anterior, calcule y grafique la energía
parcial E[n] = ∑n

m=0(h[n])2, para 0 ≤ n ≤ 5. Indique qué gráfica corresponde al
sistema de mínima fase.
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Ejercicio 22. Sea x[n] una sucesión que se anula para n < 0 y n > 5. Si la transformada z
de x[n] es

X(z) = 3
(

1− 1
5 z−1

) (
1+ 1

2 z−1 + 4
5 z−2

) (
1+ 2

5 z−1 − 1
2 z−2

)
¿cuántas otras sucesiones, que también se anulan para n < 0 y n > 5 y que tienen el
mismo valor inicial que x[n] tienen la misma fase?

Ejercicio 23. Cada uno de los diagramas de polos y ceros de la figura, junto con la especi-
ficación de la región de convergencia, describen un sistema lineal e invariante en el tiem-
po con función de sistema H(z). Responda si los siguientes postulados son verdaderos o
no.

1. El sistema tiene fase nula.

2. El sistema tiene fase lineal generalizada.

3. El sistema tiene una inversa Hi(z) estable.

Ejercicio 24. Encuentre un sistema de fase mínima que tenga la misma magnitud de la
respuesta en frecuencia que el sistema∣∣∣H(ejω)

∣∣∣2 = 5
4 − cos ω

10
9 −

2
3 cos ω

.

Ejercicio 25. La sucesión compleja x[n] es nula para n < 0 y n > N − 1. Determine
el número de sucesiones diferentes de longitud N, y con el mismo valor de la muestra
inicial, que tienen el mismo módulo de la transformada de Fourier que x[n].

Ejercicio 26. La figura muestra el diagrama de polos y ceros de tres SLIT causales con
respuestas impulsivas h[n] reales. Determine si cada uno de ellos satisface las siguientes
propiedades: estable, FIR, IIR, fase mínima, pasatodos, fase lineal generalizada, retardo
de grupo positivo para todo ω.
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Ejercicio 27. Si H(z) y G(z) son funciones de sistema racionales que son de mínima fase,
explicar si (i) H(z)G(z) y (ii) H(z) + G(z) también son de mínima fase.

Ejercicio 28. Una sucesión causal de fase no mínima tiene transformada z

X(z) =
(
1− 3

2 z−1) (1+ 1
3 z−1) (1+ 5

3 z−1)
(1− z−1)

2 (1− 1
4 z−1

) .

¿Para qué valores de α la sucesión y[n] = αnx[n] es de fase mínima?

Ejercicio 29.
���I Un SLIT estable tiene la transformada de Fourier con parte imaginaria nula

que se muestra en la figura. ¿El sistema puede tener una inversa estable?

Ejercicio 30.
���I Un sistema lineal, causal e invariante en el tiempo con función de sistema

H(z) y respuesta impulsiva real, tiene la respuesta en frecuencia H
(
ejω) = H(z)|z=ejω

que se muestra en la figura.

1. Dibuje el diagrama de polos y ceros de H(z), mostrando toda la información posible
acerca de la ubicación de los polos y los ceros que puede inferirse a partir de la
figura.

2. El sistema ¿es FIR o IIR? Justifique.

3. El sistema ¿tiene fase lineal? ¿Por qué?

4. ¿El sistema es estable? Justifique.

Ejercicio 31. Si h[n] y H(z) son la respuesta impulsiva y la función de sistema de un SLIT
estable tipo pasatodos, y hi[n] la respuesta impulsiva del sistema inverso (también LIT y
estable), muestre que hi[n] = h[−n]. Suponga que h[n] es real.
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Ejercicio 32. ¿Es cierto que un sistema no puede tener fase lineal generalizada si la fun-
ción de sistema H(z) tiene polos en cualquier lugar del plano z excepto en z = 0 o en
z = ∞? Justifique si la respuesta es verdadera, y dé un contraejemplo si es falsa.

Ejercicio 33. Determine la función de sistema H(z) de un filtro pasatodos que posea fase
lineal generalizada.

Ejercicio 34. El filtro FIR de la figura compensa las pérdidas de alta frecuencia en recep-
tores de TV (corrección de apertura). Se conectan en cascada dos de estos circuitos, uno para
corregir la apertura horizontal y otro para corregir la apertura vertical. En el primer caso
el retardo ∆ es la duración de una línea, mientras que en el segundo es de 70 ns (según
el estándar CCIR). La ganancia k permite ajustar la cantidad de corrección. Calcule la
función transferencia y grafique el módulo de la respuesta en frecuencia para diferentes
valores de k.

Ejercicio 35. La figura muestra un circuito mejorado de corrección de apertura. El retardo
es de 70 ns (estándar CCIR) y las dos ganancias k1 > 0 y k2 < 0 permiten ajustar la
cantidad de corrección. Determine la función de sistema de este circuito y grafique el
módulo de la respuesta en frecuencia para diferentes valores de k1 y k2.

Ejercicio 36. La señal y[n] está formada por una señal primaria x[n] y dos ecos de la
misma:

y[n] = x[n] +
1
2

x[n− nd] +
1
4

x[n− nd].

Calcule un filtro realizable que permita recuperar x[n] a partir de y[n].
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Ejercicio 37. En muchas aplicaciones es necesario recuperar una señal que ha sido dis-
torsionada por un proceso de convolución. Este fenómeno puede modelarse como un
filtrado lineal, donde la señal deseada x[n] es “distorsionada” por un filtro con respues-
ta impulsiva h[n], dando lugar a la señal “corrupta” y[n]. Suponga que h[n] = 1 para
0 ≤ n ≤ M− 1, y que vale cero para cualquier otro valor de n.

1. Una manera de recuperar x[n] a partir de y[n] es usando un filtro inverso: la señal
y[n] se filtra por un sistema cuya respuesta en frecuencia es Hi

(
ejω) = [H (ejω)]−1,

donde H
(
ejω) es la transformada de Fourier de h[n]. Para la respuesta impulsiva

especificada, discuta los problemas que presenta la implementación del filtro inver-
so.

2. Debido a las dificultades del filtrado inverso, una solución habitual es procesar la
señal corrupta y[n] con el sistema que muestra la figura, cuya salida w[n] permite
extraer una réplica mejorada de x[n].

Las respuestas impulsivas de los sistemas son

h1[n] =
Q

∑
k=0

δ[n− kM], h2[n] = δ[n]− δ[n− 1].

Explique en detalle el funcionamiento de este sistema, y en particular, en qué condiciones
se puede recuperar exactamente x[n] de w[n]. Ayuda: considere la respuesta impulsiva del
sistema completo (desde x[n] a w[n]).

Este procesamiento se utiliza para restaurar imágenes “movidas” (blurred en ingles) –por
ejemplo, las fotografías tomadas desde un automóvil que se desplaza con cierta veloci-
dad, o las fotografias de la corteza terrestre tomadas por los satélites– y se conoce como
deblurring.

Ejercicio 38. No es posible diseñar un compensador perfecto (un sistema inverso causal
y estable) para un sistema de no mínima fase. Una forma de compensar la magnitud de
la respuesta en frecuencia se estudia en este problema. El sistema SLIT estable de no
mínima fase con función de sistema racional H(z) se conecta en cascada con un sistema
compensador Hc(z). La función de sistema G(z) de la cascada es G(z) = H(z)Hc(z).
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1. ¿Cómo debe elegirse Hc(z) para que sea estable y causal y tal que
∣∣G(ejω)

∣∣ = 1?
(Recuerde que H(z) siempre puede representarse como H(z) = Hpt(z)Hmı́n(z).)

2. Caracterice las funciones de sistema Hc(z) y G(z).

3. Suponga que

H(z) = (1− 0,8ej0,3πz−1)(1− 0,8e−j0,3πz−1)(1− 1,2ej0,7πz−1)(1− 1,2e−j0,7πz−1).

Encuentre Hmı́n(z), Hpt(z), Hc(z) y G(z) para este caso, y grafique los diagramas de
polos y ceros de cada función de sistema.

Ejercicio 39. Los inversores de frecuencia han sido utilizados durante mucho tiempo como
una manera sencilla de enmascarar la voz, ya que una señal vocal se vuelve casi inintel-
igible si su espectro se invierte, tal como se ve en la figura.

1. Determine cómo se puede efectuar la inversión de frecuencia en el dominio tiempo.
Nota: las operaciones requeridas son muy sencillas, y se pueden efectuar fácilmente
en tiempo real.

2. Diseñe un desenmascarador.

3. Usando las funciones de sonido de MATLAB, pruebe a leer un archivo *.WAV cualquiera,
enmascárelo, y reprodúzcalo.

Ejercicio 40.
���M Ecos y reverberaciones

Se puede generar una señal y[n] formada por ecos y reverberaciones “sintéticos” de una
señal x[n] sumando réplicas retardadas y escaladas de la misma

y[n] =
∞

∑
i=1

gi x[n− i D], (6.74)

donde D es un entero positivo, y |gk| > |gk+1| .

1. Muestre que el filtro “peine”

H(z) =
1

1− az−D

puede ser utilizado como un reverberador, calculando la respuesta al impulso, y
comparándola con la respuesta impulsiva del sistema (6.74).
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2. Para construir reverberadores digitales se colocan en cascada de tres a cinco filtros
“peine” pasatodo, cuya función tranferencia es

H(z) =
z−D − a

1− az−D ,

eligiendo adecuadamente los parámetros a y D. Calcule (con MATLAB, utilizando
la función impz) y grafique la respuesta impulsiva de dos de tales reverberadores,
obtenido cada uno de ellos al colocar en cascada tres secciones con los siguientes
parámetros:

Reverberador “A” Reverberador “B”
Sección D a Sección D a

1 50 0,70000 1 37 0,70000
2 40 0,66500 2 17 0,77000
3 32 0,63175 3 11 0,84700

3. Grafique la función transferencia (módulo y fase) de los reverberadores “A” y “B”
utilizando el comando freqz, y comente sobre ellas.

4. Analice la respuesta impulsiva h[n] de los reverberadores en los dos casos que se
detallan a continuación.

a) los retardos D1, D2 y D3 no son primos (similar al caso del Reverberador “A”);

b) los retardos D1, D2 y D3 son números primos (como en el Reverberador “B”).

5. La diferencia entre el eco y la reverberación es que con el eco se producen repeti-
ciones claras de la señal a intervalos de tiempo uniformes. La reverberación, en
cambio, puede pensarse como un sinfín de ecos de diferente duración interactuan-
do entre sí. ¿Cuál de los prototipos es mejor reverberador?

Más detalles acerca de esta aplicación pueden econtrarse en J. A. Moorer, “Signal process-
ing aspects of computer music: a survey”, Proceedings of the IEEE, vol. 65, No. 8, Agosto
de 1977, pp. 1108-1137.

Procesamiento Digital de Señales U.N.S. 2011



7
Diseño de filtros digitales

La mayoría de los textos sobre procesamiento digital de señales dedican un espacio sus-
tancial a la teoría de diseño de filtros –incluyendo especialmente los métodos de aproxi-
mación tipo Butterworth, Chebyshev, elíptico, Cauer, etc.– lo que refleja no sólo el formi-
dable esfuerzo de investigación destinado a desarrollar métodos útiles para el cálculo de
los coeficientes de los filtros, sino también los avances significativos que se han logra-
do en este campo. En este capítulo, basado en (Ifeachor y Jarvis, 1993) se presenta un
panorama global del proceso de diseño, postergando los aspectos teóricos a los capítulos
siguientes. Se describe paso a paso el proceso de diseño de filtros desde las especifica-
ciones hasta la implementación, y se detallan las opciones de que dispone el diseñador, y
los factores que pueden influir en sus decisiones.

7.1. Filtrado digital de señales

Un filtro es un sistema o una red que cambia selectivamente la forma de onda, o las
características amplitud-frecuencia o fase-frecuencia de una manera deseada. Los obje-
tivos comunes del proceso de filtrado son mejorar la calidad de la señal, por ejemplo
removiendo o atenuando el nivel de ruido, extrayendo información de dos o más señales
previamente combinadas para hacer uso eficiente de un canal de comunicación, etc.

Un filtro digital es un algoritmo implementado en hardware y/o software que opera so-
bre una señal de entrada digital (discreta en tiempo y cuantizada en amplitud) y genera
una señal digital de salida, con la finalidad de efectuar un proceso de filtrado. El término
“filtro digital” se refiere al hardware o software específico que ejecuta el algoritmo. Los
filtros digitales trabajan sobre valores numéricos asociados a muestras de esas señales
analógicas previamente digitalizadas por conversores A/D o simplemente sobre un con-
junto de números almacenados en la memoria de una computadora o microprocesador.

En la Fig. 7.1 se muestra un diagrama bloque simplificado de un filtro digital que opera
en tiempo real, con entradas y salidas analógicas. La señal de entrada, limitada en banda,
se muestrea periódicamente y se convierte en una serie de muestras x[n], n = 0, 1, ... El
procesador digital convierte la sucesión de entrada x[n] en una sucesión de salida y[n]
de acuerdo al algoritmo de cómputo. El conversor digital-analógico convierte la salida

1
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Fig. 7.1. Diagrama bloque simplificado de un filtro digital.

digital y[n] a valores continuos en tiempo que son procesados por un filtro analógico
para suavizar la forma de onda y remover componentes no deseadas de alta frecuencia.

Los filtros digitales juegan un papel muy importante en el procesamiento digital de
señales. En gran número de aplicaciones, como compresión de datos, procesamiento de
señales biomédicas, procesamiento de señales de voz, procesamiento de imágenes, trans-
misión de datos, audio digital, cancelamiento de ecos telefónicos, se prefieren por sobre
los filtros analógicos por uno o más de los siguientes motivos:

Los filtros digitales pueden tener características que son imposibles de conseguir
con filtros analógicos, como por ejemplo una respuesta de fase exactamente lineal.

El desempeño de los filtros digitales no varía con las condiciones ambientales (tem-
peratura, humedad, etc.) como sí ocurre con los filtros analógicos, lo que elimina la
necesidad de calibrarlos periódicamente.

Si el filtro se implementa utilizando un procesador programable la respuesta en
frecuencia de un filtro digital puede ajustarse a voluntad (filtrado adaptivo).

El mismo filtro puede procesar varias señales o canales de entrada sin necesidad de
replicar el hardware.

Las señales filtradas y sin filtrar pueden almacenarse para uso o análisis posterior.

Los avances en las técnicas de integración VLSI hacen que sea posible fabricar filtros
digitales pequeños, de bajo consumo, y de muy bajo costo.

La precisión con que un filtro digital verifica las especificaciones de diseño está
limitada solamente por la longitud de palabra (bits) utilizada para representar los
coeficientes del filtro y ejecutar las operaciones aritméticas; con los filtros analógicos
es difícil lograr atenuaciones que excedan los 60 o 70 dB en la banda de rechazo
(utilizando componentes convencionales).

El desempeño de los filtros digitales es repetible de unidad a unidad.

Los filtros digitales pueden utilizarse a muy bajas frecuencias, como las que se en-
cuentran en aplicaciones biomédicas, donde el empleo de filtros analógicos es poco
práctico por los valores muy elevados de los componentes pasivos involucrados
(capacitores, inductancias). Además, los filtros digitales pueden trabajar sobre un
amplio rango de frecuencias simplemente cambiando la frecuencia de muestreo.

Sin embargo, los filtros digitales también presentan una serie de desventajas respecto a
los filtros analógicos:

Limitación de frecuencia. La frecuencia de Nyquist –que fija el ancho de banda útil
que el filtro puede procesar– queda definida por el proceso de conversión (tiempos
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de conversión del conversor A/D y D/A), velocidad del procesador, cantidad de
operaciones a ejecutar por unidad de tiempo, etc. Este último término se incremen-
ta a medida que aumenta la exigencia de las características de respuesta del filtro
(filtros muy abruptos).

Efectos de longitud finita de palabra. En general, los coeficientes del filtro implementa-
do serán distintos de los calculados teóricamente si la representación numérica que
se utiliza para implementar el filtro no es de precisión infinita (punto flotante). No só-
lo influye la cuantización de los coeficientes del filtro, sino también el redondeo de
las operaciones numéricas, la cuantización del conversor A/D y D/A, la truncación
que ocurre al almacenar los contenidos del acumulador en memoria, etc. Estos efec-
tos, que se modelan como fuentes de ruido de distribución uniforme, pueden lim-
itar seriamente el desempeño de los filtros digitales: variaciones de ganancia en la
banda de paso, menor atenuación en la banda de rechazo, y hasta pueden conducir
a la inestabilidad en filtros recursivos de orden elevado.

Tiempos de diseño y desarrollo prolongados. Los tiempos de diseño y desarrollo de un
filtro digital, en especial el diseño del hardware puede ser muy superior al necesario
para el diseño de un filtro analógico. Sin embargo, una vez que se dispone del hard-
ware o el software necesario, la misma plataforma puede utilizarse para muchas
otras tareas de filtrado o procesamiento digital de señales con poca o ninguna mod-
ificación. Además, el desarrollo de herramientas de CAD avanzadas hacen que el
diseño de filtros sea una tarea agradable y sencilla, aunque aún así es necesaria
cierta experiencia para aprovecharlas íntegramente.

7.2. Filtros FIR e IIR

Los filtros digitales lineales e invariantes en el tiempo pueden clasificarse de acuerdo a
la longitud de su respuesta impulsiva h[n] como IIR, cuando la respuesta tiene duración
infinita o FIR, si su duración es finita. Esta respuesta impulsiva h[n], n = 0, 1, 2, . . .
caracteriza completamente el filtro, a punto tal que las señales de entrada y salida están
relacionadas por la suma de convolución, que para filtros IIR toma la forma

y[n] =
∞

∑
k=0

h[k]x[n− k], (7.1)

y para filtros FIR es

y[n] =
N−1

∑
k=0

h[k]x[n− k]. (7.2)

Del análisis de estas dos ecuaciones es evidente que, mientras que la suma convolución
puede ser una forma apropiada para implementar un filtro FIR, no es adecuada para
los filtros IIR debido a que la respuesta impulsiva es muy larga (en teoría, infinitamente
larga). Por ello, los filtros IIR se implementan con ecuaciones a diferencia que permiten
calcular las muestras de salida en forma recursiva

y[n] = −
N

∑
k=1

aky[n− k] +
M

∑
k=0

bkx[n− k], (7.3)
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donde n = 0, 1, 2, . . . , y[−1] = 0. El número N es el orden del filtro, y fija la cantidad
de modos de la respuesta impulsiva. La relación entre los coeficientes ai y bi se obtiene
aplicando la transformada Z a (7.3) y antitransformando. En la ecuación (7.3) la salida
y[n] es función de los valores actuales y pasados de la entrada, y de valores pasados de la
salida (de ahí el nombre recursivo): el filtro IIR es sistema realimentado. En cambio, en el
filtro FIR la salida y[n] sólo depende de los valores pasados de la entrada x[n]. Es evidente
que, si en la ecuación (7.3) de los filtros IIR los coeficientes ai son nulos, se obtiene la suma
convolución (7.2) de los filtros FIR, pues hacer ai = 0 anula los efectos de realimentación
de las salidas pasadas. Las ecuaciones (7.2) y (7.3) son las ecuaciones a diferencias que
se utilizan para implementar filtros FIR e IIR, respectivamente. Estas ecuaciones, y en
particular el valor de los coeficientes h[n] para los filtros FIR y ai, bi para los filtros IIR,
son los objetivos del problema de diseño de filtros digitales.

Las funciones de sistema están dadas por

HFIR (z) =
N−1

∑
k=0

h[k]z−k y HIIR (z) =
∑M

k=0 bkz−k

∑N
k=0 akz−k

para filtros FIR e IIR, respectivamente, y resultan convenientes para el análisis de estabil-
idad, respuesta en frecuencia, etc.

Los factores que influencian la elección entre distintas alternativas en cada etapa del dis-
eño de filtro tienen mucho que ver con que el filtro sea FIR o IIR. Por ello resulta impor-
tante apreciar las diferencias entre ambos tipos de filtros, las características peculiares de
cada uno, y, lo más importante, cómo elegir entre uno y otro.

7.3. Comparación entre filtros FIR e IIR

La elección entre una implementación FIR e IIR depende de las ventajas relativas de cada
uno de estos dos tipos de filtros.

1. Los filtros FIR se pueden diseñar para tener una respuesta de fase estrictamente
lineal (distorsión de fase nula), lo que es importante en muchas aplicaciones, como
transmisión de datos, audio digital y procesamiento de imágenes. La respuesta de
fase de filtros IIR no es lineal, en especial en cercanías de la zona de transición.

2. Los filtros FIR implementados de forma no recursiva, por ejemplo aplicando (7.2),
son inherentemente estables. En cambio, la estabilidad de los filtros IIR siempre
debe comprobarse, ya que son sistemas realimentados.

3. Los efectos causados por la implementación con aritmética de punto fijo, tales como
los errores de cuantización de los coeficientes y los errores por redondeo en las
operaciones aritméticas, son mucho más severos en los filtros IIR que en los FIR.

4. Para satisfacer unas especificaciones dadas los filtros FIR necesitan un mayor número
de coeficientes que los filtros IIR, sobre todo si las bandas de transición son estre-
chas. En consecuencia, los requerimientos de memoria, el número de operaciones
y los tiempos de procesamiento son mayores para los FIR que para los IIR. Sin em-
bargo, la posibilidad de implementar los FIR mediante la técnica de convolución
rápida usando FFT y también el empleo de técnicas multirate permiten aumentar
significativamente la eficiencia de las implementaciones.
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5. Un filtro analógico convencional puede convertirse en un filtro digital IIR equiv-
alente que satisfaga las especificaciones de diseño de manera sencilla. Esto no es
posible con filtros FIR pues no tienen una contraparte analógica. Sin embargo es
más sencillo sintetizar filtros con respuestas en frecuencia arbitrarias utilizando fil-
tros FIR.

De las características detalladas arriba puede esbozarse una guía tentativa para elegir
entre una implementación FIR o IIR:

Si los únicos requerimientos importantes son bandas de transición estrechas (fil-
tros con cortes muy abruptos) y eficiencia de cómputo, se prefieren filtros IIR pues
necesitan un número de coeficientes mucho menor que un filtro FIR equivalente
(especialmente si se eligen características frecuenciales elípticas o de Cauer).

Si el número de coeficientes del filtro no es muy elevado (por ejemplo, si las bandas
de transición no son muy abruptas), y en particular, si se desea muy poca o ninguna
distorsión de fase, se suele elegir filtros FIR. Los procesadores digitales modernos
(DSP) están optimizados para implementar este tipo de filtros, y algunos se han
diseñado específicamente con esa finalidad (por ejemplo, el DSP56200 de Motorola,
o el INMOS A100). Sin embargo, en un campo tan dinámico como éste la capacidad
y el desempeño de los componentes varía rápidamente.

EJEMPLO 7.1. Comparación de las características de filtros FIR e IIR
Se desea diseñar un filtro que cumpla con las siguientes especificaciones:

banda de paso: 0 a 3π/5,
banda de rechazo: 4π/5 a π,
ganancia en la banda de paso: 1± 0,06,
ganancia en la banda de rechazo: < 0,2.

Los requisitos de diseño se pueden satisfacer tanto como un filtro IIR o FIR:

Filtro 1 (IIR):

H (z) =
b0 + b1z−1 + b2z−2

1+ a1z−1 + a2z−2 , (7.4)

con a1 = −0,6744878, a2 = −0,3633482, b0 = 0,4981819, b1 = 0,9274777, b2 = 0,4981819.
La Fig. 7.2 muestra el diagrama bloque de una posible implementación del filtro, cuyas ecua-
ciones a diferencia son

w[n] = x[n]− a1w[n− 1]− a2w[n− 2],
y[n] = b0w[n] + b1w[n− 1] + b2w[n− 2].

En la Fig. 7.3 se grafica la respuesta en frecuencia (en módulo y fase),y el retardo de grupo,
comprobándose que se satisfacen las especificaciones de diseño.

Filtro 2 (FIR):

H (z) =
11

∑
k=0

h[k]z−k

con
h[0] = h[11] = +0,5460328× 10−2,
h[1] = h[10] = −0,4506875× 10−1,
h[2] = h[9] = +0,6916942× 10−1,
h[3] = h[8] = −0,5538437× 10−1,
h[4] = h[7] = −0,6342841× 10−1,
h[5] = h[6] = +0,5789240× 100,
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6 7. Diseño de filtros digitales

Fig. 7.2. Representación en diagrama bloque del filtro IIR del Ejemplo 7.1.

Fig. 7.3. Respuesta en frecuencia del filtro IIR (7.4): módulo (a) , fase (b) y retardo de grupo (c).
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Fig. 7.4. Representación en diagrama bloque del filtro FIR del Ejemplo 7.1.

Fig. 7.5. Respuesta en frecuencia del filtro FIR (7.5): módulo (a) , fase (b) y retardo de grupo (c) .
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8 7. Diseño de filtros digitales

La Fig. 7.4 muestra el esquema de una posible implementación, cuya ecuación a diferencias es

y[n] = h[0]x[n] + h[1]x[n− 1] + h[2]x[n− 2] + · · ·+ h[10]x[n− 10] + h[11]x[n− 11]. (7.5)

La respuesta en frecuencia (módulo, fase y retardo de grupo) se ilustra en la Fig. 7.5. �

Del examen de ambas implementaciones se observa que los requerimientos de cómputo
y de lugares de almacenamiento para los dos filtros son:

FIR IIR
Número de multiplicaciones: 12 5
Número de sumas: 11 4
Lugares de memoria (coeficientes y datos): 24 8

Es evidente que el filtro IIR es más “económico” en la cantidad de operaciones y de
lugares de almacenamiento necesarios que el filtro FIR. Se podría haber explotado la
simetría de los coeficientes del filtro FIR para reducir a la mitad la cantidad de memoria
necesaria, a costa de dificultar ligeramente la implementación. En este caso el número
de coeficientes del filtro FIR (N = 12) es aproximadamente 6 veces el orden (la mayor
potencia de z−1 en el denominador) de la función transferencia del IIR (N = 2).

En los dos casos el módulo de la respuesta en frecuencia satisface las especificaciones,
pero las respuestas de fase de los dos filtros son muy diferentes. Mientras que la respues-
ta de fase del filtro IIR no es lineal (Fig. 7.3), la del filtro FIR (Fig. 7.5) es perfectamente
lineal, excepto por un salto de ±π debido al cero en la banda de rechazo. El retardo de
fase, que es la derivada negativa de la curva de fase (φ = −d arg

[
H
(
ejω)] /dω), es con-

stante para todo el rango de frecuencia en el caso del filtro FIR. Para el filtro IIR varía en
función de la frecuencia de la señal: la respuesta de fase es razonablemente lineal para ba-
jas frecuencias, pero se aparta de la linealidad para la frecuencias próximas a la de corte.
El retardo del filtro IIR es mucho menor que el del FIR, como se observa en la Fig. 7.3 y
en la Fig. 7.5 (1/2 muestra vs. 5.5 muestras, respectivamente).

7.4. La comparación FIR-IIR en el 2007

Las características generales de los filtros recursivos (IIR) y no recursivos (FIR) han vari-
ado desde la década del 70 hasta la actualidad, como muestra la Tabla 7.1. En 1970 la
aplicación fundamental era el filtrado selectivo en frecuencia y los filtros IIR ofrecían
mayores ventajas, sobre todo porque se habían obtenido métodos de diseño analíticos,
óptimos, en forma cerrada.

Cuando la aplicación de los filtros digitales se extendió a otros campos (filtros acopla-
dos y filtros adaptivos) el diseño óptimo de los IIR dejó de ser práctico, y los FIR se
volvieron una elección natural, en especial porque la teoría y las técnicas de diseño de los
filtros adaptivos están bien desarrolladas solamente para filtros FIR. También aparecieron
nuevas aplicaciones en las que era necesario preservar la forma de onda de la señal de
salida, lo que impone que el filtro tenga una respuesta de fase lineal. Este requisito se
satisface más fácilmente usando filtros FIR. En general, los factores que contribuyeron a
la mayor utilización de filtros no recursivos fueron:

nuevas aplicaciones de filtrado;
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Tabla 7.1: Comparación entre filtros recursivos (IIR) y no recursivos (FIR) a lo largo
del tiempo. Las zonas grisadas indican las áreas donde una de las implementa-
ciones es superior a la otra.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 9 7 0  1 9 8 0  1 9 9 0  
Propiedad 

FIR IIR FIR IIR FIR IIR 

métodos de  
diseño 

subóptimo 
usando  

ventanas 

óptimo,  
analítico, 

forma cerrada

óptimo usando 
métodos 
iterativos 

óptimo,  
analítico, 

forma cerrada

óptimo usando 
métodos 
iterativos 

óptimo,  
analítico, 

forma cerrada

lugares de memoria-
multiplicaciones 

necesarias 
muchos pocos más menos más menos 

¿pasatodos exactos? no sí no sí no sí 

¿inestables? no si polos pi 
 (|pi | > 1) no si polos pi 

 (|pi | > 1) no no 

¿zona muerta? no sí no sí no no 

¿fase lineal? sí no sí no sí sí 

¿transformador de 
Hilbert? 

poco 
eficiente no causal poco 

eficiente no causal poco 
eficiente eficiente 

¿adaptivo? sí no sí difícil o 
imposible sí difícil o 

imposible 

¿posibilidad de 
paralelismo?   muchas pocas muchas muchas 

 
requerimientos de fase lineal;

la disponibilidad de los primeros métodos de optimización: los FIR seguían nece-
sitando más operaciones por muestra que los IIR, pero la diferencia de eficiencia
entre ambos era menor;

aparición de técnicas para trabajar con filtros FIR con respuesta impulsiva de gran
longitud (método de convolución rápida, propuesto por Stockham en 1966);

la disminución del costo de la memoria y la disponibilidad de multiplicadores por
hardware;

la posibilidad de efectuar cómputos en paralelo: si bien ambos tipos de filtros se
pueden adaptar para el cálculo en paralelo, el paralelismo es más limitado para
los IIR si no se puede efectuar un producto en el intervalo de tiempo entre dos
muestras.

Como resultado de esta evolución, para 1980 las preferencias se habían volcado hacia los
filtros no recursivos (FIR). Pero como muestra la Tabla 7.1, algunas de las características
que favorecieron a los FIR durante 1980 se neutralizaron en la década del 90. Lo que
cambió para los IIR es que en la actualidad se pueden diseñar para ser siempre estables
y también para tener una respuesta de fase lineal. Las implementaciones recientes son
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10 7. Diseño de filtros digitales

más adecuadas para la paralelización. Según algunos autores (Rader, 2006) muchos de
los “problemas” de los IIR en la actualidad están sobrestimados.

7.4.1. Los filtros recursivos en la actualidad

En alguna literatura se considera que los filtros IIR tienen problemas de inestabilidad,
respuesta de fase no lineal, paralelismo limitado, y que son inapropiados para ciertas
aplicaciones. Sin embargo, la mayoría de estas limitaciones pueden salvarse si se efec-
túa procesamiento por bloques, y se acepta el error despreciable de truncar la respuesta
impulsiva. Un filtro recursivo puede aproximar una respuesta impulsiva deseada con er-
ror arbitrariamente pequeño. En teoría, la respuesta impulsiva de un filtro recursivo es
infinitamente larga (de ahí el nombre IIR), pero en la práctica la respuesta decae expo-
nencialmente rápido a cero y se la puede truncar después de algunos cientos de muestras
cuando ha decaído a valores insignificantes, manteniendo la cota de error. El compor-
tamiento es equivalente a filtrar la señal con un filtro FIR de orden elevado, pero con
muchas menos operaciones por muestra que las que serían necesarias para un filtro FIR
de la misma longitud.

La señal de entrada se parte en bloques de longitud L, mucho mayor que la longitud P
de la respuesta impulsiva (truncada) del filtro. Cada bloque de entrada se filtra usando la
ecuación a diferencias recursiva, y el resultado se trunca a longitud L+ P− 1. Los bloques
de salida sucesivos se concatenan como en el método overlap-add solapando las primeras
P − 1 muestras de la etapa actual con las últimas P − 1 muestras de la etapa anterior.
La eficiencia computacional aumenta, pues mientras que el cálculo de cada muestra de
salida necesita P operaciones en un FIR de longitud P, la aproximación de su respuesta
impulsiva con un filtro IIR de orden N se consigue con N � P. De esta forma el cálculo
de cada muestra de salida necesita a lo sumo 2N � P operaciones.

El procesamiento por bloques permite además solucionar otro tipo de problemas:

1. Estabilidad: El procesamiento por bloques permite que los filtros no sean necesari-
amente causales. En los filtros causales, los polos fuera del círculo unitario repre-
sentan inestabilidad, pero si cada bloque de salida se computa iterando la ecuación
a diferencias hacia atrás en el tiempo, los polos que están fuera del círculo no im-
plican inestabilidad. De esta forma se pueden tener filtros recursivos con polos en
cualquier lugar del plano complejo, excepto sobre el círculo unitario.

2. Fase lineal: Si H(ejω) es la respuesta en frecuencia de un filtro cualquiera, se puede
obtener un filtro de fase lineal (de hecho, de fase nula) con respuesta en frecuencia
|H(ejω)|2 si el bloque de entrada se filtra dos veces, una de ellas hacia atrás en el
tiempo, como se estudió en el Capítulo anterior. Esta idea fue propuesta por Powell
y Chau en 1990, pero en su momento no recibió mucha atención.

3. Paralelismo: cada bloque puede procesarse en diferentes instancias de hardware.

El procesamiento por bloques permite implementar transformadores de Hilbert muy efi-
cientes (Rader, 1984). Siguiendo la idea de los filtros de fase nula, se utiliza un par de
filtros IIR cuya respuesta de fase difiere en π/2 radianes. Esta implementación es mucho
más eficiente que un diseño FIR óptimo, necesitando de 5 a 10 veces menos multiplica-
ciones para las mismas especificaciones. Otros filtros, como los adaptivos, todavía no se
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Fig. 7.6. Bandas de tolerancia para un filtro pasabajos.

pueden implementar fácilmente como IIR aún usando el esquema de filtrado por blo-
ques.

7.5. Diseño de filtros

El diseño de un filtro digital involucra los siguientes pasos:

especificación de los requerimientos del filtro;

elección de una aproximación conveniente y cálculo de los coeficientes;

representación del filtro utilizando una estructura adecuada (realización);

análisis de los efectos de la longitud finita de palabra en el desempeño;

implementación en hardware o software.

Estos cinco pasos no son necesariamente independientes, ni necesitan seguirse en el or-
den descrito; actualmente, las técnicas de diseño disponibles combinan el segundo y
parte del tercero y cuarto. Para lograr un filtro eficiente es necesario iterar entre las distin-
tas etapas, especialmente si, como es habitual, las especificaciones de diseño dejan cierto
grado de libertad al diseñador, o si se desean explorar otras alternativas de diseño.

7.5.1. Especificaciones de diseño

Los requerimientos incluyen la especificación de

1. las características de las señales: tipo de fuente de señal, interfaz de entrada-salida,
velocidad de procesamiento, ancho de palabra, la mayor frecuencia de interés;

2. las características del filtro: la respuesta en módulo y/o fase deseadas y sus toler-
ancias, la velocidad de operación, el modo de filtrado (en línea o fuera de línea);
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12 7. Diseño de filtros digitales

3. la forma de implementación: como una rutina de alto nivel en una computadora, o
un programa específico para un DSP;

4. otras restricciones al diseño, como por ejemplo el costo del filtro.

Es posible que inicialmente el diseñador no cuente con toda la información necesaria para
especificar completamente el filtro, pero cuanto más detalles se conozcan más sencillo
será el proceso de diseño.

Aunque algunos de los requerimientos discutidos arriba son dependientes de la apli-
cación, es necesario resaltar los aspectos referidos a las características del filtro. Frecuente-
mente, los requisitos del filtro digital se especifican en el dominio frecuencial, y para el
caso de los filtros selectivos en frecuencia, estas especificaciones toman la forma de ban-
das de tolerancia, como muestra la Fig. 7.6 para el caso de un filtro pasabajos. Las zonas
grisadas indican los límites de tolerancia. En la banda de paso, el módulo de la respues-
ta admite una variación máxima de ±δp, y en la banda de rechazo se pretende que la
ganancia no exceda δs. Es frecuente especificar estas cotas en dB.

El ancho de la zona de transición determina qué tan abrupto es el filtro. En esta región
se espera que el módulo de la respuesta en frecuencia decrezca monótonamente desde la
banda de paso a la banda de rechazo. Los principales parámetros de interés son

desviación en la banda de paso: δp,
desviación en la banda de rechazo: δs,
frecuencia de corte de la banda de paso: ωp,
frecuencia de corte de la banda de rechazo: ωs.

Las frecuencias esquina se suelen normalizar a la frecuencia de muestreo (ωi = 2π fi/ fs),
pero también son frecuentes las especificaciones en unidades típicas como Hz, kHz, y
a menudo son mucho más significativas. Las desviaciones con respecto a la respuesta
deseada tanto en la banda de paso como en la banda de rechazo pueden expresarse en
valores absolutos o en decibeles (dB), indicando la ondulación máxima (“ripple”) tolerada
en la banda de paso, y la atenuación mínima exigida en la banda de rechazo:

As (atenuación en la banda de rechazo): −20 log10 δs,
Ap (ondulación en la banda de paso): 20 log10

(
1+ δp

)
.

En general, la respuesta de fase un filtro no se especifica tan detalladamente como el
módulo de la respuesta en frecuencia. En muchos casos es suficiente indicar que importa
la distorsión de fase, o que se pretende una respuesta de fase lineal. Sólo es necesario
detallar la respuesta en fase deseada en aquellas aplicaciones donde los filtros se utilizan
para compensar o ecualizar la respuesta en fase de un sistema.

EJEMPLO 7.2. Especificaciones de diseño de un filtro pasabanda
Se desea diseñar un filtro FIR pasabanda cuya respuesta en frecuencia satisfaga las siguientes es-
pecificaciones:

banda de paso: 0,18× 2π a 0,33× 2π,
ancho de la zona de transición: 0,04× 2π,
ganancia en la banda de paso: 1± 0,05 (Ap = 0,42 dB),
ganancia en la banda de rechazo: < 0,001 (As = 60 dB).

En la Fig. 7.7 se muestra el esquema de bandas de tolerancias del filtro. La atenuación en la banda
de rechazo debe ser mayor que As = −20 log10 δs = 60 dB, y la ondulación máxima tolerada en la
banda de paso es de Ap = 20 log10(1+ δp) = 0,42 dB. �
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Fig. 7.7. Bandas de tolerancia para el filtro pasabanda del Ejemplo 7.2.

7.5.2. Elección de la aproximación y cálculo de los coeficientes

En esta etapa se elige alguno de los métodos de aproximación (Butterworth, Chebyshev,
elíptico, etc. si el filtro es IIR, o equirriple, óptimo, con ventanas, etc. si es FIR) y se cal-
culan los valores de los coeficientes h[n] del filtro FIR, o ak y bk del filtro IIR, de modo de
satisfacer las especificaciones (Sección 7.5.1). El método empleado para determinar los
coeficientes es distinto según el filtro sea IIR o FIR.

Tradicionalmente, el cálculo de los coeficientes de los filtros IIR se basa en la transforma-
ción de las funciones de sistema de filtros analógicos en filtros discretos. Los dos métodos
clásicos son el de invariación al impulso y el de transformación bilineal. Con la técnica de la
invariación al impulso la respuesta impulsiva del filtro digital está formada por las mues-
tras de la respuesta impulsiva del filtro analógico. Sin embargo, el módulo de la respuesta
en frecuencia del filtro discreto es diferente, en general, de la del filtro continuo. Debido
a fenómenos de aliasing, el método no es apropiado para el diseño de filtros pasaaltos o
filtros eliminabanda, o cualquier tipo de filtro cuya respuesta en frecuencia no sea aprox-
imadamente nula por encima de cierta frecuencia fH.

Por otra parte, el método de la transformada bilineal produce filtros muy eficientes, y es
apropiado para el diseño de cualquier tipo de filtro con ganancia constante en la banda
de paso. Permite el diseño de filtros con características frecuenciales clásicas como Butter-
worth, Chebyshev, elípticos, etc. Los filtros digitales calculados en base a la transformada
bilineal preservan la característica de respuesta en frecuencia, pero no las propiedades
temporales. En la actualidad se cuenta con programas de cálculo que permiten obtener
los coeficientes del filtro digital directamente a partir de las especificaciones usando el
método de la transformada bilineal o la técnica analítica desarrollada por Rader y Gold
(1967) para filtros recursivos equirriple.

Los filtros con respuestas sencillas, como los resonadores, “notch”, filtros peine, osciladores
digitales, etc., se pueden diseñar ubicando directamente los polos y los ceros en el plano
complejo; sin embargo, si las especificaciones son exigentes, es conveniente utilizar las
técnicas de diseño clásicas.

Los coeficientes de los filtros FIR pueden calcularse con varios métodos. Entre ellos mere-
cen destacarse el diseño por ventanas, la técnica de suavizado de las bandas de transi-
ción, el método de muestreo en frecuencia, y los métodos óptimos (el algoritmo de Parks
y McClellan o el algoritmo de Remez). El método de diseño utilizando ventanas es sen-
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Tabla 7.2: Métodos típicos para el diseño de filtros IIR y FIR.

IIR FIR
invariación al impulso ventanas
transformada bilineal bandas de transición suaves
ubicación directa de polos y ceros muestreo en frecuencia
óptimos óptimos

cillo y flexible pero no permite un control muy preciso sobre los parámetros del filtro.
La técnica de las bandas de transición suaves permite atenuar el efecto Gibbs, a costa de
una pequeña complejidad adicional. El método de muestreo en frecuencia permite una
implementación particularmente eficiente (y recursiva) de filtros FIR, pero puede tener
problemas cuando se usa aritmética de punto fijo. Con la disponibilidad de programas
de diseño eficientes y con buena interfaz con el usuario, los métodos óptimos son am-
pliamente utilizados hoy en día, y para la mayoría de las aplicaciones permiten obtener
rápidamente el filtro FIR deseado.

Los métodos típicos para el cálculo de los coeficientes de los filtros se resumen en la Tabla
7.2. El método de diseño se elige de acuerdo a la aplicación en particular. Si bien influyen
varios factores, el más importante es qué tan críticas son las especificaciones. La decisión
“difícil” es optar entre FIR o IIR. En aquellos casos en que las propiedades de los FIR (re-
spuesta de fase estrictamente lineal, estabilidad inherente) son imprescindibles, la mejor
elección puede ser el diseño por métodos óptimos, o usando ventanas (generalmente la
de Kaiser). Si, en cambio, son deseables las características de los IIR (menor cantidad
de coeficientes para especificaciones similares) el método de la transformada bilineal es
apropiado para la mayoría de los casos.

7.5.3. Realización

Por realización se entiende convertir una función de sistema H(z) en un conjunto de ecua-
ciones a diferencias que se ejecutarán como un algoritmo en un procesador. El conjunto
de ecuaciones también se conoce como la estructura del filtro. Existen infinitas formas
de escribir la ecuación a diferencias, de modo que existen infinitos tipos de estructuras.
Matemáticamente las distintas realizaciones producen el mismo resultado sobre la señal
a filtrar; sin embargo en el momento de la implementación la sensibilidad a la variación
de los coeficientes, propagación del ruido de redondeo o de truncación, organización y/o
requerimientos de memoria en un procesador en particular, etc., suelen decidir la elec-
ción de una estructura particular. Cada realización se asocia a un diagrama bloque como
los de las Figs. 7.2 y 7.4, que revela la cantidad de lugares de memoria necesarios para el
almacenamiento de los datos y los coeficientes, número de operaciones requeridas, etc.

Es frecuente utilizar distintas estructuras para implementar filtros IIR o FIR. Para filtros
IIR, las tres estructuras típicas son las formas directa, cascada y paralelo; el diagrama bloque
de una forma directa, denominada de “tipo II” es la que se muestra en la Fig. 7.2 para un
sistema de segundo orden. En este caso, la función transferencia (9.4) se implementa con
el conjunto de ecuaciones a diferencia (9.5); la Fig. 7.2 muestra que se necesitan dos lu-
gares de memoria para almacenar la historia del filtro (los cuadrados señalados con z−1)
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Fig. 7.8. Comparaciónde los patrones depolos y ceros deuna implementación en formadirecta I (a)
y en secciones de segundo orden, cada una de ellas en forma directa I (b) .

y cinco lugares de memoria para almacenar los coeficientes (a1, a2, b0, b1, b2) Sin embar-
go, las estructuras cascada y paralelo, que se estudiarán en el Capítulo 13, son las más
utilizadas para la implementación de filtros IIR pues son mucho más insensibles a los
efectos de cuantización de coeficientes que la estructura directa. Ésta presenta una alta
sensibilidad a la variación de los coeficientes, especialmente para filtros de alto orden,
como se muestra en el siguiente EJEMPLO.

EJEMPLO 7.3. Influencia de la estructura con coeficientes de precisión “infinita”
Aún cuando los coeficientes se implementen con muy alta precisión, como cuando se usa MATLAB,
la estructura directa es inadecuada para realizar filtros de alto orden. Por ejemplo, un filtro tipo
Butterworth discreto de orden N = 30 con frecuencia de corte en ωc = π/2 se caracteriza por
tener 30 ceros en z = −1. La implementación en forma directa, utilizando los comandos

[n, d] = butter(30,0.5);
zplane(n,d);

da resultados muy diferentes, como se puede ver en la Fig. 7.8(a) . Por efecto de los (pequeños)
errores numéricos, los 30 ceros que deberían estar ubicados en z = −1, se esparcen en un entorno,
no necesariamente pequeño, de este punto. La implementación como secciones de segundo orden,
que se diseña con los comandos

[z,p,k] = butter(30,0.5);
[sos,g] = zp2sos(z,p,k);
hsos = dfilt.df1sos(sos,g);
zplane(hsos);

tiene la distribución de polos y ceros prevista por la teoría, como se observa en la Fig. 7.8(b). �

Para los filtros FIR (7.2) la forma más utilizada es la directa, Fig. 7.4, porque es sencil-
la de implementar y aprovecha al máximo la arquitectura del hardware de la mayoría
de los procesadores digitales de señales (DSP). Esta estructura también se conoce co-
mo filtro transversal o “línea de retardo” (tappered delay line) pues almacena los valores
pasados de las muestras de la señal de entrada. Como se estudiará más adelante, esta
implementación es mucho menos sensible a la cuantización de los coeficientes que la for-
ma directa de los filtros IIR. Otras estructuras de uso frecuente son las de muestreo en
frecuencia y la de convolución rápida, que se estudiarán en el Capítulo 13.
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16 7. Diseño de filtros digitales

Sintetizando, para un filtro dado la elección de la estructura depende:

del tipo de filtro (IIR o FIR);

de la facilidad de implementación;

de la sensibilidad de la estructura a los efectos de la longitud finita de palabra.

7.5.4. Efectos de la longitud de palabra finita

Los pasos de diseño referidos a la aproximación y a la realización suponen que las opera-
ciones que especifican los algoritmos se realizan con precisión infinita, o al menos muy
alta. Sin embargo, en muchas aplicaciones donde el bajo costo es decisivo, es necesario
representar los coeficientes del filtro utilizando un número finito de bits (típicamente 8,
16 o más), y realizar las operaciones indicadas por las ecuaciones a diferencia utilizando
aritmética de precisión finita.

El uso de un número finito de bits degrada el desempeño del filtro, y en algunos casos
puede inutilizarlo por completo. El diseñador debe tener en cuenta estos efectos, y elegir
longitudes de palabra apropiados para los coeficientes del filtro, las variables de entrada
y salida, y las operaciones aritméticas. En general, el ancho en bits de las palabras de
entrada y salida (que se leen o se escriben en los conversores A/D y D/A, respectiva-
mente) son mucho menores que la longitud de palabra utilizado para los coeficientes y
los cómputos (10 o 16 bits, frente a 25 o 32 bits).

Las principales causas de la disminución del desempeño en los filtros digitales debido a
la longitud finita de palabra son:

Cuantización de las señales de entrada y salida, debido a la resolución finita de los
conversores A/D y D/A. Este efecto se suele modelar como un fenómeno aleatorio
(ruido), tal como se estudió en el Capítulo 7.

Cuantización de los coeficientes, lo que conduce a variaciones de la respuesta en fre-
cuencia de filtros FIR e IIR, y posiblemente a inestabilidades en los filtros IIR.

Errores aritméticos por redondeo. Los procesadores con longitud de palabra finita tienen
un acumulador con bits adicionales para mantener la precisión (por ejemplo, el re-
sultado de la multiplicación de dos números de B bits es un número de 2B bits).
Cuando estos resultados se almacenan en memoria se truncan a la longitud de pal-
abra adoptada. El error resultante, denominado ruido de redondeo, altera la respuesta
del filtro. En los filtros IIR puede causar inestabilidad, y también dar lugar oscila-
ciones de pequeña amplitud de la salida aún con entrada nula.

Desborde (overflow), que ocurre cuando el resultado de una suma excede el ancho
de palabra adoptado, resultando en errores de las muestras de salida, que pueden
causar inestabilidad, u oscilaciones de gran amplitud en los filtros IIR.

La degradación del desempeño depende de:

la longitud de palabra y tipo de aritmética utilizada para efectuar los cálculos;

el método adoptado para cuantizar las variables y los coeficientes del filtro a la
longitud de palabra elegida;
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Fig. 7.9. Respuesta en frecuencia del filtro del Ejemplo 7.4 implementado con una estructura
tipo forma directa II. (– ) filtro prototipo; (- -) filtro con coeficientes cuantizados.

Fig. 7.10. Respuesta en frecuencia del filtro del Ejemplo 7.4 implementado con una cascada
de dos bloques de segundo orden. (– ) filtro prototipo; (- -) filtro con coeficientes
cuantizados.

la estructura del filtro.

Conociendo estos factores, el diseñador puede analizar los efectos de la longitud de pal-
abra finita en el desempeño del filtro, y efectuar las correcciones que sean necesarias.

EJEMPLO 7.4. Efectos de cuantización en un filtro IIR
Un filtro IIR elíptico de cuarto orden con frecuencia de corte en ωc = 0,3π, 0,1 dB de ondulación en
la banda de paso, y 60 dB de atenuación en la banda de rechazo está caracterizado por la función
de sistema

H(z) =
b0 + b1z−1 + b2z−2 + b3z−3 + b4z−4

a0 + a1z−1 + a2z−2 + a3z−3 + a4z−4 ,

donde

b0 = 0,01588232577583, a0 = 0,57816706294199,
b1 = 0,04509870267465, a1 = −1,00000000000000,
b2 = 0,06160127928264, a2 = 0,98785160189871,
b3 = 0,04509870267465, a3 = −0,49030269551500,
b4 = 0,01588232577583, a4 = 0,10997293011303.
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El módulo de la respuesta en frecuencia del filtro se muestra con línea de trazo continuo en la
Fig. 7.9. Si el filtro se implementa en un procesador de 8 bits, utilizando una estructura tipo forma
directa II se deben truncar los coeficientes, que resultan

b0 = 0,0156250, a0 = 0,5781250,
b1 = 0,0468750, a1 = −1,0000000,
b2 = 0,0625000, a2 = 0,9843750,
b3 = 0,0468750, a3 = −0,4921875,
b4 = 0,0156250, a4 = 0,1093750.

El módulo de la respuesta en frecuencia del filtro con los coeficientes cuantizados, graficada con línea
de trazos en Fig. 7.9, revela que se violan las especificaciones de diseño. Sin embargo, la elección
de una estructura diferente puede solucionar el problema. En la Fig. 7.10 se muestra el módulo de
la respuesta en frecuencia del mismo filtro, implementado como una cascada de dos secciones de
segundo orden, con ganancia C = 0,0274701, y cuyos coeficientes cuantizados a 8 bits son

b01 = 0,5000000, a01 = 0,5000000,
b11 = 0,8984375, a11 = −0,4531250,
b21 = 0,5000000, a21 = 0,1406250,
b02 = 0,5000000, a02 = 0,5000000,
b12 = 0,5234375, a12 = −0,4140625,
b22 = 0,5000000, b22 = 0,3437500.

La figura revela que los requisitos de diseño se satisfacen sin necesidad de cambiar la resolución en
bits de los coeficientes. �

El ejemplo anterior muestra que los efectos de la cuantización de los coeficientes pueden
atenuarse cambiando la estructura del filtro. Dependiendo de la implementación, al-
gunos de los errores mencionados pueden ser insignificantes. Por ejemplo, si el filtro se
calcula en un lenguaje de alto nivel que se ejecuta en computadoras más o menos mod-
ernas, por ejemplo con MATLAB en una PC, los errores de cuantización de coeficientes
y redondeo no siempre son importantes. En aplicaciones de tiempo real las señales de
entrada y salida se cuantizan a 8, 12 o 16 bits, según el tipo de conversor A/D y D/A
utilizado. Si el ancho de palabra elegido para efectuar la operaciones y el redondeo es de
esta magnitud, es casi obligatorio analizar los efectos de la cuantización en las caracterís-
ticas del filtro.

7.5.5. Implementación

Una vez que se han calculado los coeficientes del filtro, elegido una estructura adecuada,
y verificado que las especificaciones se satisfacen después de considerar la degradación
causada por la cuantización de coeficientes y de las variables a la longitud de palabra
elegida, la ecuación a diferencias debe implementarse como una rutina de software o en
hardware. Cualquiera sea el método de implementación, cada muestra de la salida y[n]
del filtro debe calcularse de acuerdo a la ecuación a diferencias que involucra multiplica-
ciones, sumas y restas, y retardos. De modo que para implementar un filtro se necesitan
los siguientes bloques básicos:

memoria (ROM o RAM) para almacenar los coeficientes del filtro;
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memoria RAM para almacenar las muestras actuales y pasadas de la entrada x[n],
x[n− 1], ..., x[n−M], y la salida y[n], y[n− 1], ..., y[n− N];

multiplicadores en hardware o rutinas de multiplicación (bibliotecas de software);

sumador o unidad aritmético-lógica.

La manera en que se configuran estos bloques depende fuertemente según el proce-
samiento sea en tiempo real o fuera de línea. Cuando se procesa fuera de línea, los datos o
señal de entrada están disponibles en algún medio de almacenamiento (cinta, CD, memo-
ria, etc.) Tal es el caso del registro de datos experimentales para el análisis posterior. En
estos casos el filtro se implementa utilizando un lenguaje de alto nivel, y se ejecuta en una
computadora de propósito general. Por ello las implementaciones fuera de línea suelen
ser programas. En algunas aplicaciones, por ejemplo el procesamiento de imágenes, se
agrega hardware adicional dedicado para acelerar la velocidad de procesamiento.

En el procesamiento en tiempo real se requiere que el filtro genere una muestra de la
señal de salida ante cada muestra de la señal de entrada, lo que implica que el cómputo
completo de la ecuación a diferencias debe completarse en el intervalo de tiempo entre
una y otra muestra de la señal de entrada, o bien operar sobre bloques de datos utilizando
las técnicas tipo overlap-add u overlap-save. El procesamiento en tiempo real necesita de
hardware dedicado cuando la frecuencia de muestreo es muy alta, o cuando el filtro es
de alto orden. Este hardware se nuclea alrededor de un procesador digital de señales,
o DSP, que en la actualidad es producido por varios fabricantes, como Motorola, Texas
Instruments, Analog Devices, Burr Brown, etc. Cada DSP incluye memoria RAM y ROM
o FLASH, multiplicadores rápidos, unidades aritmético lógicas flexibles, métodos de di-
reccionamiento poderosos, etc. y algunas unidades incluyen los conversores A/D y D/A
necesarios para procesar señales del mundo exterior.
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8
Diseño de filtros sencillos

Si bien es posible diseñar filtros que satisfagan casi cualquier especificación de diseño,
en muchas aplicaciones basta con una acción de filtrado sencilla, que insuma pocas op-
eraciones por cada muestra de salida, y que no requiera de gran cuidado en su imple-
mentación. Con secciones FIR o IIR de segundo orden se pueden implementar una gran
variedad de filtros que satisfacen estas condiciones.

8.1. Filtros Pasatodo

Un filtro pasatodo tiene una respuesta en frecuencia de magnitud constante para todas
las frecuencias,

|H(ejω)| = 1, 0 ≤ ω ≤ π.

El filtro pasatodo más sencillo es un retardo puro de n0 muestras, n0 ∈ Z, cuya función
de sistema

H(z) = z−n0

se caracteriza por tener n0 polos en el origen si n0 > 0 (que es la situación usual). Este
sistema deja pasar todas las señales sin atenuación, salvo por un retardo de n0 muestras
y[n] = x[n− x0]: es un pasatodos trivial con una respuesta de fase lineal arg[H(ejω)] =
−n0ω.

Un filtro pasatodos más interesante es el que tiene como función de sistema

H (z) =
aN + aN−1z−1 + · · ·+ a1z−N+1 + z−N

1+ a1z−1 + · · ·+ aN−1z−N+1 + aNz−N

=
∑N

k=0 akz−N+k

∑N
k=0 akz−k

,

donde los coeficientes ak, 0 ≤ k ≤ N, son reales, y frecuentemente a0 = 1. Si se define el
polinomio A(z) como

A(z) =
N

∑
k=0

akz−k,

1
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Fig. 8.1. Diagrama de polos y ceros de pasatodos de primer (a) y segundo (b) orden.

la función de sistema puede expresarse como1

H(z) = z−N A(z−1)

A(z)
. (8.1)

Como |H(ejω)|2 = H(z)H(z−1)|z=ejω = 1, el sistema (8.1) es un pasatodo. Mas aún, si p0
es un polo de H(z), entonces c0 = 1/p0 es un cero de H(z): los ceros del sistema son los
recíprocos de los polos. El diagrama de polos y ceros típicos de filtros pasatodo de primer
y segundo orden se muestran en la Fig. 8.1(a)-(b), respectivamente.

La forma general de la función de sistema del filtro pasatodo (8.1) con coeficientes ak
reales es

H(z) =
NR

∏
k=1

z−1 − αk

1− αkz−1

Nc

∏
k=1

(
z−1 − β∗k

)
(1− βkz−1)

(
z−1 − βk

)
(1− β∗k z−1)

, (8.2)

con NR polos y ceros reales (pk = αk, ck = α−1
k ) y NC pares de polos y ceros complejos

conjugados [pk = βk, ck = (β∗k )
−1]. Para que el sistema sea causal y estable es necesario

que |αk| < 1, |βk| < 1.

Es interesante estudiar la respuesta de fase y el retardo de grupo de estos filtros. Un
examen de (8.2) revela que

arg[H(z)]|z=1 = arg[H(ejω)]
∣∣∣
ω=0

= 0,

arg[H(z)]|z=−1 = arg[H(ejω)]
∣∣∣
ω=π

= − (NR + 2NC)π,

de modo que cada sección de primer orden contribuye con un desfasaje total de π rad, y
cada sección de segundo orden con un desfasaje total de 2π rad. El retardo de grupo se
puede estudiar analizando la función de sistema de cada una de las unidades de primer
orden que forman el filtro pasatodos (8.2),

Hk(z) =
z−1 − β∗k
1− βkz−1 =

z−1 − rke−jωk

1− rkejωk z−1 , (8.3)

1H (z) también puede escribirse como H (z) = z−N A∗(1/z∗)/A(z) si se permite que ak ∈ C, 0 ≤ k ≤ N.
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Fig. 8.2. Respuesta en módulo y fase de distintos filtros pasatodos de primer orden.

donde βk = rkejωk , y rk, ωk son el módulo y la fase de los polos, respectivamente (Fig. 8.1).
La respuesta en fase y el retardo de cada unidad están dadas por

arg[H(ejω)] = −ω− 2 tan−1 rk sen(ω−ωk)

1− rk cos(ω−ωk)
,

τk(ω) = −d arg[H(ejω)]

d ω
=

1− r2
k

1+ r2
k − 2rk cos(ω−ωk)

, (8.4)

y como rk < 1 para asegurar la estabilidad del sistema, resulta

τk(ω) ≥ 0, 0 ≤ ω < π.

Por lo tanto, el retardo de grupo del filtro pasatodo (8.2), formado por la suma de los
retardos de grupo de secciones como (8.3), siempre es positivo.

EJEMPLO 8.1. Respuesta en frecuencia de pasatodos de primer orden
La Fig. 8.2 muestran las respuesta de fase de filtros pasatodos de primer orden

H (z) =
z−1 − α0

1− α0z−1

para distintos valores de α0 ∈ R. Si bien el módulo de la respuesta en frecuencia es constante e
igual a la unidad, la fase, en cambio, varía según el parámetro α0. En particular la figura muestra
que la fase tiende más rápidamente a π cuando α0 > 0 que cuando α0 < 0. �

Un filtro pasatodo de orden N = NR + 2NC permite especificar la fase o el retardo desea-
dos en N frecuencias de interés. El cálculo es sencillo si el orden N es bajo pero el diseño
se complica para órdenes superiores. En estos casos es conveniente utilizar herramientas
de diseño de filtros más avanzadas, como las que se estudiarán en los Capítulos 11 y12.

8.1.1. Especificación de fase/retardo en un pasatodos de primer orden

En un pasatodos de primer orden la especificación de la fase deseada φ0 = arg[H(ejω)],
−π < φ0 < 0, a una frecuencia ω = ω0 determina de manera única la ubicación del polo:

α0 =
sen[(φ0 +ω0)/2]
sen[(φ0 −ω0)/2]

.
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Fig. 8.3. Respuestas de filtros pasatodo con retardo τ(ω) = 1/2 en ω = π/2. Respuesta de
fase (a) y retardo de grupo (b) para el pasatodos con polo en α0 = 1/

√
3. Respuesta

de fase (c) y retardo de grupo (d) para el pasatodo con polo en α0 = −1/
√

3.

Sin embargo, si se especifica el retardo τ0 deseado a una frecuencia ω = ω0, puede haber
más de un polo que satisfaga estos requisitos.. De acuerdo con (8.4) el retardo de un
pasatodo de primer orden es

τ(ω) =
1− α2

1+ α2 − 2α cos ω
. (8.5)

El máximo retardo se alcanza en ω = 0 si α > 0 o en ω = π si α < 0, y su valor es

τmáx =
1+ |a|
1− |a| .

De modo que para tener un retardo τ0 < τmáx en una frecuencia ω = ω0 el polo α debe
estar ubicado en

α0,1 =
τ0 cos ω0

1+ τ0
±

√
1− τ2

0(sen ω0)2

1+ τ0
. (8.6)

Las dos posibles soluciones corresponden a polos con parte real positiva o negativa que
resultan en respuestas de fase como las ilustradas en la Fig. 8.2; la especificación de la
pendiente (el retardo) no determina unívocamente la curva de fase, como revela el sigu-
iente EJEMPLO.

EJEMPLO 8.2. Especificación de retardo en un pasatodos de primer orden
Se desea que el filtro pasatodo tenga un retardo τ0 = 1/2 en ω = π/2. Aplicando (8.6) se
encuentra que

α0 =
1√
3
∼= +0,5774, α1 =

−1√
3
∼= −0,0,5774
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Fig. 8.4. Diagrama de polos y ceros (a) y respuesta en frecuencia (b) de un resonador.

En este caso el retardo máximo es el mismo para cualquiera de los polos: τmáx = (
√

3+ 1)/(
√

3−
1) ∼= 3,73. La Fig. 8.3(a) muestra la fase y la Fig. 8.3(b) el retardo de grupo del pasatodos con
polo en α0, mientras que las Figs. 8.3(c) y 8.3(d) las mismas curvas para el pasatodo con polo en
α1. Ambos pasatodos satisfacen las especificaciones de retardo, pero el desfasaje introducido a la
frecuencia de interés es mucho mayor para el pasatodos con polo en α0 > 0 que para el que tiene
el polo en α1 < 0. �

Los filtros pasatodos encuentran aplicación como ecualizadores de fase. Al conectarse
en cascada con otros filtros cuya respuesta de fase es pobre, los filtros pasatodo se dis-
eñan para compensar la característica de fase del filtro, y producir un sistema con una
respuesta de fase globalmente lineal.

8.2. Resonadores Digitales

Un resonador digital es un filtro pasabanda especial, con un par de polos complejos con-
jugados ubicados en la vecindad del círculo unitario, como se muestra en la Fig. 8.4(a); la
magnitud de la respuesta en frecuencia del filtro se ilustra en la Fig. 8.4(b). La posición an-
gular de los polos determina la frecuencia de resonancia del filtro. El nombre resonador se
debe al hecho que el filtro tiene una gran ganancia (“resuena”) para señales sinusoidales
de frecuencia cercana a la de los polos. Los resonadores digitales son útiles en varias
aplicaciones, incluyendo síntesis de voz y filtrado pasabanda sencillo.

Para el diseño de un resonador digital con un pico de resonancia en ω = ω0, los polos
complejos conjugados se ubican en

p1,2 = re±jω0 , 0 < r < 1.

Además, se pueden colocar hasta dos ceros. Aunque la ubicación de éstos es arbitraria,
existen dos casos de interés. Una elección posible es ubicar los ceros en el origen. La otra
es ubicar un cero en z = 1, y el otro en z = −1. Esta elección elimina completamente la
respuesta del filtro a las frecuencias ω = 0 y ω = π, y es útil en muchas aplicaciones.
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Fig. 8.5. Respuesta en frecuencia de un resonador con ceros en el origen (a); con ceros en
ω = 0, ω = π (b).

La función de sistema del resonador digital con ceros en el origen es

H(z) =
b0

(1− rejω0 z−1)(1− re−jω0 z−1)

=
b0

1− (2r cos ω0)z−1 + r2z−2 . (8.7)

La respuesta en frecuencia alcanza su máximo en

ωr = cos−1
(

1+ r2

2r
cos ω0

)
,

que para valores de r próximos a la unidad se puede aproximar por

ωr = ω0 −
(1− r)2

2 tan ω0
+
(1− r)3

2 tan ω0
+ · · ·

Si r ∼= 1 resulta ωr ∼= ω0, y como |H(ejω)| alcanza su máximo cerca de ω0, se elige el
factor de ganancia b0 de manera que

∣∣H (ejω0
)∣∣ = 1. Para este caso,

b0 = (1−r)
√

1− 2 r cos 2ω0 + r2.

El ancho de banda del filtro es el intervalo de frecuencias donde la magnitud de la re-
spuesta en frecuencia queda comprendida dentro de los ±3 dB respecto del valor máxi-
mo. Cuando r es próximo a la unidad, el ancho de banda del resonador es aproximada-
mente

∆ω ≈ 2(1− r). (8.8)
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8.3. Filtros Notch 7

Fig. 8.6. Respuesta en frecuencia típica de un filtro notch ideal (a) y real (b) .

EJEMPLO 8.3. Resonador con ceros en el origen con resonancia en ω0= π/4
En este ejemplo los polos se ubican en z0 = re±j(π/4). La Fig. 8.5(a) muestra el módulo de la
respuesta en frecuencia del resonador (8.7) para diferentes valores de r. A medida que r disminuye
la frecuencia de resonancia del filtro se desplaza ligeramente hacia la izquierda de ω0; además, el
máximo del módulo de la respuesta en frecuencia es ligeramente mayor que la unidad. Esto se debe a
que la frecuencia de resonancia real ωr no es exactamente ω0; sin embargo, el error es despreciable
si r ∼= 1. �

Si los ceros del resonador se ubican en z = 1 y z = −1, la función de sistema es

H(z) =
b0(1− z−1)(1+ z−1)

(1− rejω0 z−1)(1− re−jω0 z−1)
=

b0(1− z−2)

1− (2r cos ω0)z−1 + r2z−2 . (8.9)

Nuevamente, el valor de b0 se elige de manera que
∣∣H(ejω0)

∣∣ = 1,

b0 =
1− r

2 sen ω0

√
1− 2 r cos 2ω0 + r2.

Los ceros en z = ±1 modifican la respuesta del resonador. Valores de r próximos a 1 per-
miten obtener filtros más selectivos; a medida que los polos se alejan del círculo unitario
aumenta el ancho de banda del filtro y se desplaza ligeramente la frecuencia de resonan-
cia ωr respecto a la frecuencia de diseño ω0, como se muestra en el siguiente EJEMPLO.

EJEMPLO 8.4. Resonador con ceros en z = ±1 con resonancia en ω0= π/4
En la Fig. 8.5(b) se muestra un diseño con especificaciones idénticas a las del Ejemplo anterior,
pero implementado con ceros en ω = 0 y en ω = π. La función de sistema es

H(z) =
(1− r)

√
1+ r2

√
2

(1− z−2)

1− r
√

2z−1 + r2z−2
.

A medida que r se aleja del círculo unitario la frecuencia de resonancia es mayor que ω0, y aumenta
el ancho de banda. �

8.3. Filtros Notch

Un filtro notch ideal elimina completamente un pequeño rango de frecuencias dejan-
do inalterado el resto de la banda, como se muestra en la Fig. 8.6(a). En la practica su
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8 8. Diseño de filtros sencillos

Fig. 8.7. Respuesta en frecuencia del filtro notch tipo FIR.

respuesta en frecuencia presenta uno o más valles profundos (idealmente, ceros perfec-
tos). En la Fig. 8.6(b) se observa una respuesta típica de un filtro notch con ceros en ω0
y ω1. Los filtros notch son útiles en muchas aplicaciones donde deben eliminarse algu-
nas frecuencias específicas, por ejemplo, las componentes de 50 ciclos (inducción de la
frecuencia de línea) que contaminan señales de muy baja amplitud.

Para crear un cero en la respuesta a la frecuencia ±ω0 basta con ubicar un par de ceros
complejos conjugados sobre el círculo unitario cuya fase sea ω0:

z0,1 = e±jω0 .

Por lo tanto, la función de sistema para el filtro notch es

H(z) = b0

(
1−ejω0 z−1

) (
1−e−jω0 z−1

)
= b0

(
1− 2 cos ω0z−1 + z−2

)
. (8.10)

El inconveniente con este filtro notch (tipo FIR) es que tiene un ancho de banda relativa-
mente grande, lo que significa que no sólo se elimina la frecuencia de interés, sino que
también se atenúan (severamente) otras componentes de frecuencias vecinas. Además la
ganancia para ω = 0 (z = 1) es diferente de la ganancia en ω = π (z = −1):∣∣∣H(ejω)

∣∣∣∣∣∣
ω=0

= 2b0(1− cos ω0),∣∣∣H(ejω)
∣∣∣∣∣∣

ω=π
= 2b0(1+ cos ω0).

La diferencia entre ambas puede ser muy grande si la frecuencia que se desea eliminar
está cerca de ω = 0 o de ω = π. De todas maneras, usualmente el coeficiente b0 se calcula
para que la ganancia de continua sea unitaria, |H(z)||z=1 =

∣∣H(ejω)
∣∣∣∣

ω=0 = 1, de donde
resulta que b0 = [2 (1− cos ω0)]

−1.

EJEMPLO 8.5. Filtro notch tipo FIR
La función de sistema de un filtro notch diseñado para cancelar la frecuencia ω0 = π/4, con
ganancia unitaria en ω = 0 es

H(z) =
1

(2−
√

2)

(
1−
√

2z−1 + z−2
)

.
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8.3. Filtros Notch 9

Fig. 8.8. Diagrama de polos y ceros del filtro notch IIR (a) . Método del punto explorador (b) .

La respuesta en frecuencia del filtro se representa en la Fig. 8.7. Si bien la ganancia es unitaria en
ω = 0, este valor crece hasta (2+

√
2)/(2−

√
2) ∼= 5,82 para ω = π; la respuesta del filtro es

muy diferente de la indicada en la Fig. 8.6. �

Para reducir el ancho de banda del notch se pueden incorporar polos complejos conjuga-
dos. El efecto ubicar un par de polos en p0,1 = re±jω0 , como se muestra en la Fig. 8.8(a)
es introducir resonancia en la vecindad de los ceros. La función de sistema para el filtro
resultante (de tipo IIR) es

H(z) = b0
1− 2 cos ω0z−1 + z−2

1− 2r cos ω0z−1 + r2z−2 . (8.11)

Nuevamente, el filtro no tiene el mismo valor de ganancia en ω = 0 y en ω = π,∣∣∣H(ejω)
∣∣∣∣∣∣

ω=0
= b0

2(1− cos ω0)

1+ r2 − 2r cos ω0
,

∣∣∣H(ejω)
∣∣∣∣∣∣

ω=π
= b0

2(1+ cos ω0)

1+ r2 + 2r cos ω0
,

pero son similares si r (el módulo de los polos) es cercano a la unidad. Esta propiedad
puede corroborarse evaluando el módulo de la respuesta en frecuencia con el método
del punto explorador como se ilustra en la Fig. 8.8(b) . Para frecuencias ω alejadas de ω0,∣∣ejω0 − c0

∣∣ ≈ ∣∣ejω0 − p0
∣∣ , y

∣∣ejω0 − c1
∣∣ ≈ ∣∣ejω0 − p1

∣∣ , y entonces

∣∣∣H(ejω)
∣∣∣ = ∣∣ejω0 − c0

∣∣ ∣∣ejω0 − c1
∣∣∣∣ejω0 − p0

∣∣ ∣∣ejω0 − p1
∣∣ ≈ 1.

También es usual elegir b0 para que la ganancia de continua sea unitaria, lo que resulta
en

b0 =
1− 2 r cos ω0 + r2

2 (1− cos ω0)
.

La presencia de los polos puede introducir un pequeña ondulación en la banda de paso
del filtro, debida a fenómenos de resonancia. Este efecto se puede reducir agregando
polos y ceros adicionales. El problema con esta solución es que no existe una regla general
para eliminar la ondulación, y el método se convierte en uno de prueba y error.
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10 8. Diseño de filtros sencillos

Fig. 8.9. Respuesta en frecuencia del filtro notch tipo IIR.

EJEMPLO 8.6. Filtro notch tipo IIR
La función de sistema de un filtro notch tipo IIR (8.11) diseñado para bloquear componentes de
frecuencia ω0 = π/4 es

H(z) =
1+ r2 −

√
2r

2−
√

2
1−
√

2z−1 + z−2

1− r
√

2z−1 + r2z−2
.

El par de polos complejos conjugados están ubicados en p0,1 = re±jω0 . En la Fig. 8.9 se muestra el
módulo de la respuesta en frecuencia para distintos valores de r. La selectividad del filtro mejora a
medida que r → 1, y su comportamiento similar al del prototipo ideal de la Fig. 8.6(a) . �

8.3.1. Filtros notch basados en pasatodos

Una manera de obtener muy buenos filtros notch es utilizando filtros pasatodos. Como
la fase de un pasatodo de segundo orden varía desde 0 hasta −2π a medida que la fre-
cuencia ω varía desde ω = 0 hasta ω = π, el filtro

H (z) =
1
2
[1+ HPT(z)] , (8.12)

donde HPT(z) es un pasatodos de segundo orden, tiene un cero dentro de la banda de
paso; precisamente, en la frecuencia ω0 donde HPT(ejω0) = −1, cuando la fase es de (−π)
radianes. Además, de (8.12) es evidente que

H(ej0) = H(ejπ) = 1, H(ejω0) = 0,

Los filtros notch generados a partir de pasatodos tienen la ventaja que la ganancia es
uniforme a cada lado de la frecuencia del cero, que es una mejora importante frente a la
respuesta de los notch generados por ubicación directa de polos y ceros de la Sección 8.3.
Si HPT (z) = (a2 + a1z−1 + z−2)/(1+ a1z−1 + a2z−2), H(z) se puede expresar como

H (z) =
1
2
(1+ a2) + 2a1z−1 + (1+ a2)z−2

1+ a1z−1 + a2z−2

que bajo la sustitución a2 = k2, a1 = k1(1+ k2) resulta

H (z) =
(1+ k2)

2
1+ 2k1z−1 + z−2

1+ k1(1+ k2)z−1 + k2z−2 . (8.13)
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8.3. Filtros Notch 11

Fig. 8.10. Diagrama de polos y ceros del filtro notch basado en pasatodos.

Los coeficientes k1 y k2 se pueden relacionar directamente con parámetros frecuenciales
significativos. Si ω0 es la frecuencia del cero y ∆ω0 el ancho de bada de −3 dB, se puede
encontrar que

k1 = − cos ω0, k2 =
1− tan(∆ω0/2)
1+ tan(∆ω0/2)

. (8.14)

Los ceros de (8.13) son c0,1 = e±jω0 , bloqueando efectivamente las frecuencias indeseadas.
Los polos de (8.13) se pueden expresar como p0,1 = re±jωp , con

r =
√

k2 =
√

a2,

ωp = cos−1
(

1+ r2

2r
cos ω0

)
∼= cos ω0 −

(1− r)2

2 tan ω0
+
(1− r)3

2 tan ω0
+ · · ·

donde la última aproximación es válida para r ∼= 1. Esta última expresión revela que los
polos no tienen la misma fase que los ceros, sino que se encuentran ligeramente desplaza-
dos (Fig. 8.10).

EJEMPLO 8.7. Filtro notch basado en pasatodos
Los parámetros de un filtro notch que bloquee completamente la frecuencia ω0 = π/3, y que tenga
un ancho de banda de −3 dB de ∆ω = 0,1π se derivan de (8.14):

k1 = cos(π/3) = 1/2, k2 =
1− tan(0,05π)

1+ tan(0,05π)
∼= 0,726543.

La función de sistema es

H(z) = 0,8633
1− z−1 + z−2

1− 0,8633z−1 + 0,7265z−2 ,

que tiene ceros en c0,1 = e±jπ/3, y polos en p0,1 = 0,8524e±j0,3310π . Los ceros yacen sobre el
círculo unitario, con fase π/3, bloqueando efectivamente la componente de frecuencia deseada.
Los polos están dentro del círculo unitario, pero no tienen la misma fase de los ceros (es apenas
menor que π/3). La Fig. 8.11 muestra la respuesta en frecuencia de este filtro y también la de otros
con la misma frecuencia de rechazo ω0 = π/3 pero distintos anchos de banda (∆ω0 = 0,2π y
∆ω0 = 0,3π). La respuesta es mucho más parecida a la ideal de la Fig. 8.6(a) . �
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12 8. Diseño de filtros sencillos

Fig. 8.11. Respuesta en frecuencia de filtros notch basados en pasatodos que bloquean la fre-
cuencia ω0 = 0,3π con diferentes anchos de banda: ∆ω = 0,1π, 0,2π, 0,3π.

8.4. Filtros Peine

Tradicionalmente, el “filtro peine” definía un filtro tipo notch en el cual los ceros se
repetían periódicamente en la banda de frecuencias; de esta forma se podía cancelar
una frecuencia no deseada y todas sus armónicas, dejando inalterada el resto de la ban-
da. En la actualidad se denomina “filtro peine” a aquel cuya respuesta en frecuencia
(no necesariamente un notch) se repite un número determinado de veces en el intervalo
0 ≤ ω ≤ π. Los filtros peine se utilizan en gran cantidad de aplicaciones, como por ejem-
plo para eliminar armónicas de la frecuencia de línea, separar las componentes lunares
y solares en las mediciones de concentración de electrones en la ionosfera, eliminar ar-
mónicas de la frecuencia de barrido horizontal en televisión, etc.

Un ejemplo de un filtro peine sencillo es el filtro FIR promediador

y[n] =
1
N

N−1

∑
k=0

x[n− k],

cuya función de sistema es

H(z) =
1
N

N−1

∑
k=0

z−k =
1
N

1− z−N

1− z−1 =
1
N

1
zN−1

zN − 1
z− 1

, (8.15)

y la respuesta en frecuencia

H(ejω) =
e−jω(N−1)/2

N
sen(Nω/2)

sen ω/2
.

De (8.15) se observa que el filtro promediador tiene ceros sobre el círculo unidad ubicados
en

ck = ej2πk/N , k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.

El polo en z = 1 se cancela con el cero en z = 1, por lo que el sistema sólo tiene N − 1
polos en el origen, y N − 1 ceros sobre el círculo unidad. La magnitud de la respuesta en
frecuencia del filtro con N = 8 se muestra en la Fig. 8.12. Los ceros están equiespaciados
en el eje de frecuencias, lo que significa que el filtro anulará las componentes de frecuen-
cia “indeseables” ωk = 2πk/N, k = 1, . . . , N − 1. Sin embargo, la ganancia para el resto
de las frecuencias dista de ser uniforme.
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Fig. 8.12. Filtro peine: promediador con N = 8.

Un filtro peine generalizado puede generarse a partir de un filtro cualquiera, por ejemplo
uno con función de sistema

H(z) = ∑
n

h [n] z−n,

reemplazando z por zL, donde L es un entero positivo. Esta sustitución corresponde a un
escalado en frecuencia. El filtro peine tiene la función de sistema

HL(z) = ∑
n

h [n] z−nL. (8.16)

Si la respuesta en frecuencia del filtro original es H(ejω), la respuesta en frecuencia del
filtro peine es

HL(ejω) = ∑
n

h [n] e−jnLω = H(ejωL).

En consecuencia, la respuesta en frecuencia de HL(ejω) es la respuesta H(ejω) “comprim-
ida” en frecuencia en un factor (1/L) y repetida L veces en el intervalo 0 ≤ ω ≤ 2π. En
la Fig. 8.13 se muestra la relación entre HL(ejω) y H(ejω) para L = 5.

Si el filtro FIR original con función de sistema H(z) tiene un cero en una frecuencia ω0,
el filtro peine con función de sistema HL(z) tendrá L ceros espaciados periódicamente en
ωk = (ω0 + 2πk)/L, k = 0, 1, 2, ..., L− 1.

Fig. 8.13. Filtro peine diseñado por el método de escalado en frecuencia.
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14 8. Diseño de filtros sencillos

Fig. 8.14. Filtro peine diseñado por el método de escalado en frecuencia.

De la expresión (8.16) de HL(z) se deriva que la respuesta impulsiva del peine es

hL[n] =

{
h[n/L], si n es múltiplo de L,
0, en caso contrario.

En otras palabras, la respuesta impulsiva del peine está formada por la respuesta impul-
siva del filtro prototipo a la cual se han intercalado L − 1 ceros entre cada muestra. Se
dice que hL[n] es la versión sobremuestreada por L de h[n].

EJEMPLO 8.8. Filtros peine tipo notch
En la Fig. 8.14 se muestra un filtro peine tipo notch diseñado con esta técnica, con L = 10. El filtro
prototipo es el notch del Ejemplo 8.6. La función de sistema es

H(z) =
1+ r2 −

√
2r

2−
√

2
1−
√

2z−L + z−2L

1− r
√

2z−L + r2z−2L
.

Los ceros del notch original están ubicados en ω0 = π/4 (y por lo tanto también en ω1 =
2π − π/4 = 7π/4); en el filtro peine esos ceros se mapean a (ω0 + 2πk)/10, (ω1 + 2πk/10),
k = 1, 2, ..., 10. �

EJEMPLO 8.9. Filtro peine tipo resonador
En la Fig. 8.15 se muestra el filtro peine derivado del filtro resonador del Ejemplo 8.4. La función
de sistema para r = 0,9 es

H(z) =
(1− r)

√
1+ r2

√
2

(1− z−2L)

1− r
√

2z−L + r2z−2L
�

EJEMPLO 8.10. Filtros peine: aplicaciones en astronomía
Una aplicación original de los filtros peine es la separación de las componentes espectrales debidas
a los efectos de la luna y del sol en la medición de la concentración de electrones libres en la
ionosfera. El período solar es de Ts = 24 horas, y resulta en una componente solar de un ciclo por
día y sus armónicas. El período lunar es TL = 24,84 horas, y genera líneas espectrales a 0,96618
(∼= 24/24,84)ciclos por día y sus armónicas. La Fig. ?? (a) muestra el espectro de densidad de
potencia de la concentración de electrones tal como ha sido medida (es decir, sin filtrar). Las débiles
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Fig. 8.15. Filtro peine tipo resonador.

componentes lunares están prácticamente enmascaradas por las fuertes componentes espectrales
debidas al sol. Los dos conjuntos de componentes espectrales pueden separarse usando filtros peine
construidos en base a filtros promediadores (8.15)

HL (z) =
1
N

1− z−LN

1− z−L .

Para rescatar las componentes solares se debe usar un filtro con un ancho de banda muy angosto,
con ceros ubicados en las frecuencias de un ciclo por día y sus armónicas. Para ello se elige L de
manera que Fs/L = 1 ciclo por día, donde Fs es la frecuencia de muestreo (cada cuánto tiempo
se efectúan las mediciones). Resulta entonces un filtro cuya respuesta en frecuencia tiene ceros a la
frecuencia de un ciclo por día y sus múltiplos. Eligiendo el filtro promediador con N = 59, sus ceros
se ubicarán en múltiplos de (Fs/L)/N = 1/59; en otras palabras, entre cada pico de ganancia
unitaria del promediador quedan intercalados 58 ceros, que quedan próximos a la frecuencia de
las componentes lunares, y por lo tanto resultan prácticamente eliminadas. La Fig. ?? (b) muestra
el espectro de la densidad de potencia de la salida del filtro peine que rescata las componentes

( )a

( )b

frecuencia (ciclos/día)
( )c

I

L
I

S
I

Fig. 8.16. Empleo de filtros peine para separar las componentes lunares y solares de la concen-
tración de electrones libres en la ionosfera.
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Fig. 8.17. Señal de video compuesto NSTC. (a) Anchos de banda de las señales de crominancia
y luminancia. (b) Espectro de la señal de video compuesto.

solares. De forma similar puede diseñarse un filtro que rechace las componentes solares y rescate
las componentes lunares; el espectro de la densidad de potencia de este filtro se muestra en la
Fig. ?? (c). �

8.4.1. Aplicaciones de filtros peine en TV

Los filtros peine también encuentran aplicación en los receptores de televisión. La señal
de video compuesto está formada por tres componentes:

la señal de luminancia, que se extiende desde 0 Hz hasta 5.5 MHz, y que refleja los
detalles de la imagen en blanco y negro;

la información de color (señal de crominancia) modulada sobre una portadora de
3.58 MHz en NTSC (4.43 MHz en PAL);

las señales de sincronismo horizontal y vertical.

La siguiente tabla detalla las relaciones entre las frecuencias de cuadro, de línea y de
portadora de color para ambas normas.

Parámetro NTSC PAL
frecuencia de cuadro fF 30 Hz 25 Hz
frecuencia de línea fL 525 fF = 15,750 kHz 625 fF = 15,625 kHz
portadora de color fc 119 437,5 fF = 227,5 fL 177 187,5 fF = 283,5 fL

= 3,58 MHz = 4,42 MHz

Las tres componentes analógicas de la señal de video compuesto son suficientes para
recomponer una imagen bidimensional en el tubo de rayos catódicos (TRC) del televisor.

La señal de luminancia representa el nivel de intensidad de la imagen. Es la que necesita
mayor ancho de banda (5 MHz típico), y el brillo, el contraste y la nitidez dependen ex-
clusivamente de ella. La información de color o crominancia se agregó en 1947, cuando se
desarrolla la TV en colores, utilizando una ingeniosa técnica de modulación que permite
mantener la compatibilidad con los receptores monocromáticos existentes.

A partir de la señal RGB de la cámara, se generan la señal de luminancia Y, y las señales
de diferencia de color, denominadas I y Q en NTSC (U y V en PAL)

Y = 0,299R+ 0,587G+ 0,114B,
I = 0,596R− 0,275G− 0,321B,

Q = 0,212R− 0,523G+ 0,311B.
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Fig. 8.18. Señal de línea típica de video compuesto.

La señal de crominancia se modula en cuadratura sobre la información de luminancia.
La señales de diferencia de color (I/Q, U/V) ocupan un ancho de banda menor que la
señal de luminancia Y [Fig. 8.17(a)] pues el ojo humano es más sensible a variaciones
de iluminación que de color. En NTSC el ancho de banda de la información de color se
restringe entre los 0.6 y 1.3 MHz, y se modula con una portadora fc de 3.58 MHz,

C = I cos(2π fct) +Q sen(2π fct).

En PAL el ancho de banda es el mismo para las dos señales U, V y la frecuencia de la
portadora fc es de 4.43 MHz. El espectro típico de las señales Y y C se muestra en la
Fig. 8.17(b) .

La señal de video compuesto también lleva información de sincronismo, que ocupa una
parte importante del rango de amplitud disponible para la señal de video. El sincronismo
horizontal y el tono de referencia de color ocupan la primera parte de la señal de línea,
como muestra la Fig. 8.18; el sincronismo vertical se agrega cada 262.5 líneas (cada 312.5
líneas en PAL).

Para recomponer la imagen, de la señal de video compuesto deben extraerse la señal de
color C y la señal de luminancia Y, lo que no es sencillo pues comparten la porción del
espectro entre los 2.5 y 5 MHz, aproximadamente, como se observa en la Fig. 8.17(b). Para
lograr separar estas componentes se han propuesto diferentes técnicas a lo largo de los
años, con mejor desempeño a medida que aumenta la complejidad de la solución.

La técnica más sencilla emplea un par de filtros como muestra la Fig. 8.19(a): la señal de
luminancia se recupera a la salida de un filtro pasabajos con frecuencia de corte entre
2.0 y 2.5 MHz, y la de crominancia a la salida de un filtro pasabanda (conocida en la
jerga como “trampa”), con banda de paso entre 2.5 MHz y 5 MHz. El problema con esta
técnica es que se pierde información de detalle, porque se truncan las componentes de
alta frecuencia de la señal de luminancia [Fig. 8.19(b)]: los bordes se vuelven difusos, y
la imagen pierde nitidez. Otros problemas son una gran interacción entre luminancia y
crominancia: una señal con colores fuertes altera el nivel de brillo. Aunque el método es
de bajo costo, la calidad de video que se obtiene es baja, y en la actualidad se utiliza sólo
en reproductores de video muy económicos.

Una mejora es utilizar un filtro notch [Fig. 8.19(c)] para recuperar la señal de luminancia,
y un pasabanda o trampa para obtener la señal de color. Aunque se recupera en cierta
manera el nivel de detalle, pues se rescatan algunas componentes de alta frecuencia de
la señal de luminancia [Fig. 8.19(d)], el ancho de banda acotado del canal C limita la col-
oración de los detalles de la imagen. Además la señal de luminancia con componentes
frecuenciales en la banda de paso del notch contamina la salida del filtro generando col-
ores indeseados. Este efecto se más notable cuando las imágenes están compuestas por
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Fig. 8.19. Separación de las señales de luminancia y crominancia usando una “trampa” de
color. (a, b) Esquema y respuesta en frecuencia del filtro pasabajos/pasabanda; (c, d)
Diagrama bloque y respuesta en frecuencia del filtro notch/pasabanda.

tramas des líneas blancas y negras: las componentes de alta frecuencia de la luminancia
producen un abanico de colores.

Tanto el decodificador basado en el filtro pasabajos como en el filtro notch tienen prob-
lemas con los gráficos superpuestos a la imagen de video (subtítulos, logos, etc.), que
generalmente tienen alta intensidad de color, y debido a sus bordes bien definidos tienen
altas componentes de frecuencia.

Un tercer método aprovecha las características espectrales de las señales Y y C. Para imá-
genes estáticas, las señales Y, I y Q tienen un espectro en frecuencia discreto. Sus com-
ponentes espectrales están separadas entre sí la frecuencia fF de un cuadro ( fF = 30 Hz
en NTSC, 25 Hz en PAL). Al modular las señales I, Q con la portadora fc se centra su
espectro alrededor de fc. Esta frecuencia se elige de manera que caiga en medio de dos
armónicos de la frecuencia de cuadro: fc es exactamente 119 437,5 veces la frecuencia de
cuadro fF:

fc = 119 437,5 fF = 3,583125 MHz.

( fc = 177187,5 fF = 4,4296875 MHz en PAL). Por lo tanto, las líneas espectrales de las
componentes Y y C queden entrelazadas, y la diferencia entre ellas es de media frecuencia
de cuadro, como se muestra en la Fig. 8.17(b).

En realidad hay dos niveles de periodicidad: una microestructura asociada a la frecuencia
de cuadro fF = 30 Hz ( fF = 25 Hz en PAL), y una macroestructura asociada a la frecuen-
cia de línea fL, que es 525 veces la frecuencia de cuadro (625 en PAL). La señal C está
desplazada en fc = 119 437,5 fF = 227,5 fL ( fc = 177187,5 fF = 283,5 fL en PAL), y por lo
tanto sus componentes frecuenciales yacen en medio de las líneas espectrales de la señal
de luminancia. Como la frecuencia de línea fL es un múltiplo exacto de la frecuencia de
cuadro fF, el espectro de la señal C tampoco se superpone sobre la microestructura de
cuadro; en la Fig. 8.17(b) sólo se ha graficado la información de la macroestructura para
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Fig. 8.20. Esquema de un filtro peine para TV (a). Respuesta en frecuencia del filtro. (b).

no complicar el gráfico.

La distribución espectral de las señales sugiere que ambas componentes pueden recuper-
arse filtrando la señal de video compuesta con un par de filtros peine, cuya estructura se
muestra en la Fig. 8.20(a). Las funciones de sistema son

H0(z) =
1
2
(1+ z−N),

con ceros en ck = ejωk , ωk = (2k+ 1)π/N, 0 ≤ k ≤ N − 1, y

H1(z) =
1
2
(1− z−N),

con ceros en ck = ejωk , ωk = 2kπ/N, 0 ≤ k ≤ N− 1. Los ceros de H0(z) y de H1(z) quedan
entrelazados. La respuesta en frecuencia de ambos filtros se muestra en la Fig. 8.20(b) . La
Fig. 8.21(a) muestra la eliminación de las componentes de crominancia, y la Fig. 8.21(b)
la eliminación de las de luminancia.

La diferencia de calidad de cada una de las soluciones se ilustra en la Fig. 8.22. La Fig. 8.22(a)
muestra la forma temporal de una línea de video generada por un generador patrón, y
la Fig. 8.22(b) una imagen de la pantalla de TV de un cuadro formado por un conjun-
to de líneas idénticas a las de la Fig. 8.22(a). La abscisa (en MHz) indica la componente
frecuencial dominante de la señal de luminancia en cada parte de la pantalla.

La Fig. 8.22(c)muestra la respuesta del filtro pasabajos/pasabanda de la Fig. 8.19(c) cuan-
do se lo excita con la señal del generador de la Fig. 8.22(a). En la gráfica temporal se ob-
serva la atenuación de las frecuencias por encima de 2 MHz, y en la imagen [Fig. 8.22(d)]
se nota la pérdida de definición de la trama de líneas finas a la derecha del gráfico.

Fig. 8.21. Composición espectral de la salida de los filtros peine de la Fig. 8.20(a) .
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Fig. 8.22. Comparación de la respuesta de los decodificadores. Las figuras de la izquierda mues-
tran las señales temporal de video compuesto, y las figuras de la derecha la imagen
sobre la pantalla del TV. (a)-(b) Generador de video. (c)-(d) Separador con filtro
pasabajo/pasabanda. (d)-(e) Separador con filtro peine de línea.

En la Fig. 8.22(e) se aprecia la señal a la salida del filtro peine de línea. Los pulsos se re-
cuperan prácticamente sin distorsión, y la imagen muestra un nivel de definición similar
al proporcionado por el generador [Fig. 8.22( f )].

La cantidad N de retardos puede igualar la duración de una línea, para remover el en-
trelazado de la macroestructura, o la duración de un cuadro, para eliminar el entrelazado
de la microestructura. Esto da origen a dos tipos de filtros: el peine de línea y el peine de
cuadro.
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El efecto del filtro peine de línea es promediar un par de líneas consecutivas de la señal
de video, y electrónicamente se implementa utilizando una línea de retardo analógica:
el filtro H0(z) actúa como un filtro pasabajos para dos líneas horizontales consecutivas
de la señal de video, “borroneando” la señal de luminancia. Como no elimina la mi-
croestructura asociada a la frecuencia de cuadro fF, las señales con altos niveles de color
y transiciones abruptas pueden hacer que la información de color sea mayor que la infor-
mación de luminancia de alta frecuencia, dando lugar a la aparición una serie de puntos
blancos horizontales (“crawl dots”).

La separación entre ambas señales se puede mejorar si la cadena de retardos iguala la
duración de un cuadro de la señal (525 líneas en el sistema NTSC, 625 en PAL). Tempo-
ralmente equivale a promediar cada punto de la imagen con su homólogo del cuadro
previo, un proceso similar al que efectúa el ojo humano. Los inconvenientes son su ele-
vado costo, y problemas con las imágenes que varían significativamente de un cuadro a
otro.

Este problema se resuelve en equipamiento profesional utilizando filtros peine adaptivos,
que conmutan entre un peine de cuadro o de línea cuando ocurre una abrupta variación
vertical, pero es demasiado costoso para los equipos hogareños. Ello ha impulsado el for-
mato S-video, donde las señales de luminancia y crominancia están disponibles de man-
era independiente, eliminando todos los efectos adversos de la modulación. La “S” se
refiere, precisamente, a “separated luminance and chrominance analog signals”. Eviden-
temente es un estándar analógico, y no satisface los requerimientos de calidad impuestos
para las señales de video digital.

8.5. Osciladores sinusoidales digitales

Un oscilador digital sinusoidal puede pensarse como la forma límite de un resonador
digital, donde los polos yacen sobre el círculo unitario. La función de sistema del reson-
ador de dos polos es

H(z) =
b0

1− (2r cos ω0)z−1 + r2z−2 .

Este filtro tiene polos complejos conjugados en p0,1 = re±jω0 , y respuesta impulsiva

h[n] =
b0rn

sen ω0
sen(n+ 1)ω0 u[n].

Si los polos se ubican sobre el círculo unitario (r = 1), y b0 = A sen ω0,

h[n] = A sen(n+ 1)ω0 u[n].

Entonces la respuesta impulsiva de un sistema de segundo orden con polos complejos
conjugados sobre el círculo unitario es una sinusoide, y el sistema se denomina oscilador
sinusoidal. Es un elemento clave en los generadores de frecuencia sintetizados.

En la Fig. 8.23 se muestra el diagrama en bloques del oscilador. La ecuación a diferencias
para este sistema es

y[n] = −a1y[n− 1]− y[n− 2] + b0δ[n], (8.17)

donde los parámetros son a1 = −2 cos ω0, b0 = A sen ω0, y las condiciones iniciales
son y[−1] = y[−2] = 0. La aplicación del impulso en n = 0 tiene por objeto iniciar la
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Fig. 8.23. Esquema de un oscilador sinusoidal digital.

oscilación. De allí en más, la oscilación es automantenida, ya que el sistema tiene amor-
tiguamiento nulo (r = 0). La oscilación del sistema también puede lograrse anulando
la entrada, y ajustando las condiciones iniciales. La respuesta ante una entrada nula del
sistema de segundo orden descrito por la ecuación a diferencias homogénea

y[n] = −a1y[n− 1]− y[n− 2], (8.18)

con condiciones iniciales y[−1] = 0, y[−2] = −A sen ω0, es exactamente la misma que
la respuesta del sistema (8.17) ante una excitación impulsiva. En realidad, la ecuación a
diferencias (8.18) se puede obtener a partir de la identidad trigonométrica

sen α+ cos β = 2 cos
α− β

2
sen

α+ β

2
,

haciendo α = (n+ 1)ω0, β = (n− 1)ω0, e y[n] = sen(n+ 1)ω0. En efecto,

sen(n+ 1)ω0︸ ︷︷ ︸
y[n]

+ sen(n− 1)ω0︸ ︷︷ ︸
y[n−2]

= 2 cos
(n+ 1)ω0 − (n− 1)ω0

2
sen

(n+ 1)ω0 + (n− 1)ω0

2

= 2 cos ω0︸ ︷︷ ︸
−a1

sen nω0︸ ︷︷ ︸
y[n−1]

En algunas aplicaciones que involucran modulación de señales portadoras en cuadratura
de fase es necesario generar dos señales sinusoidales desfasadas π/2 radianes entre sí,

ys [n] = A sen ω0n,
yc [n] = A sen(ω0n− π/2) = A cos ω0n.

Estas señales se generan con una estructura llamada oscilador acoplado (Fig. 8.24) que
puede obtenerse a partir de las identidades trigonométricas

cos(α+ β) = cos α cos β− sen α sen β,
sen(α+ β) = sen α cos β+ cos α sen β,

donde, por definición, α = nω0, β = ω0, ys[n] = A sen nω0 u[n] e yc[n] = A cos nω0 u[n].
Entonces,

cos(n+ 1)ω0︸ ︷︷ ︸
yc[n]

= cos nω0︸ ︷︷ ︸
yc[n−1]

cos ω0 − sen nω0︸ ︷︷ ︸
ys[n−1]

sen ω0

sen(n+ 1)ω0︸ ︷︷ ︸
ys[n]

= sen nω0︸ ︷︷ ︸
ys[n−1]

cos ω0 + cos nω0︸ ︷︷ ︸
yc[n−1]

sen ω0
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Fig. 8.24. Esquema de un oscilador sinusoidal digital.

obteniéndose las dos ecuaciones a diferencias acopladas

yc[n] = (cos ω0) yc[n− 1]− (sen ω0) ys[n− 1],
ys[n] = (sen ω0) yc[n− 1] + (cos ω0) ys[n− 1],

que pueden escribirse en forma matricial como[
yc[n]
ys[n]

]
=

[
cos ω0 − sen ω0
sen ω0 cos ω0

] [
yc[n− 1]
ys[n− 1]

]
.

En la Fig. 8.24 se muestra la estructura del oscilador senoidal acoplado: es un sistema
con dos salidas sin ninguna excitación, pero que requiere condiciones iniciales yc[−1] =
A cos ω0 e ys[−1] = −A sen ω0 para poder comenzar las oscilaciones automantenidas.
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8.7. Ejercicios

8.7.1. Filtros pasatodo

Ejercicio 1. Calcule la respuesta en frecuencia (módulo y fase) de dos filtros pasatodo
cuyo diagrama de polos y ceros es el de la Fig. 8.1, para a = 0,6, r = 0,9, y ω0 = π/4.

8.7.2. Resonadores

Ejercicio 2. Para el resonador (8.7),

1. Calcule el valor de b0 en función de r y de ω0 para que |H(ejω0)| = 1.

2. Calcule la verdadera frecuencia de resonancia ωr para la cual |H(ejωr)| alcanza el
máximo. Observe la relación entre ω0 y ωr cuando r → 1.

3. Calcule la respuesta en frecuencia (módulo y fase) de resonadores con parámetros
(a) ω0 = π/3, r = 0,80, (b) ω0 = π/3, r = 0,95.

4. Compare ambas respuestas graficándolas simultáneamente en un única figura.

5. Calcule cuál es el ancho de banda aproximado [dado por la ecuación (8.8)], y com-
párelo con el que se puede medir en las curvas de respuesta en frecuencia.

Ejercicio 3. Para el resonador (8.9) con ceros en z = ±1,

1. Calcule la respuesta en frecuencia (módulo y fase) de resonadores con ceros en
z = ±1 con parámetros
(a) ω0 = π/3, r = 0,80, (b) ω0 = π/3, r = 0,95.

2. Compare ambas respuestas graficándolas simultáneamente en un única figura.

3. Observe en el gráfico la verdadera frecuencia de resonancia ωr y compárela con la
frecuencia de resonancia ω0 de diseño.

4. Mida el ancho de banda de ±3 dB para cada caso.

5. Compare las respuestas de los resonadores con y sin ceros en el origen (el ancho de
banda, corrimiento de la frecuencia de resonancia real respecto a la de diseño, etc.)

8.7.3. Filtros Notch

Ejercicio 4. Diseñe un filtro notch tipo FIR (8.10) que elimine las componentes de fre-
cuencia ω0 = π/4, y calcule la respuesta en frecuencia (módulo y fase).

Ejercicio 5. Para un filtro notch tipo IIR (8.11):

1. Calcule la respuesta en frecuencia (módulo y fase) si
(a) ω0 = π/4, r = 0,85, (b) ω0 = π/4, r = 0,95.
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2. Compare la respuesta del notch tipo FIR (8.10) con la del notch tipo IIR (8.11).

Ejercicio 6.
���I En la figura se muestra un sistema de procesamiento discreto de señales

continuas. Se debe implementar un filtor notch para eliminar las componentes de 50 Hz
presentes en la señal de entrada xc(t). La frecuencia de muestreo es fs = 1/Ts = 500 Hz.

1. Especifique la ubicación de los ceros del filtro discreto H(z).

2. Diseñe una implementación FIR [ecuación FIR (8.10)].

3. Calcule la respuesta en frecuencia del sistema (módulo y fase) y exprésela de la
manera más sencilla posible. Grafique H(ejω) indicanto todos los puntos significa-
tivos.

4. Calcule el valor de la respuesta en ω = 0 y en ω = π.

5. Determine la respuesta en frecuencia del sistema continuo Hc( f ) = Yc( f )/Xc( f ), y
grafique su módulo y su fase.

6. Calcule analíticamente la expresión de la salida de estado estacionario yc(ee)(t) cuan-
do la entrada es xc(t) = 2 sen(2π × 50t) + 3 cos(2π × 100t).

8.7.4. Filtros Peine

Ejercicio 7. Calcule el módulo de la respuesta en frecuencia del filtro peine simple (8.15)
si M = 10.

Ejercicio 8. A partir del filtro peine simple del ejercicio anterior, construya un filtro peine
reemplazando z por zL.

1. Calcule la función de sistema del nuevo filtro peine.

2. Calcule la expresión de la respuesta en frecuencia.

3. Encuentre la ubicación de los ceros. Observe qué sucede en las frecuencias

ωn =
2πnL

L(M+ 1)
=

2πn
(M+ 1)

.

4. Grafique el módulo de la respuesta en frecuencia de este filtro para L = 3 y M = 10.

8.7.5. Osciladores sinusoidales digitales

Ejercicio 9. Encuentre los tres primeros términos de la respuesta impulsiva del oscilador
sinusoidal digital descripto por la ecuación (8.17).
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